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(Absolute  und  uicht- Euklidische  Geometrie,  Parallelentheorie  — 
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dischen Geometrie. 

siehe  auch:  Stäckel  und  Engel. 
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Kober,  J.,  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie. 

Lücke,  F.,  Leitfaden  der  Stereometrie. 

Mattiat,  D.,  die  Raumlehre  in  der  Volks-  und  Fortbildungsschule. 
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Ergebnisse  dazu. 
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Leitfaden  der  Stereometrie. 
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und  Ebene. 
Reidt,  F.,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Trigonometrie  u.  Stereometrie 

Resultate  dazu. 

trigonometrische  Analysis  planimetrischer  Aufgaben. 

Reishaus,  Th.,  Vorschule  zur  Geometrie:  Lehrbuch  und  Aufgaben. 
Reusch,  J.,  planimetrische  Konstruktionen  in  geometrograph.  Ausführung. 
Richter,  A.,  Sammlung  arithm.  und  trigonom.  Aufgaben. 
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Schulze,  K.,  Leitfaden  für  den  trigonometr.  und  stereometr.  Unterricht. 
Schuster,  M.,  geometrische  Aufgaben. 

st^reometrische  Aufgaben. 

ebene  und  sphärische  Trigonometrie. 

Sellenthin,  B.,  mathematischer  Leitfaden  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  Navigation. 

Servus,  H.,  ausführliches  Lehrbuch  der  Stereometrie  und  sphärischen 
Trigonometrie. 
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Treutlein  und  Henrici,  siehe:  Henrici  und  Treutlein. 


Weimer,  H.,  Leitfaden   für  den   stereometr.  Unterricht 'an  Realschulen. 

Wiener,  Gh.,  über  Vielecke  und  Vielflache. 

Zehme,  W.,  Lehrbuch  der  ebenen   Geometrie. 

Zeuthen,  G.  H.,  Grundriß  einer  elementar-o-eometrisch.  Kegelschnittslehre. 

3.  Darstellende  Geometrie. 
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Beyel,  Chr.,  über  den  Untemcht  in  der  darstellenden  Geometrie. 
Burmester,  L.,  Beleuchtung  gesetzmäßiger  Flächen. 

Grundzüge  der  Reliefperspektive. 

Dalwigk,  F.,  Einführung  in  die  darstellende  Geometrie. 
Disteli,  M.,  die  Steinerschen  Schließungsprobleme. 
Fiedler,  W.,  die  darstellende  Geometrie. 

Zyklographie. 

Finsterwalder,  S.,  die  geometrischen  Grundlagen  der  Photogrammetrie. 

Holzmüller,  G.,  Einführung  in  das  stereometrische  Zeichnen. 

— —  einige  Aufgaben  der  darstellenden  Geometrie  und  der  Kartographie. 

Klekler,  K.,  die  Methoden  der  darstellenden  Geometrie. 

Müller,  C.  H.,  und  Presler,  Leitfaden  der  Projektionslehre. 

Müller,  E.,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  für  technische  Hoch- 
schulen. 

Prix,  E.,  Elemente  der  darstellenden  Geometrie. 

Reu  seh,  E.,  die  stereographische  Projektion. 

Schierling,  Ch.,  Grundzüge  der  axonom.  und  schiefen  Parallelprojektion. 

Schilling,  Fr.,  über  die  Anwendungen  der  darstellenden  Geometrie. 

Schüßler,  R.,  Lehrbuch  der  orthogonalen  Axonometrie. 

Schütj;e,  Fr.,  Anfangsgründe  der  darstellenden  Geometrie. 

Sturm,  R.,  Elemente  der  darstellenden  Geometrie. 

Weiler,  A.,  neue  Behandlung  der  Parallelprojektioncn  und  der 
Axonometrie.    . 

Wiener,  Gh.,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie. 

stereoskopische   Photographien   des    Modelies    einer    Fläche   .">.   0. 

4.  Neuere   synthetisclie    (projektive)    Geometrie. 

(Geometrie^  der  Lage.  Kollineatiou  und  Homographie.) 
Binder,  W.,  Theorie  der  unikursalen  Plankurven  4.  bis  3.  Ordnung. 
Bobek,  K.,  Einleitung  in  die  projektivische  Geometrie,  bearb.  n.  Küpper. 
Disteli,  M.,  die  Steinerschen  Schließungsprobleme. 
Drach,  C.  A.  v.,  Einleitung  in  die  Theorie  der  kubischen  Kegelschnitte. 
Dronke,  A.,  die  Kegelschnitte  in  synthetischer  Behandlungsweise. 
Durege,  H.,  die  ebenen  Kurven  3.  Ordnung. 
Eberhard,  V.,  die  Grundgebilde  der  ebenen  Geometrie. 

zur  Morphologie  der  Polyeder. 

Enriques,  F.,  Vorlesgn  über  projektive  Geometrie,  deutsch  von  Fleischer. 

Fragen  der  Elementargeometrie,  deutsch  von  Fleischer. 

Fiedler,  W.,  Zyklographie. 

Fuhrmann,  W.,  Einleitung  in  die  neuei'e  Geometrie. 

Geiser,  G.  F.,  Einleitung  in  die  synthetisclie  Geometrie. 

Hankel,  IT.,  Vorlesungen  üb.  d.  Elemente  der  projektivischen  Geometrie. 

Henrici,   .J.,  und  P.   Treutlein,   Lehrbuch    der  Elementar-Geometrie. 

n.  Teil.  ; 

Holzmüller,  G.,  methodisches    Lehrbuch    der    Elementar -Mathematik. 

Band  HI. 
Kötter,  E.,  die  Entwickelung  der  .synthetischen  Geometrie. 
Müller,  Hub.,  Leitfaden  d.  ebenen  Geometrie.    I.  Teil  i'.  Heft  u.  H.  'l'eil. 

Leitfaden  der  Stereometrie. 

Reye,  Th.,  synthetische  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugelsysteme. 
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ALLE 


RECHTE.  EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSETZLTCGSRECHTS,  VORBEHALTEN. 


TorAvort. 

Als  ich  von  der  Yei-lagsbnchhandlung  von  B.  G.  Teuhner  in  Leipzig 
die  dankenswerte  Aufforderung  erhielt,  im  Anschluß  an  die  Enzyklo- 
pädie der  mathematischen  Wissenschaften  ein  Lehrbuch  über  die 
Thearie  der  Flächen  ziveiter  Ordnung  zu  verfassen,  schien  es  mir  von 
vornhei'ein  unerläßlich,  die  Lehre  von  den  räumlichen  Gebiklen  erster 
Ordnung  als  Einleitung  vorauszuschicken  in  ähnlicher  Weise,  wie  es 
0.  Hesse  in  seinen  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  des  Raumes 
getan  hat.  Bei  der  Ausarbeitung  machte  es  sich  indessen  immer 
mehr  fühlbar,  daß  gerade  dieser  Teil  der  räumlichen  Geometrie  ohne 
Anschluß  an  die  Geometrie  der  niederen  Mannio-faltiorkeiten  keine 
lückenlose  Darstellung  finden  konnte  (vgl.  besonders  §§  65 — 69  des 
Textes  \. 

Daher  entschloß  ich  mich  in  einer  besonderen  Monographie  eine 
analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie  und  der  Ebene 
zu  entwerfen,  welche  in  einheitlicher  und  vergleichender  Darstelluncr  die 
Grundlehren  der  Koordinateugeometrie  in  den  verschiedenen  Mannig- 
faltigkeiten umfaßt. 

Nach  dem  Plane  von  B.  G.  Teuhners  Sammlung  von  Lehrbüchern 
auf  dem  Gebiete  der  matliematischen  Wissenschaften  versucht  das  Buch 
mit  einer  systematischen  Anordnung  des  Stoffes  und  mit  Hinweisen 
auf  die  historische  Entwicklung  der  Methoden  vor  allem  den  Cha- 
rakter eines  Lehrbuchs  zu  verbinden. 

Den  Hauptinhalt  bildet  die  Erklärung  und  der  Gebrauch  der  ver- 
schiedenen Koordinatensysteme,  die  im  ersten  Abschnitt  für  die  Punkt- 
reihe  und  den  Strahlbüschel,  im  zweiten  für  die  Ebene  und  im  dritten 
für  den  Raum,  sowie  für  den  Ebenenbüschel  und  das  Bündel  behandelt 
werden.  Wie  das  Inhaltsverzeichnis  näher  erkennen  läßt,  wiid  in 
jedem  einzelnen  Abschnitte,  im  wesentlichen  dem  historischen  Gange 
folgend,  von  dem  Begriff  der  Cartesischen  Koordinaten  unter  Her- 
vorhebung der  einzelnen  Schritte  der  Weiterentwicklung  bis  zu  den 
projektiven   Koordinaten    übergegangen    und    an    den    Gebilden   erster 


IV  Vorwort. 

Ordnung  die  Anwendung  der  verschiedenen  Koordinaten  gezeigt.  Da- 
bei ist  weniger  eine  erschöpfende  Behandlung  als  eine  Übersicht  über 
die  für  den  Gebrauch  wichtigsten  BegriÖe  und  Methoden  angestrebt. 
Als  Einigung spunJd  der  gesamten  Entwicklung,  dessen  Bedeutung 
(vgl.  §  64)  zugleich  die  Zusammenfassung  des  Stoifes  in  eine  Mono- 
graphie rechtfertigt,  ist  das  Stichwort  „Lineare  Gleichungen  und  lineare 
Transformation"  zu  betrachten.  Auch  die  teilweise  außerhalb  des 
Rahmens  der  Gebilde  erster  Ordnung  liegenden  Entwicklungen  der 
§§  70 — 72  sind  deshalb  dem  Buche  angereiht,  weil  sie  eine  unmittel- 
bare Anwendung  der  linearen  Transformation  ausmachen. 

Innerhalb  dieser  Anordnung  ist  der  Charakter  der  Monograpliie 
bis  ins  Einzelne  durchgeführt,  indem  jeder  Artikel  unter  einer  be- 
sonderen Überschrift  eine  bestimmte  Aufgabe  behandelt.  Dadurch 
soll  es  neben  der  systematischen  Aufeinanderfolge  der  gesamten  Ent- 
wicklung tunlichst  erreicht  werden,  auch  jeden  einzelnen  Artikel  aus 
dem  Zusammenhange  heraus  verständlich  zu  machen.  In  diesem  Sinne 
sind  auch  die  zahlreichen  einfachen  Figuren  aufzufassen,  die,  jede  in 
der  Regel  nur  für  einen  einzigen  Artikel  bestimmt,  hauptsächlich 
einer  schnellen  Übersicht  über  die  jedesmal  in  Frage  kommenden 
Begriffe  und  Benennungen  dienen  sollen. 

Als  Lehrbuch  bietet  das  Werk  eine  für  sich  allein  verständliche 
Einleitung  in  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes 
und  ist  in  erster  Linie  als  Handbuch  zu  den  akademischen  Vor- 
lesungen und  Übungen  gedacht.  Es  legt  deshalb  gerade  auf  manche 
Dinge  Nachdruck,  die  beim  mündlichen  Vortrag  aus  Maugel  an  Zeit 
und  Raum  naturgemäß  zurücktreten  müssen:  auf  die  ausführliche 
Fassung  der  Definitionen  und  Lehrsätze;  auf  die  vollständige  Auf- 
stellung häufig  gebrauchter  Formelsvsteme  auch  in  verschiedenen  Be- 
zeichnungsweisen  (vgl.  z.  B.  §  63,  (1)  und  (25);  §  51  und  §  61);  end- 
lich auf  die  Vergleichung  verwandter  und  analoger  Betrachtungen  und 
Formeln  auseinanderliegender  Kapitel  (z.  B.  §  25,  7  und  §  &2,  4),  die 
teils  durch  beständige  Verweise  im  Text,  teils  durch  die  Anmerkungen 
erleichtert  werden  soll. 

Die  Anmerkmigcn  selbst  stehen  außerhalb  der  systematischen  Ent- 
wicklung. Die  beiden  ersten  enthalten  eine  Zusammenstellung  der- 
jenigen Sätze  über  Determinanten  und  lineare  Gleichungen,  welche 
die  überall  wiederkehrenden  analytischen  Hilfsmittel  für  die  Betrach- 
tungen des  Textes  ausmachen.  Diese  Sätze  sind  zwar  ohne  Beweise, 
aber  in  ausführlicher  und  für  die  unmittelbare  Anwendung  fertiger 
Form,  und  zwar  für   die    drei    hauptsächlich    in  Betracht   kommenden 


Vorwort.  V 

Anzahlen  der  Elemente  besonders  angegeben.  Die  übrigen  Anmer- 
kungen enthalten  neben  Quellenangaben  auch  vergleichende  Über- 
sichten über  die  verschiedenen  Teile  des  Buches.  Da  für  die  Quellen- 
angaben neuere  geschichtliche  Werke,  sowie  die  Enzyklopädie  der 
mathematischen  Wissenschaften  vorliegen,  so  konnte  vielfach  auf  diese 
Bezug  genommen  werden. 

Das  neben  dem  Inhaltsverzeichnis  beigegebene  Megister  soll  das 
leichte  Auffinden  der  behandelten  Gegenstände  nach  den  Stichworten 
gewährleisten. 

Der  Verlasjsbuchhandluno;  von  Teubner  habe  ich  nicht  nur  für 
die  Anregung  zu  diesem  Bache,  sondern  auch  für  ihr  stets  bereit- 
williges Eut^eo-enkommen  beim  Druck  und  für  die  Ausstattung  des 
Buches  meinen  besten  Dank  auszusprechen. 

Rostock,  17.  September  1905.  Staude. 
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L  Abschnitt. 

Die  gerade  Linie  und  der  Stralilbüschel. 

§  1.    Die  gemeine  Koordinate  des  Punktes. 

1.  Begriff  der  Strecke.  Zwei  Punkte  A  und  B  einer  geraden 
Linie  {geraden  PunJdreiJiei  begrenzen  auf  ihr  eine  Strecke  (Fig.  la), 
die  mit  AB  oder  BA  bezeicknet  werden  kann.^) 

Indem  wir  jedocb  die  beiden  Punkte  A  und  B  nicht  unter- 
schiedslos als  Grenzpunkte  der  Strecke  ansehen,  sondern  den  einen 
Punkt  A  als  ihren  AufangspunJd  von  dem  .  „ 

andern  B  als  ihren  Endpmikt  unterschei-    ^^  °  "^ 

den,    le^en    wir    der    Strecke    einen    be- 

■           -I               •                     A                 B 
stimmten    Durcldaufungssinn    (Fortschrei-    S>    o ^ 


tungs-,    Schiebungssinn  I   bei,    der   von   A 

nach  jB hinführt.   Wir  deuten  ihn  (Fig.  1  b )        ,  A^ B^ 


durch  eine  an   den  Endpunkt  B  gesetzte 
Pfeilspitze  und  in  der  entsprechenden  Be- 
zeichnung AB  durch  die  Beihenfolge  der  Buchstaben  an.     Unter  BA 
verstehen   wir   dann    die   von   denselben   Punkten   (Fig.   Ic)   begrenzte 
Strecke  mit  umgekehrtem  Durchlaufungssinn. 

2.  Die  absolute  Länge  der  Strecke.  Die  ahsohde  Länge  (Größe) 
AB  der  Strecke  AB  (die  ahsohde  Entfernung  der  Punkte  A  und  B 
voneinander]  ist  durch  die  Anzahl  der  Längeneinheiten  bestimmt,  die 
auf  die  Strecke  gehen.^)  Sie  ist  unabhängig  vom  Durchlaufungssinn,  also: 

(1)  BÄ  =  AB. 

3.  Die  gerichtete  Gerade.  Einen  der  beiden  einander  entgegen- 
gesetzten Durchlauf ungssinne  der  unbegrenzten  geraden  Linie  nennen 

wir  den  positiven ,   den  andern  den  ne-  ^ 

yativen  DurcJdaufungssinn  der  Geraden.  j..    .-, 

Den    positiven,    bei    horizontaler   Lage 

der  Geraden  in  der  Regel  den  nach  rechts,  machen  wir  durch  einen 
der  Geradeii  beigesetzten  Pfeil  (Fig.  2)  kenntlich  und  nennen  diese 
alsdann  eine  gerichtete  Gerade}) 

Staude,  analyt.  Geometrie.  1 


2  §  1,  4-6. 

4:.  Die  relative  Länge  einer  Strecke  auf  einer  gerichteten  Ge- 
raden. Liegt  nun  die  Strecke  AB  in  einer  gerichteten  Geraden 
(Fig.  3j,  so  verstehen  wir  unter  der  (relativen)  Länge  AB  der  Strecke'') 
(der  Entfermmg  oder  dem  Abstände  des  BunJdes  B  vom  PiinJcte  A) 
eine  Zahl,  die  ihrem  absoluten  Betrage  nach  gleich  AB,  übrigens  aber 
^  ß  positiv    oder    negativ    sein   soll,   je   nach- 

dem  der  Durchlauf imgssinn    der    StrecJie 
(vgl.  §  1,  1)  mit  dem  positiven  oder  mit 
dem  negativen  Durchlaufungssinn  der  Geraden  (vgl.  §  1,  3)  übereinstimmt. 
Daher  ist  für  dieselben  beiden  Punkte  A,  B  stets'): 

{2)  BA  =  -  AB     oder     AB -^  BA  =  0. 

5.  Die  Strecken  dreier  Punkte.  Drei  auf  einer  gerichteten  Ge- 
raden liegende  Punkte  A,  B,  C  (Fig.  4)  begrenzen  drei  Strecken. 
Zwischen  diesen  besteht,  in  welcher  Anordnung  auch  die  drei  Punkte 
auf  der  Geraden  liegen  mögen,  immer  die  Beziehung^): 

(3)  BC  +  CA  +  AB  =  ü. 

A  B        C  0, "^ ? 

; O 0 >  o o >- 

Fig.  4.  Fig.  5. 

6.  Die  gemeine  Koordinate  des  Punktes.  In  einer  gerichteten 
Geraden  sei  ein  fester  Punkt  0  angenommen  (^Fig.  5).  Er  teilt  die 
Gerade  in  zivei  Schenkel  [Halhstrahlen ,  Haihachsen),  von  denen  der 
dem  positiven  Durchlaufungssinne  folgende  der  positive,  der  andere  der 
negative  Schenlcel  genannt  wird. 

Jeder  beliebige  Punkt  P  der  Geraden  hat  nach  i?  1,  4  von  dem 
festen  Punkte   0  einen  bestimmten  Abstand: 

(4)  x=OP, 

der  die  (gemeine)  Koordinate  (das  Bestimmungsstäcli)  des  Punktes  P 
heißt.») 

Der  feste  Punkt  ü  heißt  KoordinatenanfangspunM.  Er  bildet 
zusammen  mit  dem  festgesetzten  Durchlaufungssinne  der  Geraden  und 
der  gewählten  Längeneinheit  das  Koordinatensi/strni,  auf  welches  sich 
die  Koordinate  x  bezieht. 

Bei  gegebenem  Koordinatensystem  gehört  zu  jedem  Punkte  P  der 
Geraden  eine  einzige  bestimmte  Koordinate  u  und  zu  jeder  als  Ko- 
ordinate gegebenen  positiven  oder  negativen  Zalil  ./  ein  einziger  be- 
stimmter Punkt  der  Geraden. ^^') 


§  1,  7-10.  3 

7.  Besondere  Koordinatenbeziehungen.  Der  Punkt  0  selbst 
hat  die  Koordinate  x  =  0;  alle  Punkte  P  auf  dem  positiven  Schenkel 
haben  positive,  alle  auf  dem  negativen  Schenkel  negative  Koordinaten. 
Zwei  Punkte  mit  entgegengesetzt  gleichen  Koordinaten  x  =  a  und 
X  =  —  a  haben  dieselbe  absolute  Entfernung  von  0  ( Fig.  6). 

o  _o_Z——^^ 

Fig.  6.  Fig.  T. 

8.  Darstellung  der  Länge  einer  Strecke  durch  die  Koordinaten 
der  Endpunkte.  Sind  x  und  x  die  Koordinaten  zweier  Punkte  P 
und  P'  auf  der  Geraden  (Fig.  7\  so  ist  nach  (3)  und  (2): 

^V  =  OP'  -  OP 

oder  nach  i4): 

(5)  PP'  =  X  —  X. 

Die  Länge  der  Strecle  PP'  oder  die  Entfernung  des  PunJdes  P'  vom 
Piinlte  P  ist  also  gleich  der  Differenz  der  Koordinaten  von  P'  und  P. 

9.  Strecken  zwischen  vier  Punkten.  In  der  identischen  Gleichung: 

seien  x^^,  x^,  x^,  x^^  die  Koordinaten  von  vier  Punkten  A,  B,  C,  D 
(Fig.  8 ).  Mit  Rücksicht  auf  (5)  folgt  daher,  daß  die  Strecken  zwischen 
vier  beliebigen  Punkten  A,  B,  C,  D  einer  Geraden  stets  die  Be- 
ziehung erfüllen  ^M: 

(6)  BCAD-j-  CA  ■  BD  +  AB  ■  CD  =  0. 

0       A         ^     C         D  0         0'  P      . 


— o o  o o o ^  — e zf^~;i  rr' 

Xj  X,      X^  X^  ^=«^0  «^/-^ 

Fig.  8.  Fig.  9. 

10.  Die  Transformation  der  Koordinaten.  Zwei  in  derselben 
ungerichteten  Geraden  liegende  Koordinatensysteme  haben  zwei  be- 
liebige Anfangspunkte  0  und  0';  je  nachdem  alsdann  der  zugehörige 
Durchlaufungssinn  (vgl.  §1,6)  für  beide  Koordinatensysteme  gleich 
(Fig.  9)  oder  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  heißen  diese  gleichsinnig  oder 
inigleichsinnig  (gleich  oder  ungleich  orientiert).^-)  Wir  gehen  von  einem 
Koordinatensystem  mit  dem  Anfangspunkte  0  und  mit  gegebenem 
Durchlaufung-ssinne  (Fig.  9)  aus.  Von  einem  neuen  gleichsinnigen 
Koordinatensystem  sei  der  Anfangspunkt  0'  durch  seine  Koordinate 
X  =  Xq  im  alten  System  gegeben.  Sind  dann  x  =  OP  und  x'  =  O'P 
die  Koordinaten  eines  und  desselben  Punktes  P  in  beiden  Systemen, 
so  ist  nach  (3)  und  (2): 


4  §  1,   11.     §  2,   1. 

0F=^  00'  +  O'P. 

Zicischen  alter  und  neuer  Koordinate  des  Punldes  P  besteht  daher  die 
Gleichung: 

(7)  X  =  cCq  -{-  x . 

Wäre  das  neue  System  mit  dem  alten  ungleichsinnig,  so  würde  sie 
lauten : 

11.  Die  Gleichung  des  Punktes.  Statt  die  Koordinate  eines 
Punktes  unmittelbar  anzugeben,  kann  man  eine  Gleichung  von  der 
Form: 

(8)  Ax^B  =  ^ 

geben,  deren  Auflösung  nach  x  in: 

(9)  ^  =  -  X 

die  Koordinate  selbst  liefert.  Man  nennt  (8)  die  Gleiclmng  des 
Punktes. 

12.  Die  Gleichungen  zweier  Punkte.  Zivci  durch  ihre  Glei- 
chungen: 

(10)  A^x  +  B,  =  Q,        A,x-^B^  =  0 

gegebene  Punkte  fallen  zusammen  oder  sind  getrennt,  je  nachdem  die 
Determinante  (vgl.  Anm.  1, 1,  (1)): 

verschwindet  oder  nicht  verschwindet. 

§  2.    Die  gemeine  Koordinate  des  Strahles. 

1.  Winkel  zweier  gerichteten  Geraden.    Zwei  in  einem  Punkte 

5  sich  schneidende  (jericidete  (^vgl.  §  1,  3)  Geraden  (gerichtete  Strahlen) 
a  und  h  begrenzen  mit  ihren  von  S  ausgehenden  positiven  Sclienkehi 
(vgl.  §  1,  6)  zwei  bestimmte  WinLcl  ah  (Fig.  lOj,  einen  lonlaven  und 
einen  honvexen.^)  Indem  wir  die  beiden  positiven  Schenkel  nicht  unter- 
schiedslos als  die  Schenkel  eines  solchen  Winkels  ah  ansehen,  sondern 
den  Schenkel  a  als  Anfangssclienkel  von  dem  Schenkel  h  als  End- 
schenlel  unterscheiden,  legen  tcir  dem  WinJceJ  einen  hestimmten  DreJiungs- 
sinn  hei,  in  welchem  der  Schenkel  a  durch  Drehung  um  S  über  den 
Winkel   hinweg  nach   dem  Schenkel  h  hins^eführt  wird.     Wir  deuten 


§  2,   2 — 4. 


diesen  Drehungssinn  sowohl  bei  dem  konkaven  als  auch  bei  dem 
konvexen  Winkel  durch  einen  von  a  nach  h  hinweisenden  Pfeilbogen 
(Fig.  10)  an. 

2.  Die  absolute  Größe  des  Winkels.  Die  ahsolate  Größe  ah 
des  WinJcels  der  gerichteten  Geraden  a  und  h  wird  durch  die  absolute 
Länge  ^B  (vgl.  §  1,  2)  des  Kreisbogens  bestimmt  (Fig.  11),  der  um 
S  mit  dem  Radius  1  zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels  beschrieben 
ist.^)     Daher  hat  man  stets: 

(1)  ha  =  aT). 

Wenn  Tc  die  absolute  Größe  des  konkaven  W^inkels  ah  ist,  so  ist  die 
absolute  Größe  des  konvexen  W^inkels  ah: 

(2)  ä,  =  2.T  -  ä  iO£Tc£  nr). 

Beide  haben  denselben  Kosinus,  aber  entgegengesetzte  Sinus  und 
Tangenten : 


(3j  cos  ciy  =  cos«;       sin«^  =—  siufv':       tgfq  = —  tg«. 

3.  Der   gerichtete    Strahlbüschel.     Alle   durch    *S'  gehenden  Tge- 
richteten  oder  ungerichteten,  vgl.  §  2,  7  und  11)  Strahlen  bilden  einen 


Fig.  10.  Fig.  11.  Fig.  12. 

Strahlhüschel}^)  Einen  der  beiden  einander  entgegengesetzten  Drehungs- 
sinne um  den  Punkt  S,  das  Zentrum  (den  Mittelpunkt)  des  Strahl- 
büschels, nennen  wir  den  positiven,  den  andern  den  nefjativcn  Drelinngs- 
sinn  des  BüscJiels.  Den  positiven,  in  der  Regel  den  der  Bewegung 
des  Uhrzeigers  entgegengesetzten,  machen  wir  durch  einen  um  S  ge- 
legten  Pfeilbogen  (Fig.  12j  kenntlich  und  nennen  den  Büschel  nun- 
mehr einen  fierichteten  StraJdhiiscJieJ}) 

4.  Relative  Größe  des  Winkels  zweier  gerichteten  Geraden  im 
gerichteten   Strahlbüschel.      Gehören    die   Schenkel   des   Winkels   ah 


6 


§2,  5. 


Fi<r.  13, 


(Fig.  13)  einem  gerichteten  Büschel  an,  so  verstehen  wir  unter  der 
(relativen)  Größe  ah  des  Winlcels  der  gerichteten  Geraden  h  gegen  die 
gericldeic  Gerade  a,  eine  Zahl,  die  ihrem  absoluten 
Betrage  nach  gleich  ah,  übrigens  aber  positiv  oder 
negativ  ist,  je  nachdem  der  Drehungssinn  des  Winkels 
(vgl.  §  2,  1)  mit  dem  positiven  oder  mit  dem  negativen 
Drehungssinn  des  Strahlhüschds  (vgl.  §  2,  3)  üherein- 
stimmt.     Daher  ist  stets: 

(4)  ha  =  —  ah       oder       ah  -\-  ha  =  0. 

Wenn 

(5)  «  =  £«    (e  =  +  1) 

die  relative  Größe  des  konkaven  Winkels  ah  ist  (in  Fig.  13  ist 
£  =  +  1),  so  ist  die  relative  Größe  des  konvexen  Winkels  (vgl.  (2))  stets: 

(ß)  fq  =  —  f  «^  =  —  f  (2;r— «), 

da  die  Drehungssinne  beider  Winkel  entgegengesetzt  sind.  Nach  (5) 
ergibt  sich  aber  aus  (6): 

(7)  (i^  =  a  —  £  •  2.T. 

Sehen  wir  daher  von  —s2:x  (wie  überhaupt  von  Vielfachen  von  2;r) 
ah,  so  hahen  der  lonlave  und  der  Jconvexe  Winlel  ah  (sowie  der  in 
seinem  Drehungssinne  noch  um  weitere  volle  Umdrehungen  veränderte 
Winkel)  dieselhe  relative  Größe.  Wir  können  also  schlechthin  von 
der  relativen  Größe  des  WinJiels  ah  der  Geraden  h  gegen  die  Gerade 
a  sprechen  ^"^^j  ohne  den  konkaven  und  den  konvexen  Winkel  zu  unter- 
scheiden. 

Die  Formel  (4)  gilt  auch  für  diese  Auffassung,  al)er  nur  his  auf 
Vielfache  von  27t.     Im  Gegensatz  zu  (3)  wird  nach   (1)  auch: 

(8)  cosKj  =  cos«,    sinKj  =  sina;    tga^  =  tga. 

Für  die  Funktion  Kosinus,  für  die  nach  (5)  auch 
cos«  =  cos«  wird,  ist  es  überall  gleichgültig,  ob 
man  den  konvexen  oder  konkaven  Winkel,  sei  es 
in  absoluter,  sei  es  in   relativer  Größe,  benutzt. 

5.  Winkel  zweier  ungerichteten  Geraden  im 
gerichteten  Strahlbüschel.  Ändert  man  bei  gleich- 
bleibendem   Drehungssinne    des    Strahlbüschels    die 

'-~ "X^  Pfeilspitze  einer  der  Geraden  a  und  h  { etwa  a  in  a* 

Fig.  14),    so    ändert    sich    die    relative    Größe     des 

Yig.  H  Winkels    ah     stets     um     n    oder    —  71  =  :t  —  '2:t 


§  2,   (■)— 7. 


(in  Fig.  14  ist  a  =  a,  a^  =  —  {2  tc  —  cc),  k*  ^  —  [k  ~  a), 
«j*  =  ^;r  +  a)\ 

Daher  ist  die  (relative)  Größe  a^ah  des  WinJcels  der  ungerichtetiu 
Geraden  h  gegen  die  ungerichtete  Gerade  a  (Fig.  15)  nur  bis  auf  VieJ- 
fache  von  tc  bestimmt.     Dagegen  ist  tgu  eindeutig  bestimmt. 

Man  erhält  a,  indem  man  einen  Schenkel  von  a  bis  zum  Zu- 
sammenfall  mit  einem  Sehenkel  von  b  um  S  dreht,  die  absolute  Größe 
des  überstrichenen  Winkels  nimmt  und  das  Zeichen  -[-  oder  —  gibt, 
je  nachdem  man  im  positiven  oder  negativen  Sinne  des  Büschels  ge- 
dreht hat. 

6.  Die  "Winkel  von  drei  durch  einen  Punkt  gehenden  ge- 
richteten Geraden.  Drei  einem  gerichteten  Büschel  mit  dem  Zentrum 
S    angehörige    gerichtete    Geraden    a,   b,   c    (Fig.  16)    begrenzen    drei 


9r=.T 


Fig.  15.  Fig.  IG.  Fig.  IT. 

Winkel.  Zwischen  diesen  besteht,  in  welcher  Anordnnng  auch  die 
drei  Geraden  durch  S  gehen  möcren.  bis  auf  Vielfache  von  2.t  immer 
die  Beziehung ^^j: 

(9)  bc  -^  ca  +  ab  =  0. 

?.  Die  gemeine  Koordinate  im  Büschel  gerichteter  Strahlen. 
Alle  durch  einen  Punkt  S  gehenden  gerichteten  Geraden  (gerichteten 
Strahlen)  bilden  einen  Büschel  gerichteter  Strahlen.  Einen  festen  Strahl 
0  des  gerichtet  gedachten  Büschels  (Fig.  17)  wählen  wir  als  Anfangs- 
strahl.  Jeder  beliebige  Strahl  j)  des  Büschels  bildet  dann  einen  be- 
stimmten Winkel: 

(10)  q)  =  op 

gegen  den  Anfangsstrahl  o.  Dieser  Winkel  heißt  die  Koordinate  \dcr 
Iiichtungsninlel}  des  Strahles  2^- 

Der  gerichtete  Anfangsstrahl  o  zusammen  mit  dem  Drehungssinne 
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des  Büschels  bildet  das  Koordinatensystem.  Bei  gegebenem  Koordinaten- 
system gehört  nach  §  4,  4  zu  jedem  gerichteten  Strahl  p  des  Büschels 
eine  bis  auf  Vielfache  von  23t  bestimmte  Koordinate  (p  und  umgekehrt 
zu  jeder  als  Koordinate  gegebenen  Zahl  (p  ein  bestimmter  gerichteter 
Strahl  des  Büschels.io) 

8.  Besondere  Koordinatenbeziehnngen.  Der  Strahl  o,  der  in 
Fig.  17  nach  rechts  läuft,  hat  die  Koordinate  gp  =  0,  der  zu  o  senk- 
recht nach  oben  laufende  <P  =  y^  ^^^^  nach  links  laufende  (p  =  n,  der 

senkrecht  nach  unten  laufende  cp  =  -y  Je  zwei  Strahlen  cp  und 
(p  +  %  fallen  mit  entgegengesetzten  Pfeilspitzen  ineinander. 

9.  Darstellung   des   Winkels   zweier   Strahlen   durch   ihre   Ko- 


rig. 18. 


lig.  19. 


ordinaten.     Sind   (p  und  (p'   die   Koordinaten    zweier   Strahlen   p   und 
p    (Fig.  18),  so  ist  nach  (9): 

pp  =  op  —  op 
und  daher  nach  (10): 

(11)  pp  -=(p'  -cp 

(vgl.  §  1,  (öO- 

10.  Die  Transformation  der  Koordinaten.  Zur  Transformation 
auf  ein  neues  gleichsinniges  Koordinatensystem  (vgl.  i?  1,  10),  dessen 
Anfangsstrahl  o'  im  alten  System  die  Koordinate  (p  =  cf^^  hat,  dient  die 

Formel  (Fig.  19): 

(12)  (p  =  (p^^  (p'. 

11.  Die  gemeine  Koordinate  im  Büschel  ungerichteter  Strahlen. 
Alle  durch  einen  Punkt  S  gehenden  luigerichteten  Geraden  ( ungerichteten 

Strahlen)  bilden  einen  JJiiscIicl  lou/crich- 
teter  Strahlen  (Strahlbüsehel  schlechthin). 
Einen  festen  Strahl  o  des  gerichtet  ge- 
dachten Büschels  (Fig.  20)  wählen  wir 
als  Anfangsstrahl.  Jeder  beliebige  Strahl 
Fig.  20.  p  des  Büschels  bildet  dann   nach  §  2,  5 
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einen  bis  auf  Vielfache  von  ä  bestimmten  Winkel  (f  =  op  gegen  den 
Anfangsstrahl  o.    Zu  jedem  Strahl  ^)  gehört  daher  ein  einziger  Wert  von 

(13)  tgff^tgop. 

Wir  nennen  igq)  die  Koordinate  des  StmJdes  p. 

Bei  gegebenem  Koordinatensystem ,  bestehend  aus  dem  ungerich- 
teten Anfangsstrahl  o  und  dem  Drehungssinne  des  Büschels,  gehört 
auch  zu  jeder  als  Koordinate  tgg)  gegebenen  Zahl  ein  bestimmter  un- 
gerichteter Strahl  p.  Um  ihn  zu  erhalten,  hat  man  nach  §  2,  5  einen 
der  positiven  oder  negativen  Winkel  cp,  die  zu  gegebenem  tgqo  ge- 
hören, auszuwählen  und  den  Anfangsstrahl  o  in  dem  dem  Vorzeichen 
von  (p  entsprechenden  Sinne  so  weit  um  S  zu  drehen,  daß  einer  der 
Schenkel  von  o  den  Winkel  (p  nach  seiner  absoluten  Größe  beschreibt. 

12.  Die  Gleichung  des  ungerichteten  Strahles  im  gerichteten 
Büschel.  Statt  die  Koordinate  tgqo  eines  ungerichteten  Strahles  un- 
mittelbar anzuheben,   kann    man  auch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(14)  A  +  Bigtp  =  0 

geben,  deren  Auflösung  nach  tgqp  die  Koordinate  selbst  liefert.  Man 
nennt  (14)  die  Gleichung  des  Stnüdes  im  Büschel  ungerichteter  Strahlen 
(vgl.  §1,  11). 

§  3.    Das  einfache  und  doppelte  Teilungsverhältnis 
auf  der  geraden  Linie. 

1.  Begriff  des  Teilungsverhältnisses.  Ist  P^Po  ®^^^®  Strecke  und 
P  irgend  ein  Punkt  auf  einer  gerichteten  Geraden  (vgl.  §1,3),  so 
ist  (Fig.  21):  ppp 

(1)  p'p  =  A  ■ °        ,,.    ,  —^-^^ 

-t^2-*^  iig-  21. 

das  Verliältnis,  nach  /velehem  die  Strecke  P^P=>  vom  PdnJde  P  geteilt 
wird}^)  Es  ist  hei  gegebenen  festen  Fnnlden  P^P.,  ßr  jeden  Pttnli  P 
eindeutig  bestimmt. 

Da  es  bei  einer  gleichzeitigen  Umkehr  der  Vorzeichen  der  beiden 
Strecken  P^P  und  P2P  sich  nicht  ändert,  ist  es  von  dem  für  die  Ge- 
rade festgesetzten  DurchJaiifungssinne  unabhängig  (dies  i.st  in  Fig.  21 
durch  Einklammern  der  Pfeilspitze  angedeutet). 

2.  Darstellung  des  Teilungsverhältnisses  in  Koordinaten,  Sind 
x^,  x^,  X  die  Koordinaten  der  Punkte  P^,  P.^,  P  (Fig.  22)  aus 
§  1,  C,    so    ist    das    in    (1)    definierte  p  v»       P 

Teilungsverhältnis  nach  §  1,  (5)  in  der    -^ ^ -^ J — ^ 

Form:  y,„  „., 


10  §  3,  3-5. 


(2)  A  = 


X  ■ 


x„ 


dargestellt.     Umgekehrt    ergibt    sich    bei    gegebenem   l  für    die   Ko- 
ordinate des  Punktes  P: 

(3)  ^  =  ^V^- 

Er  ist  hei  gegebenen  festen  Punlien  P^,  P^  für  jeden  Wert  von  l  ein- 
deutig 'bestimmt. 

3.  Verteilung  der  Werte  von  7.,  Das  Teilungsvcrhältnis  l  iu 
(1)  ist  nach  §  1,  4  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  P  außerhalb  oder 
innerhalb  der  Strecke  P^  P^  liegt  (Fig.  23).  Den  Werten  A  =  0  und 
l  =  oo  entsprechen  die  Punkte  P^  und  Pg  selbst;  dem  Werte  A  =  — 1 

der  Mittelpunkt  31  der  Strecke  PiP,,, 
für  den  somit  nach  (3): 


x-^  ^r^ 


2 

Der  Mittelpunkt  M  teilt  die  Gerade  in 
zwei  Schenkel.  Der  eine  Schenkel  enthält  die  Punkte  P,  für  die 
PjT  <  PJP  (vgl.  §1,2)  ist,  der  andere  die  Punkte,  für  die  P^P  <  P\P 
ist.     Für  jene  ist  der  absolute  Wert  A  <  1,  für  diese  >  1. 

4.  Der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden.  Dem  Werte  A  =  1 
würde  nach  (3)  der  Wert  x  =  oo  entsprechen.  Auch  das  Strecken- 
verhältnis P^P  :  P.2P  in  (1)  nähert  sich  immermehr  dem  Werte  1, 
wenn  der  Punkt  P  weiter  und  weiter  nadi  linls  oder  rechts  hin  auf 
der  Geraden  sich  entfernt. 

Wir  nehmen  daher  „einen  unendlich  fernen  PunJd"  P.^  der  Geraden 
an^^),  der  dem  Werte  A  =  1  (x  =  00)  entspricht. 

Alsdann  gehört  ausnahmslos  zu  jedem  Werte  des  Tedu)igsverhält- 
nisses  A  ein  und  nur  ein  Punld  der  Geraden,  wie  auch  zu  jedem  Punlde 
ein    Wert  A. 

5.  Begriff  des  Doppelverhältnisses.  Sind  auf  der  Geraden  vier 
beliebige  Punkte  P^P^P.P^  (Fig.  24)  gegeben,  so  nennt  man  das  Ver- 
hältnis der  beiden  Teilungsverhältnisse,  nach  welchen  die  Strecke  PiP^ 
von  den  Punkten   P3  und  P^  geteilt  wird  (vgl.  d)),  nämlich: 

P  P  P        P  ^1  ^  .! 

^1  ^^  "•?      ■*4  .  P    P  P   P        P    P 


(5)    «  =  ;»-- 


Fig.  24.  p    p 


X,         P,P,        P,P,     P,P, 


das  doppelte  Teilungsverhältnis,  nach  dem  die  Strecke  P^  Po  von  den 
Punkten   P3   und  P^  geteilt  wird,    oder  kurz   das  DoppelverhäUnis^^) 
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der  vier  PunJde  Pj,  Pg,  P3,  P^.  Es  ist,  wie  das  einfache  Teilimgsver- 
liältnis,  vom  Durchlaufungssinne  der  Geraden  unabhängig. 

Man  bezeichnet  es  auch  kurz  mit  dem  Symbol: 
(6)  d  =  (^P,P,P,P,) 

womit  zugleich  auf  die  Abhängigkeit  von  der  Reihenfolge  der  vier 
Punkte  hingewiesen  werden  soll. 

Vier  PiDilie  einer  Geraden  Jtahen,  in  einer  hesiimmten  Reihe)) folge 
(/enommen,  ei)i  völlig  hesfi)n}})tes  Doppelverliältnis. 

6.  Darstellung  des  Doppelverhältnisses  in  Koordinaten.  In 
den  Koordinaten  a\,  oc^,  x^,  x^  der  vier  Punkte  P^,  P,y,  P3,  P4  (Fig.  25) 
ausgedrückt,  ist  nach  §  1,  (5):  _  _  _     „ 

Da  diese  Gleichung  in  der  Form: 

(8 )  (a'i  —  x.^)  {x.,  —  x^)  —  d  (x.,  —  x^)  {x\  —  ä-J  =  0 

in  bezug  auf  jede  der  vier  Koordinaten  linear  ist,  so  folgt: 

Es  gibt  stets  einen  imd  nur  einen  vierte))  P)i))ld,  der  mit  drei  ge- 
gebenen PimJcten  ein  einer  bestimmten  Pa'iJienfolge  der  vier  P)())lte  ent- 
si))'echendes  DoppeJverliäUnis  vo)i  gegebenem    Werte  d  bildet. 

7.  Abhängigkeit  des  Doppelverhältnisses  von  der  Reihenfolge 
der  vier  Punkte.  Das  Doppelverhältnis  ist  eine  nnsy)n)))etrisclie 
Funktion  der  vier  Pankte,  die  bei  manchen  Vertauschungen  der  vier 
Punkte  sich  nicht  ändert,  bei  andern  aber  sich  ändert.  Um  dies  fest- 
zustellen," bezeichnen  Avir  die  Punkte  P^,  P^,  P.^,  P^  zur  Abkürzung 
mit  den  Zahlen   1,  2,  S,  4  und  haben  nach  (5)  und  (6)  zunächst: 

Man  erkennt  nun  (vgl.  §  1,  (2)j  sofort,  daß: 

(10)  (2143)  =  y-y  =  d, 

(11)  (3412)  =^2  = 'S. 

(!-')  (4321 1=3' :';=*■ 

Das  Doppelverhältnis  (9 )  bleibt  also  ungeändert,  wenn  man,  die  beiden 
vom  1.  und  2.  Punkt  und  vom  3.  und  4.  Punkt  gebildeten  Paare  ins 
Auge  fas.send, 

entweder  die  beiden  Punkte  jedes  Paares  je  untereinander 
vertauscht, 

oder  die  beiden  Paare  untereinander  vertauscht, 

oder  beides  zuffleich  vornimmt. 


(13) 


(1234) 
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Dagegen  ist  ersichtlich  nach  (9): 

(14)  (1243)  =  ^  = 
Ferner  ist  nach  §  1,  (6): 

23  •  14  +  31  •  24  +  12  •  34  =  0, 

^         13-24        12  •  34  _  ^ 
~  23"i4  ~  32  •  14  ~     ' 

(15)  (1324)  =  1  -  (1234)  =  1-0. 

Weiter   ergibt   sich   aus   (14)   mit   beiderseitiger  Vertauschung  von  2 
und  3  und  aus  (15): 

(16)  (1342)  =  (j4i,  - 
dann  aus  (15)  und  (14): 

(17)  (1423)  =  1  -(1243)  =  1 
und  aus  (14)  und  (17): 


(18) 


(1432)  = 


1               1 

1— (12-34)        1  —  6' 

-  -^'       =  1  -  i- 
(1234)                    ö 

*-l 

(1234)                8 

S—1 


(1423)        (1234)  — 

Da  sich  hiermit  jedes  der  fünf  Doppelverhältnisse  (14)  bis  (18)  durch 
das  ursprüngliche  Doppelverhältnis  (9)  darstellt  und  dieses  bei  den 
Vertauschungen  (13)  ungeändert  bleibt,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den 
fünf  Doppelverhältnissen  (14)  bis  (18). 

Die  den  24  Fermutationeu  der  vier  Pimlde  entsprechenden  Doppel- 
verhältnisse  haben  daher  folgende   Werte^^): 

((\2U)  =  (2143)  =  (3412)  =  (4321)  =  d, 

(1243)  =  (2134)  =  (4312)  =  (3421)  =  |-, 

(1324)  =  (3142)  =  (2413)  =  (4231)  =  1  -  ^, 

1 
1  — d' 


(19) 


1342)  =  (3124)  =  (4213)  =  (2431) 


( 1423)  =  (4132)  =  (2314)  =  (3241)  = 
(1432)  =  (4123)  =  (3214)  =  (2341)  = 


1 


s 
s 

(5  —  1 


8.  Zusammenfall  von  zvsrei  Punkten.  Daß  von  den  vier  Punkten 
Pj,  Pg,  Pg,  P4  zwei  zusammenfallen,  kann  auf  sechs  Weisen  ge- 
schehen: Für  Pj  =  I\  oder  Po  =  P^  wird  nach  (5)  ö  =  0;  für  P^  =  P, 
oder  P3  =  Pj(  wird  d  =  1;  für  P,  =  Pg  oder  P^  =  P^  wird  d  =  00. 
In  jedem  dieser  drei  Fälle  falloi  die  sechs  Werte  (19)  paarweise  in 
die  drei   Werte  0,  1,  00  zusammen. 
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Wenn  umgekehrt  d  einen  der  Werte  0,  1,  :x;  hat,  fallen  nach 
(8)  wenigstens  zwei   der  vier  Punkte  P^,  P^,  P^,  P^  zusammen. 

9.  Begriff  und  Bedingung  harmonischer  Punktpaare.  Vier 
PanJiie  P^,  P.2,  P^,  P^  heißen  vier  harmonische  Panlde,  wenn  das  Dox^pel- 
verhältnis  (5)  den   Wert  —  1  hat'-'^),  also: 

l        PF     P  P        P  P  ■  P  P 

{Zö)       0  —  {JTj^  IT,  ^3  r^]  ^^         p^  p^      p^  p^         p^  p^     pp^ 

oder: 

(21)  ^''  +  ^1*  =  ^=     A3  +  A,  =  0 

■^2  -'^S  -^2-^4 

oder  auch  (Fig.  24): 

(22)  '    P,P,:P,P,  =  PJ\:P,P, 
oder  nach  §  1,  (3): 

(23)  P,P,  -  P,P,  :  P,P,  -  P,P,  =  P,P,  :  P,P,. 

Die  sechs  Werte  (19)  iverden  in  diesem  Falle  paariceise  gleich^^), 
und  zwar: 

(24)  d  =  i  =  -l,     l-d^^  =  2,     -L__^4,  =  i. 

Das  Doppelverhältnis  (20)  behält  also,  den  beiden  ersten  Zeilen  (19) 
entsprechend,  den  Wert  —  1  bei,  wenn  die  beiden  Paare  P^,  Pg  und 
Pg,  P^  je  ungetrennt  erhalten  bleiben,  und  nur  die  beiden  Punkte 
eines  Paares  oder  die  beiden  Paare  untereinander  vertauscht,  bezüg- 
lich diese  beiden  Yertauschungen  beliebig  kombiniert  werden.  Infolge- 
dessen nennt  man  die  den  Bedingungen  (20j,  (21 J,  [22)  oder  [2?>) 
entsprechenden  Punktpaare  P^,  P^  und  Pg,  P^  zwei  Paare  liarmonischer 
Punkte  oder  sagt:  Die  Pmiktpaare  P^,  P^  und  Pg,  P^  sind  zueinander 
harmrmisch. 

In  den  Koordinaten  (Fig.  25)  lautet  die  Bedingung  ziveier  har- 
monischen Pmiktpaare  x^,  a^g  und  x^,  x^  nach  (8): 

(x^  —  x.^)  {x.2  —  x^  -\-  {x^  —  x^  {x^  —  a^g)  =  0, 
oder: 

(25)  x^ x^  —  -1- (xj  +  x^)  (xs  -r  x^)  -^^3^^  =  0. 

Ist  von  zwei  harmonischen  Punktpaaren  das  eine  Paar  x^,  x^  und  ein 
Punkt  x^  des  andern  gegeben,  so  ist  der  vierte  Punkt  x^  eindeutig 
bestimmt  Tvgl.  §  3,  (>). 

10.  Lage  harmonischer  Punktpaare.  Nach  (21)  haben  Ag  und 
X^  verschiedenes  Vorzeichen,  woraus  nach  §  3,  3  folgt,  daß  der  eine 
der  Punkte  Pg  und  P^  innerhalb,  der 

andere   außerhalb   der    Strecke   P^Po  -S ^H— 5— 5 S- 

liegt  oder  (Fig.  26):  Fig:  so. 
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I.  Zivel  Faare  liarnionischer  Pititlie  trennen  sich  gegenseitig. 

Ist  in  (21)  -^3  =  +  1,  so  ist  k^=  +  l,  so  daß  nach  §3,  3  und  4 
folgt: 

IL  Zu  den  Endjumltcn  P^,  F.y  einer  Strecle  liegen  der  JlittcljninJd 
31  und  der  imendlich  ferne  PiuiJd  P^  Itarnionisrh. 

Nach  (21)  sind  X.  und  X^  ihrem  absoluten  Werte  nach  gleich, 
woraus  nach  §  3,  3  folgt,  daß  P3  und  P^  beide  links  oder  beide  rechts 
von  M  liegen  oder: 

III.  Von  zivei  Paaren  harmonischer  Punkte  liegen  die  beiden 
Punkte  Pg,  P4  des  einen  Paares  stets  auf  derselben  Seite  des  Mittelpunktes 
des  andern  Paares  P^P^  (Fig-  26). 

Wird  in  (21)  Ag  =  0  oder  oo,  so  wird  auch  X^  =  0  oder  co: 

IV.  Wenn  bei  vier  liarmonischen  Punkten  P^,  P^,  Pg,  P^  der 
Punkt  Pg  mit  P^  oder  Po  zusammen  fällt,  so  fällt  gleichzeitig  auch  P^ 

bezüglich  mit  Pj  oder  P^  zusammen. 

— <t M- o-^^-J— *-^  Schließlich  ergibt  sich  aus  der  Be- 

Fig.  27.  Ziehung  (21)  der  Satz: 

V.  Bei  festen  P^  und  P,  bewegen 
sich  Pg  und  P4  ungleicJdaufend.  Geht  nämlich  Pg  nach  rechts  (Fig.  27) 
von  Pj  über  31  nach  P^,  so  geht  P^  nach  links  von  P^  über  P^ 
nach  Po. 

II.  Vorkommen  des  unendlich  fernen  Punktes  im  Doppel- 
verMltnis.  Wenn  in  der  allgemeinen  Formel  (5)  für  das  Doppel- 
verhältnis P^  =  P^  und  damit  nach  §  3,  4  ^4  =  1  wird,  so  kommt  sie  auf 

(26)  d  =  (P,p,p,p^:)=^p^^^ 

zurück.     Entspi-echend  gibt  die  Formel  (7)  mit  x^=-y^: 


(27)  d  = 


7'     X 

^1 -y^ 


Das  Doppelverhältnis  geht  daher  in  das  einfache  Teilungsverhältnis  über. 

§  4.    Das  einfaclie  und  doppelte  Teilungsverhältnis  im  Strahlbüschel. 

1.  Innere  und  äußere  Winkelfläche  zweier  Strahlen.     Zwei  ge- 

riclitete  Strahlen  p^  und  p.^  teilen  die  Ebene  in  vier  Gebiete,  deren 
jedes  entweder  von  einem  positiven  imd  einem  negativen  Schenkel 
oder  von  zwei  gleichnamigen  Schenkeln  der  beiden  Strahlen  y>,  und 
p.^  begrenzt  wird.    Die  beiden  letzteren  Gebiete  (in  Fig.  '2>i  schraffiert) 


§  i,   2-3. 
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wollen  wir  als  innere,  die  ersteren  als  äußere  WinMfJäclie  der  Strahlen 
p^  und  p^  bezeichnen.-^) 

Sind  hiernach  die  ungerichteten  Strahlen  p^  und  p^_  und  die  innere 
Winkelfläche  (Fig.  29)  gegeben,  so  wird  dadurch  das  Paar  der  Pfeil- 
spitzen von  p^  und  p^  ziceideutig  bestimmt,  da  die  beiden  positiven 
Schenkel  entweder  das  eine  (Fig.  29*)  oder  das  andere  (Fig.  29**) 
der  beiden  Gebiete  der  inneren  Winkelfläche  begrenzen  können. 

2,  Begriff  des  einfachen  Teilungsverhältnisses.  Sind  in  einem 
Büschel  gerichteter  Strahlen  mit  bestimmtem  Drehungssinne  zwei  Strahlen 


Fig.  -28.  rig.  -li. 

p^  und  i).2  gegeben  (Fig.  3!  l ),  so  sind  die  Winkel  eines  beliebigen  dritten 
Strahles  p  gegen  p^  und  p.-^  nach  §  2,  4  bis  auf  Vielfache  von  2:t 
eindeutig  bestimmt,  und  damit  auch  das  SinusrerJiäUiiis^''): 

(1)  t"'>^^  =  A. 

Wir  nennen  es  kurz  das  Verhältnis,  nach  irelchem  der  Strahl  p  den 
W/nM  der  Strahlen  p^   und  p^  teilt. 

Es  ist  nach  §  2,  4  negativ  oder  positiv,  je  nachdem  p  in  der 
inneren  oder  äußeren  Winkelfläche  von  p^  und  p.^  liegt.  Für  p^  und 
p.,  selbst  ist  es  A  =  0  und  A  =  ex:. 

Es  ist  von  dem  (in  Fig.  30  deshalb  eingeklammerten)  Drehungs- 
sinne des  Büschels  unahhängig  (vgl.  §  3,  1),  da  die  Umkehr  desselben 
beide  Winkel  p^p  und  p.^p  im  Vorzeichen  ändert. 

3.  Abhängigkeit  des  Teilungsverhältnisses  von  den  Pfeilspitzen, 
der  Sehenkel.  Da  nach  §  2,  5  ein  Winkel  sich  um  ji  ändert,  wenn 
die  Pfeilspitze  des  einen  Schenkels  umgekehrt  wird,  so  bleibt  A  un- 
geändert,  sowohl  wenn  die  Pfeilspitze  von  p,  als  auch  wenn  die  Pfeil- 
spitzen von  Pj^  und  p^  heide  gleichzciiig  umgekehrt  werden.  Es  kommt 
daher  auf  die  Pfeilspitze  von  p  und  nach  §  4,  1  auf  die  von  p^  und  p^ 
nicht  an.  wenn  nur  die  innere    Winldfächr  erhalten  bleibt. 
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Sind  zivci  gerichtete  Strahlen  p^,  2h  {"fl^'*'  ^'^'ci  ungerichtete  StraJtlen 
p^,  p^  und  iJire  innere  Winl'elfläcJie)  gegehen,  so  teilt  jeder  durcli  ihren 
Schniitpunld  gehende  ungerichtete  Strahl  p  (Fig.  31)  den  Winlel  jener 
heiden  in  einem  hestimmten  Teilungsverhältnisse,  dessen 
"^P^  Wert  positiv   oder  negativ   ist,  je  nachdem  p   in  der 

äußeren  oder  inneren  WinJccl- 
fläche  liegt. 

4.  Darstellung  des  Tei- 
lungsverhältnisses durch  Ko- 
ordinaten, l^eliufs  Dtarstel- 
luiig-  von  l  durch  Koordinaten 
legen  wir  zunächst  (Fig.  32) 
ein  Koordinatensystem  der  ge- 
richteten Strahlen  zugrunde 
(vgl.  §  2,  7).  Sind  (p^,  cp.^,  cp  die  Koordinaten  von  p^^,  i\,  p  in  beziig 
auf  dieses,  so  wird  aus  (1)  mit  Rücksicht  auf  §  2,  (11): 

sin  (qp  —  qPj )         sin  qp  cos  (p,  —  cos  qp  sin  qpj 
sin  (qo  —  qp, 

oder: 


K^ 


5>0 


Fig.  31. 


Fig.  32. 


(2)  1  = 

Durch  Auflösen  nach  tg^?  folgt: 

tgqpi 

(3)  tg  (f  = 


sin  qp  COS  qpg  —  cos  qp  sm  qp, 
cosqpj      tgqp 


tgqp 


tgJPi 
tg  qPe 


cosqp., 
l  -  tgqp, 

cos  qpi 


1  _  3  ?£i?? 

COS  qpj 

Die  Formeln  bleiben  in  Übereinstimmung  mit  den  Angaben  unter  §4,  3 
bei  Umkehr  der  Pfeilspitze  von  fp  und  bei  gleichzeitiger  Umkehr  der 
beiden  Pfeilspitzen  von  {p^  und  ^.^  ungeändert.  Es  folgt  daher  aus 
(3)  als  Umkehr  des  Satzes  in  §  4,  3: 

Sind  zwei  gerichtete  Strahlen  {oder  ztvei  angerichtete  Strahlen  and 
ihre  innere  WinlelfläcJte)  gegehen,  so  gibt  es  einen  hestimmten  ungerichteten 
Strahl  p,  der  den   Winkel  jener  heiden  in  gegehenem    Verhältnis  k  teilt. 

5.  Die  beiden  Halbierungslinien  des  "Winkels.  Ist  h^{q)  =  ^i^) 
die  innere  und  //.3(^  =  u,, )  die  äußere  Halbierungslinie  des  Winkels 
der  gerichteten  Strahlen  2h  ^^^^  Vz  (oder  der  ungerichteten  mit  ge- 
gebener innerer  Winkelfläche),  sind  also  (Fig.  33)  die  Winkel: 

p^h^  =  //j).,  =  —p^h^:         2hh  =  ^'aPi  —  :r  =  —  (2>Ji2  +  -t). 
so  wird  nach  (1)  bezüglich: 

;.  =  _1;        A  =  +  l 


4,  G— ■ 
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und  nach  (3)  für  die  entsprechenden  Koordinaten: 

sin  qp,  —  sinqpj 


(-1 


sin  qp,  +  sin  qp, 

ta\"i  = — -^ '^ , 

^  '  1         cosqpj  -\-  COSqp,  ' 


tg>2  = 


COSqPj  —  COSqpo  ' 

wonach  auch  to-u,  •  to-«..  =  —  1,  also  Ji,  und  A.,  zueinander  senkrecht 
stehen. 

Yon  den  beiden  Winkelflächen,  in  die  h^  und  h.^  die  Ebene  teilen, 
enthält  die  eine  2)i(/l  =  0),  die  andere  iJ^i^^'^)  (Fig.  33);  in  jener 
ist  Ä  <  1   und  in  dieser  Ä  >  1   (^vgl.  §  3,  3). 

6.  Begriff  des  Doppelverhältnisses.  Sind  in  einem  Strahlbüschel 
vier  Strahlen,  zwei  gerichtete  Pi,  2^-2  "^^^  ^^^^  ungerichtete  p.^,  p^,  ge- 
p^fA^=oo)      1 7i/Ä^  -1} 

lif/.-i) 


?. 


Aw 


A-7 


Fig.  3n. 


Fig.  r,4. 


geben,  so  nennt  man  das  Verhältnis  der  beiden  Teilungsverhältnisse, 
nach  welchen  der  Winkel  der  gerichteten  Strahlen  j)^,  p.^  von  den 
beiden  ungerichteten  Strahlen  p^,^  2h  geteilt  wird  (vgl.  (1)): 


(5) 


d  = 


sin  p^  2>3 

sin  i),!)^ 
sin  23,^4 


sin  jK  p-A 


sm  p.,p^ 
sin  7Ji  p^ 


das  Doppelverhältnis  der  vier  Strahlen  p^,  2h j  2hr  2U-^'^)  ^^^  bezeichnet 
es  auch  abgekürzt  mit  dem  Symbol: 

(ö)  ä  =  (Pip.22hlh)- 

Das  Doppelverhältnis  ist,  wie  das  einfache,  vom  Drehungssinn  im 
Büschel,  aber  nach  §  ^,  5  auch  von  jeder  der  beiden  Pfeilspitzen  von 
p^  und  Po  miahhängig  (Fig.  34).     Es  folgt  also: 

Vier    ungerichtete    Strahlen    eines    Büschels   hohen,    in   hestinunter 
Beihenfoh/e  genommen,  ein  lie.^timmtes  Doppel  Verhältnis. 

7.    Darstellung   des   Doppelverhältnisses   in   Koordinaten.     Die 
vier   Strahlen  2h,  p->,  P^j  Pi  mögen,   vorübergehend  mit  Pfeilspitzen 

Staudo,  analyt.  Geometrie.  2 
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§4,  8. 


versehen,  im  Koordinatensystem  der  gerichteten  Strahlen  (§2,  7)  die 
Koordinaten  cp^^  cp.^,  cp.^,  (p^  haben.    Dann  wird  aus  (5)  nach  §  2,  (11): 

(tgqPi  —  tgqPs)  (tgqpg  —  tgqpj 


(7) 


sm(qp, 
sinfqpg 


qPs)jin(qP2j- jpj 
9s)  sin  (9)1  —  94) 


(tgqp,  —  tgqpj  (tgqpj  —  tgqpj 

Da    somit    das    Doppelverhältnis    nur    von    den   Koordinaten    der    tin- 
(jerichteten   Stralden   (§  2,  11)  ahhängt,  welche   als  Koordinatensystem 

einen  ungerichteten  Anfangsstrahl  und  einen 
Drehungssinn  voraussetzen,  kann  die  Formel 
(7)  unmittelbar  auf  ein  solches  Koordinaten- 
system bezogen  werden  (Fig.  35). 

Wie  in  §  3,  6  folgt,  daß  es  stets  einen 
und  nur  einen  vierten  Strahl  ijiht,  der  mit 
drei  gegebenen  Strahlen  ein  einer  bestimmten 
Reihenfolge  der  vier  Strahlen  entsprechendes 
Boppelverhältnis  von  gegehenem  Werte  d 
bildet. 

Auch  der  Inhalt  von  §  3,  7  und  8  über- 
trägt sich  auf  das  Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen. 

8.  Harmonische  Strahlenpaare.  Man  nennt  j)^,  p.-,  und  p.,  p^ 
zwei  liar wonische  Strahlenpaare  oder  sagt,  daß  p^,  ji^  ^^^^^  Ih}  Ih  ^^^" 
einander  harmonisch  sind-°),  wenn  das  Doppelverhältnis  (5)  den  Wert 
d  =  —  1   hat,  also: 


Fig.   35. 


(«)  #  =  (,^,,,,3;,.)  =  ;•  -  ^iff  f :  ;r-;-^  =  - 1 . 


X,       sinp.,})^ 


(9) 


sin^Ä    I    smp.p^  ^  Q 


l,  +  A,  =  0. 


smp^p^    ■    sm  p.,p. 

In  den  Koordinaten  lautet  diese  Bedingung,  wie  §  3,  (25)  entwickelt: 
(10)        tgcp^  tg(p,  -  K%9i  +  %9'2)  <!%^3  +  tg^'O  +  ^S^i  %9'4  =  ^■ 

Da  die  bei  vorübergehender  Annahme  der 
Pfeilspitzen  von  pj^  und  2h  (^Fig.  36)  nach 
(1)  bestimmten   Teilungsverhältnisse: 


Ä~  -  -  --. 


(11 


^    ^  sm  PiPs 


A. 


sin  p^p^ 


Fig.  .<)6. 


smp^p^ 

nach   (8)    entgegengesetzt    gleich    sind,    so 
liegt    nach    §4,2    der    eine    der    Strahlen 
p.,,  p^    in   der   inneru,    der    andere    in    der 
äußern  Wiukelfläche. 
Es  folgt  somit: 


§ö,    1. 
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I.  Ziiid  Faare  IiarmoniscJier  Stralüen  tremien  sicli  gegenseitig. 

Fällt  /Jg  in  die  innere  Halbierungslinie  Ji^  des  Winkels  Pji)^, 
so  daß  nach  §  4^  5  /l»  =  —  1  ist,  so  wird  nach  (9)  A^  =  +  1  und  da- 
mit ^4  die  äußere  Halbierungslinie  //g. 

n.  Zu  den  ScJienl-eln  ih  ""^^  Ih  ^ines  Whikels  sind  die  beiden 
Halhienmgslinien  h^  und  ho  stets  harmonisch. 

Wie  in  §  3,  10  ergibt  sich  auch  hier: 

HI.  Von  zwei  Paaren  harmonischer  Strahlen  liegen  die  beiden 
Stralüen  p.^,  p^  des  einen  Paares  stets  in  derselben  Winlelfläche  der 
Halbierungslinien  h^  und  h^  des  andern  Paares  p^,  p.2. 

IV.  Wenn  bei  vier  harmoniscJien  Strahlen  p^,  p.^:,  p^,  p^  der  Strahl 
jj.,  mit  2\  oder  p.^  zusammenfällt ,  so  fällt  gleichzeitig  auch  p^  bezüglich 
mit  p^  oder  p^  zusammen. 

V.  Bei  festen  Strahlen  p.^  und  p.2  beivegen  sich  p^  und  p^  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  {ungleichdrehend).  Dreht  sich  nämlich  ^^3  (Fig.  36) 
im  positiven  Sinne  von  p^  über  h^  nach  p.^,  so  dreht  sich  p^  im  ne- 
gativen Sinne  von  p^  über  h.^  nach  ^)., . 


§  5.    Die  Punktreihe  und  der  Strahlbiiscliel  in  perspektiver  Beziehung. 

1.    Begriff    der   Perspektiven   Beziehung   von   Punktreihe   und 

Strahlbüschel.  Wenn  eine  gerade  Linie  g  und  ein  Büschel  ungerichteter 
Strahlen  S  in  der  Ebene  liegen  und  die  Gerade  g  nicht  durch  den 
Scheitel  S  des  Büschels  geht  (Fig.  37), 
so  werden  sie  perspeMiv  aufeinander 
bezogen.  Diese  Beziehung  besteht 
darin,  daß  jeder  Strahl  a,b,  c,  d,  .  .  . , 
p,  ...  des  Büschels  S  die  Gerade  g 
in  einem  Punkte  A,  B,  C,  D,  .  .  ., 
P,  .  .  .  schneidet,  und  umgekehrt  die 
Verbindungslinie  jedes  Punktes  der 
Geraden  g  mit  dem  Scheitel  S  des 
Büschels  einen  Strahl  desselben  gibt. 
Es  entsprechen  sich  also  die  Punkte 
A,B,C\D,...,P,...  und  die  gleich- 
namig bezeichneten  Strahlen  a,  b,  c,  d,  . 
deutig,  jedem  Punkt  P  ein  Strahl  p  und  umgekehrt.  P  und  p  heißen 
auch  entsprechende  Elemente. 

Dem  zu  g  parallelen  Strahl  u  des  Büschels  entspricht  der  unend- 
lich ferne  Punld  P^  der  Punktreihe  (§  3,  4). 


Fig.  37. 


P,  ...    wechselseitig  ein- 
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Man  sagt  auch  die  Punktreihe  A,  B,  C,  D,  .  .  .,  F,  ...  und  der 
Strahlbüschel  a,  h,  c,  d,  .  .  . ,  p,  . .  .  befinden  sich  in  perspekiiver  LageP) 

2.  Das  einfactie  Teilungsverhältnis  bei  perspektiver  Lage.  In- 
dem wir  ein  Stralilbüschel  S  =  2\,  p.^,  p  .  .  .  und  eine  Punktreihe 
g  =  P^,  Po ,  P . . .  in  perspektiver  Lage  voraussetzen,  nehmen  wir  einst- 
weilen als  positive  Halbstrahlen  p^p^,  p  ■  ■  ■  diejenigen,  welche  g  sehnei- 
den und  als  Drehungssinn  im  Strahlbüschel  denjenigen,  welcher  dem 
Durchlauf ungssinn  der  Punktreihe  entspricht  (Tig.  38). 

Es  seien  nun 2\,  2h} 2^  ^'"^^  Strahlen  und  P^,  Po,  P  die  entsprechen- 
den Punkte.  Die  Innenwinkel  des  Dreiecks  P^P^S  bei  P^  und  Po  sollen 
die  absolute  Größe  a^  und  «o,  die  Strecke  SP  die  absolute  Länge 
s  =  SP  haben.  Dann  ist  nach  dem  Sinussatz^)  für  relative  Größe 
der  Winkel  2hP,  P>P  (§  2,  4)  und  der  Strecken  P,P,  P^P  (§  1,  4): 

sin  a,  s     '  sin  a, 

und  somit: 

(1) 

Dieses  Resultat  ist  nach  §  3,  1  und  §  4,  2 ;  3  vom  Drehungssinn  in  S 
und  Durchlaufungssiun  von  g,   sowie  von  der  Pfeilspitze  von  7>  unab- 


sin  p^jj        P^P 

smp^p 

sin  «1             s     ' 

sinttj 

sin  p^  p) 

sin  «1      P,  P 

sin  ^2  p> 

sin  «2     Pj  P 

hängig.  Also:  Liegt  eine  Pimktreihe  g  =  P^,  Po,  P  und  ein  Strald- 
hüschel  S  =  i\,  2hy  P  pc^spektiv  (Fig.  39),  so  ist  das  einfache  Teihmgs- 
verhälinis,  in  ivelchem  der  ungerichtete  Strahl  p  den  Winlcel  der  beiden 
gerichteten  Strahlen  p^  und  iJ^  teilt,  bis  auf  den  von  p  unahhängigen  Faldw 
sin  «j  :  sin  a^  gleich  dem  Teilungsverhältnis,  in  n-elchem  der  PiinJd  P 
die  Strecle  P^P^  teilt. 

3.  Das  Doppelverhältnis  bei  perspektiver  Lage.  A\  endet  mau 
die  Formel  (1)  auf  zwei  Strahlen  j)  =  j)^  uud  2>  =  P\  und  die  ent- 
sprechenden Punkte  P  =.P^  und  P  =  P^  an,  so  crliillt  man: 


§  5,  4—5. 
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sin  pj  Pg        sm  Uj 


P  P 
P,P, 


Bvap^p^ 


sinofj 


P  P 

P.P\ 


Dividiert  man  beide  Gleiciiungen,  so  wird  das  Resultat: 


^  ^  sin p^Ps  '  siap^p^        P^P^  '  P^P^ 

von  a^,  «2,  sowie  nach  §  4,  6  von  den  Pfeilspitzen  von  2h  und  jx,  un- 
abhängig und  es  folgt: 

Befinden  sich  eine  Puiilireihe  und  ein  StraMbüschel  in  perspelxtiver 
Lage  (Fig.  40),  so  haben  je  vier  Punlte  der  Piinktreihe  dasselbe  Doppel- 
verhäUnis,  ivie  die  vier  en f Sprech e)iden  Strahlen  des  SfrahlbüscJiels-^): 

(3)  (P,P2PzP,)  =  (.lhlhIhlh^- 

4-.  Darstellung  der  Perspektiven  Bezieh.ung  durch  Koordinaten. 

Wir  wählen  den  auf  g   senkrechten  Strahl  des  Büschels  als  Anfangs- 
strahl o    eines    Koordinatensystems    ungerichteter    Strahlen   ('§  2,  11) 

S 


Fig.  41. 

und  den  Schnittpunkt  von  0  und  g  als  Anfangspunkt  0  eines  Ko- 
ordinatensystems auf  der  Geraden  g  (§1,6).  Drehungssinn  des 
Büschels  und  Durchlaufungssinn  der  Geraden  nehmen  wir  für  die 
beiden  Koordinatensysteme  übereinstimmend  an  (Fig.  41).  Dann  ist 
für  jeden  Punkt  P  der  Geraden  mit  der  Koordinate  x  und  den  ent- 
sprechenden Strahl  p  des  Büschels  mit  der  Koordinate  tgqp: 

(4)  x  =  SO-ig(p. 

Befinden  sich  also  eine  Pimldreihe  g  und  ein  Strahlbiischel  S  in  per- 
spelxtiver Lage,  so  sind  bei  geeigneter  Wahl  der  Koordinatensysteme 
die  Koordinaten  x  und  tgqp  entsprechender  Elemente  bis  auf  einen  bm- 
stanten  Faldor  einander  gleich.-^) 

5.  Zweiter  Beweis  für  die  GleichJieit  der  Doppelverhältnisse. 
Sind  nun  x^,  x^,  x^,  x^  die  Koordinaten  von  irgend  vier  Punkten  der 
Geraden  g   und   tgg?i,    tgg?^,    fg^s?    tgg)^    die   Koordinaten    der    ent- 
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sprechenden  vier  Strahlen  des  Büschels  S,  so  daß  für  i  =  1,  2,  3,  4: 

Xi  =  SO-tg(pi, 
so  ist: 

(5) 


(iCj       .Tg)  (ajg       x^) 


(ig  qPi  —  tg  qpg)  (tg  qpg  —  tg  qpg) 


(^2  —  «3)  («1  —  a;,)         (tg  qp,  —  tg  qpg)  (tg  qpi 

Dies  gibt  nach  §  3,  (7)  und  §  4,  (1)  wieder  den  Satz  von  §  5,  3. 

6.  Harmcnisclie  Punkte  und  Strahlen  in  perspektiver  Lage. 
Dem  speziellen  Werte  —  1  des  Doppelverhältnisses  entsprechend 
(§  3,  9  und  §  4,  8j,  folgen  aus  §  5^  3  die  beiden  Sätze: 

Die  Schnittpunkte  von  vier  har-  j  Die  Verhindungslinien  von  vier 
monischen  Strahlen  eines  Strahl- '  harmonischen  Punkten  einer  Punkt- 
büschels mit  einer  heliehigen  Ge-  reihe  mit  einem  heliehir/en  Punkt 
raden  sind  vier  harmonische  Punkte,  sind  vier  harmonische  Strahlen. 

7.  Besondere  Fälle.  Nach  §  4,  8,  II  sind  die  Halbierungslinien  h^ 
imd  h^  der  Winkel  zweier  Strahlen  p^  und  p^  zu   diesen  harmonisch. 

Nach  §  5,  G  schneidet  daher  jede  Gerade  // 
diese  vier  Strahlen  in  vier  harmonischen 
Punkten  P,P,^H,H^  (Fig.  42)  oder:  Die 
Halhieruufislinien  des  inneren  und  des 
äußeren  Winkels  an  der  EcJce  S  eines 
Dreiecks  SP^P^  teilen  die  gegenüber- 
liegende Seite  P1P2  harmonisch. ^^) 

Ist  insbesondere  die  schneidende 
Gerade  g'  parallel  zu  //^  (Fig.  42),  so 
ist  von  den  vier  harmonischen  Punkten 
H^'  der  Mittelpunkt  der  Strecke  P^' P.! 
und  Ä/  unendlich  fern  (i^  3,  \{),  IIi. 

8.  Begriff  der  Perspektiven  Beziehung  zweier  Punktreihen 
oder  zweier  Strahlbüschel. 


§  5,   9.     §  6,  1. 
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Zivei    Pidilireihen    ÄBCP  .  .  .  Zirei  SfrahlhüscJtel  ab cp ...  und 

und    A'B'C'P'  .  .  .    befinden    sich  a'V c'p  .  .  .  befinden  sich  (Fig.  43b) 

(Fig.  43  a)     in    perspektiver    Lage  in  perspeldiver  Lage  (smd'^e.xs^QkiiY 

(sind    perspektiv    aufeinander    be-  aufeinander  bezogen),  "svenn  sie  beide 

zogen),    wenn    sie    beide   zu    dem-  zu  derselben  Punktreihe  ^^C'P. . . 

selben  Strahlbüschel  ahcp  .  .  .  per-  perspektiv     liegen     (§  b,    1).      Je 

spektiv  liegen  (§  5, 1).    Je  zwei  auf  zwei    durch    denselben   Punkt   der 

demselben     Strahl     des     Büschels  Reihe    gehende   Strahlen    aa,  bh', 

liegende   Punkte  AA',  BB',   CC,  cc',  pp    sind  entsprechende  Strahlen 

PP'     sind     entsprechende     Punkte  beider  Büschel, 
beider  Reihen. 

9.    Die  Gleichheit   der  Doppelverhältnisse.     Aus    dem  Satze    in 
§5,  3  folgt  daher-*): 

Befinden  sich  zwei  Punktreihen  Befinden  sich  zwei  StrahlhüscJiel 

in  perspektiver  Lage,  so    haben  je  in  perspektiver  Lage,   so   haben   je 

vier  Punkte  P^,  P^,  Pg,  P^  der  einen  vier  Strahlen  p^^,  p.^,  p.^,  p^  des  einen 

dasselbe   Doppelverhältnis ,    wie   die  \  dasselbe   Doppelverhältnis ,    icie   die 

vier  entsprechenden  Punkte  P^,  P^  vier  entspree^ienden  Strahlen  p^' ,  p.' , 

P^,  P4'  der  andern:  p^,  pl  des  andern: 

(6)  (P,P,P,P,)  =  {P,'P:P,'P:).  '  (6')     (pMhlh)  =  {ihlhlhlhV-') 


§  6.    Die  VerMltnis-  und  Doppelverhältniskoordinaten. 

1.    Begriff    der    Verhältniskoordinaten    des    Punktes    und    des 
Strahles. 

Sind  Ej^  und  E.2  zwei  getrennte  Sind  e^  und  r^    zwei   getrennte 

feste  Punkte  der  Geraden  (Fig.  44a),  feste  gerichtete  Strahlen  (Fig.  44b) 


Ej_ 


E, 


Fig.  41a. 


Fig.   Uli, 


des  Strahlbüschels,  so  entspricht 
so  entspricht  nach  §  3,  1;  2  jedem  nach  §4,  2— 4  jedem  ungerichteten 
Punkte  P  derselben  ein  Wert  des  Strahle  p  desselben  ein  Wert  des 
TeilungSTerhältnisses:  Teiluncrsverhältnisses: 
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§  6,  2-3. 


(1) 


eTp 


sin  ßj  p 


=  l 


und  umgekehrt. 

Man  kann  daher  X  als  „Ver- 
hältniskoordinate"  des  Punktes  P 
in  heutig  auf  die  „Anfamjspunkte" 
JEy,  E^  einführen.^^) 

Diese    selbst   erhalten   die  Ko- 


(!') 

und  umgekehrt. 

Man  kann  daher  l  als  „Ver- 
hälfniskoordinate"  des  Strahles  p 
in  hezug  auf  die  gerichteten  „Anfangs- 
strahlen" e^,  e^  einführen. 

Diese  selbst  erhalten  die  Ko- 
ordinaten: A  =  0  und  A  =  oü,  der  |  ordinaten:  1  =  0  und  X  =  oo,  die 
Mittelpunkt  der  Strecke  E^E^  :  innere  und  äußere 
2  =  —  1,  der  nnendlich  ferne  Punkt:  linie  A  =  —  1  und  k 
A  =  +  1  (nach  §3,  3;  4).  §  4,  5). 

2.  Beziehung  zwisclien  gemeine  a  Koordinaten  und  Verhältnis- 
koordinaten. 

Haben  in  bezug  auf  das  gemeine  Haben  in  bezug  auf  das  gemeine 

Koordinatensystem     (§1,    6)     die  Koordinatensystem  der  gerichteten 
Punkte  E^  und  E.,   [Vig.  45a)   die   Strahlen   (§  2,  7)    die   Strahlen   e^ 


Halbierungs- 
=  +  1  (nach 


O     E, 


E^ 


^o 


Fig.  45  b. 


Fig.  45  a.  I 

Koordinaten  x  =  q  und  x  =  c^,  so  ""d  c,,  (Fig.  45b)  die  Koordinaten 
bestehen  nach  §3,  (2)-,  (3)  zwischen  i  ^^  =  7i  ^^nd  ^  =  y,^,  so  bestehen 
den    Koordinaten    x    und     A    des  i  nach  §  4,  (2)  und  (3)  zwischen  den 


Punktes  P  die  Beziehungen: 

(2) 
(3) 


A 

= 

X  — 

t-l 

X  — 

c,' 

X 

= 

t'l  — 

Ic^ 

1  - 

~l 

Koordinaten  tg<5p  und  A  des  Strahles 
p  die  Beziehungen: 

cos7i  tgqp  — tgy, 


(2') 

(3')   tgg) 


A  = 


cosy,  tgqp  — tg7ä  ' 
tg'/i  —  ^  — -  tgy„ 

cos  y, 


3.  Darstellung  des  Doppelverhältnisses  in  Verhältniskoordinaten. 

Sind  nun  Ä-j  und  ./o  die  gemeinen  Sind    nun    y,    und   %    die    ge- 

und    Aj    und     A3     die    Verhältnis-   meinen    und    A,    und    A3    die    \  er- 
koordinaten  zweier  Punkte,  so  ist  hältniskoordinaten  zweier  Strahlen, 


§  6,  4. 
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nach  (3): 


(^1  —  ^s)  (^1  —  Ca) 


-1  -3  (l_^^)(l_i^) 

Für  vier  Punkte  x^,  x.^,  x.,  x^  be- 
züglich Aj,  1.2,  A3,  A^   wird   daher: 


so  ist  nach  (3'): 

tg^l   -  tg93  = 

COS  7 


(^1  —  K 


COS^j 


(tgy,  —  tgy^) 


\  '  cosj'j/ \  -^  cos7i/ 

\  )  (n'..—cr..\(cr.. — (r..\  Für  vier  Strahlen  qp^,  ^o,  (jPg,  qp^^ 

bezüglich  A^,  Ag,  A3,  A^  Avird  daher: 

("4')         (tgqPi  —  tgy3)(tgqp,  -^^tgqp^) 
^  (Äi  —  ^3)  (^a  —  l^  ^ 

Daraus    folgt    nach    §  3,  (7)    und    §  4,  (^7)    unabhängig    vom    ge- 
meinen Koordinatensystem: 

Haben  vier  Punl'te  P^,  Po,  P3,  Haben  vier  Strahlen  p^,  2^2' Psr 

P4  in  hezug  auf  zwei  AnfangspnuMe  p^  in  hezng  auf  zivei  AnfangsstraliJen 
E^,  E2  (§  6,  1)  die  Yerhältnislxoodi-  e^,  e.^  (§  6,  1)  die  V erhält nisl;oordi- 
naten  A^,  A2,  A3,  A^,  so  ist  ihr  Doppel-  naten  A^,  A,,  A3.  A^,  so  ist  ihr  Doppel- 
verhältnis: Verhältnis: 

(ö)        ö  =  [P,P,P,P,)  (5')         d  =  ip,p,p,p,) 

_  (^irrAMkri) .  '  =  (^1-^3X^.-^4) . 

{h  —  ^3)  (Ai  —  ^4) '  (->,  —  /.g)  [X^  —  x^) 

Aus  (5)  mit  A3  =  0  und  X^=  ac   oder  auch  direkt  aus  (1)  folgt: 

Haben  zivei  Pmikte  P^,  Pg   in         Haben  zwei  Strahlen  Jhf  Ih  *** 

bezug  auf  ztvei  Anfangspmikte  E^,\bezug  auf  zwei  Anfangsstrahlen  e^^ 

E2  die  Verhältnislioordinaten  A^,  X2,\e^  die   VerJiältnisloordi naten  A^,  Ag. 

so  ist  dir  Doppelverlüiltnis  zu  diesen  so  ist  ihr  Doppelverhältnis  zu  diesen 


(§3,(5;): 

(6)      d=^(E,E,P,P,)  =  ^f 


(§4,(5)): 

(6')        d  =  {e,e,Pi2X2)  = 


4.  Begriff  der  multiplizierten  Verhältniskoordinaten  des  Punktes 
und   des  Strakles. 

Ist    neben    den    festen    Punlien         Ist   neben  den  festen  gerichteten 

E^    und    E.2    eine   feste    Konstante  Strahlen  e^  und  e,   ^f«/^  feste  Kon- 

«1  :  «2  ^^o^^^^j   so   entspricht  wie  stante  rt/  :  a.2'  gegeben,  so  entspricht 

in  §  6,  1  jedem  Punkte  P  auch  ein  wie  in  §  6, 1  jedem  Sti-ahle  p  auch 

Wert  des  Produkts:  ein  Wert  des  Produkts: 


und  umgekehrt. 


A  =  ^ 
a., 


E,P 


CO     i 

und  Umgekehrt 


«1      .        rtj    sme^j) 
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§0,  5. 


Wir  nennen  ^  die  multiplizierte 
Verliältniskoordinate^^)  des  Punlies 
P  mit  Bezug  auf  die  Anfangspunlde 
E^ ,  E.2  und  den  Multiplikator  a^ :  ofg . 
5.  Beziehung  z'wischen  gern 
zierten  Verhältniskoordinaten, 

Bezogen    auf  das   o-emeine  Ko- 
ordinatensystem  (Fig.  45a)  ist: 


Wir  nennen  ^  die  multiplizierte 

Verhältnisl'oordinate  des  Straldes  p 

mit  Bezug  auf  die  ÄnfangsstraJden 

e^ ,  e.2  und  den  MultipVikator  a^ :  a^: 

einen   Koordinaten   und   multipli- 

Bezogen   auf  das   gemeine  Ko- 
ordinatensystem (Fig.  45b)  ist: 


/8)               a  =  "-t  ^^=^' 

(8')  "-rt 

COS;^  _  tgq^— tgVi 

^   ^                  '          a^  X  —  c. 

COS«/,  ■  tgqp  — tgy^ 

oder,  wenn: 

oder,  wenn: 

(9)      ^1  =  -^.      ^2=- 

«2 

/           a/ 

cosyj        Oj 

(9') 

rt,' 

7, 

gesetzt  wird: 

tg;'i  = 

-^'     '8''^  =  - 

00)      ."-ljf$t;i 

also: 

gesetzt  wird: 
(10')         ,.  = 

(11)          x==    ^^^-^    . 

also: 

(11') 

tg^ 

&2  ^  —  &1 

—  n^  IL  -X-  a. 

o. 


-D/e  multiplizierte  Verhältnishoordi-  Die  multiplizierte  VerhältnisTioordi- 
nate  (u.  ist  hei  gegebenen  Anfangs-  nate  ist  bei  gegebenen  Anfangs- 
punläen  und  gegi-beneyn  Multiplikator  strahlen  und  gegebenem  Multiplilator 
eine  gebrochene  lineare  Fmiktion  der  eine  gebrochene  lineare  Funktion  der 
gemeinen  Koordinate  x.  gemeinen  Koordinate  tgqp  der  un- 

gerichteten Strahlen  (§  2,  (13)). 
Umcrekelirt   definiert   eine   beliebisr    ffecrebene   gebrochene    lineare 
Funktion   (10)    von   ,r    die    multiplizierte   Yerhältniskoordinate   /u-   des 
Punktes  x\  die  Anfangspunkte  haben  dann  die  Gleichungen  (§  1,  11): 

(12)  a^x  +  1^=0,     a^x  +  t^  =  0, 

und  der  Multiplikator  ist  rt^:«^-  ^^ii*  oa^^ß  tue  Determinante  der 
Gleichungen  (12) 

(13)  C-h'     *' 

I  '^a     ^2 
von    0    verschieden    sein,     damit    die    Anfangspunkte    getrennt    sind 

(§1,11)). 

Auch  eine  gegebene  gebrochene  lineare  Funktion  (10')  von  tg^j 
definiert  die  multiplizierte  Yerhältniskoordinate  fi  des  Strahles  tgqp; 
die  Anfangsstrablen  haben  dann  die  Gleichungen  (§2,  12): 


§  6,  6.  27 

(12')  «itg9)  +  &i  =  0,     o,tgcp  +  h,  =  0 

und  einen  Multiplikator  a^^  :  a^.  Allerdings  bestimmen  die  Glei- 
chungen (12')  nur  die  ungerichteten  Strahlen  tg;'^  und  tg;^o  """ie  in 
(9'),  während  alsdann  in: 

a,  «, 

cos  y^  = ,  ,       cos  j^2  = 


die  Vorzeichen  s^,  ^2  ^  i  1  unbestimmt  bleiben  und  damit  die  erste 
Gleichung  (9')  für  den  Multiplikator  zwei  Werte  gibt: 

^        ^  ff,'         cosy,      «,  i/"^'  I    — ^ 

(Die  doppelt  gestrichene  Quadratwurzel  soll  immer  deren  positiven 
Wert  bezeichnen.) 

Li  der  Tat  muß,  ivährcnd  u  hei  f/ci/fhenen  Koeffizienten  in  (10') 
im  Koordinatensystem  der  ungerichteten  Strahlen  eindeutif/  von  tgcp 
abhäncrt,  A  seihst  wegen  der  alsdann  fehlenden  Kenntnis  der  inneren 
Winkelfläche  nach  §  4,  1  ziceideutiff  sein. 

Will  man  eine  Verfügung  über  diese  Zweideutigkeit  treffen,  Avird 
man  sie  zweckmäßig  an  das  Koordinatensystem  der  ungerichteten 
Strahlen  anknüpfen,  auf  das  sich  die  Ausgangsformel  (10')  bezieht. 
Setzt  man  etwa  fest,  daß  die  den  Aufanfisstrcüd  o  entludtcnde  WinJcclfläclie 
(Fig.  45b)  die  äußere  sei,  so  muß  nach  §  4,  2  A  für  tgqo  =  0  einen  po- 
sitiven Wert  /.^  erhalten.    Es  ist  aber  für   tgQP  =  0  nach  (10')  ^«=7' 

und,   da  nach  (7')   allgemein  A  =    "',  u,  so  ist   '/.^  =  ^  -^  •     Soll  also 

'  '  ^  "1  «1    öj 

A^  positiv   sein,   muß  a^  :  a.^   das  Vorzeichen   von   h^  :  h.,   haben,    also 

nach  (14')  etwa-^) 

(15')  £^  =  —  sign,  h^ ,     f,  =  —  sign.  1).2 

(oder  auch  £^  =  sign.  ?>^,  e.2  =  sign.  Z^^)  sein. 

Ist  durch  (10')  in  hezug  auf  ein  Ko(jrdi)iatensyste})i  uu(jericJdefer 
Strahlen  mit  dem  Anfangsstrahl  0  eine  multiplizierte  VerhältnisJcoordi- 
nate  (i  definiert,  so  haben  die  Anfangsstrahlen  e^^,  e^  die  Gleichungen  (12') 
und  der  Midtiplil:ator  den  Wert  (14')  mit  den  Vorzeichen  (15'),  faJls 
die  den  Anfanr/ssfrald  0  enthaltend*'   Winlelfläehe  als  äußere  gilt. 

6.  Die  miütiplizierten  Verhältniskoordinaten  als  Doppelver- 
hältniskoordinaten. 

Der    Multiplikator      '     in    (7)  Der    Multiplikator      ^    in    (7') 

kann   durch   den   festen   Punkt  Eq   kann  durch  den  festen  ungerichteten 
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§  6,   7. 


bestimmt  werden,  für  den  ^  =  1 
ist,  den  „EinJieifsjrnnJä"  des  Koordi- 
natensystems. Hat  dieser  die  Ver- 
hältniskoordinate Xq,  so  folgt  aus 
(7)  zunächst: 


und  mit  dem  hieraus  sieh  ergeben- 
den Werte  von  — : 


^■^'^^       ^       l,      E,E,    E,P 

Die  multiplizierte  Verhältnislwordi- 
nate  ^  des  PunJdes  P  ist  das  Boppel- 


Strahl  Vq  bestimmt  werden,  für 
den  ft  =  1  ist,  den  „EinJteitsstraJd" 
des  Koordinatensystems.  Hat  dieser 
die  Verhältniskoordinate  A^,  so  folgt 
aus  (7')  zunächst: 


«1    1    _  «1 


und  mit  dem  hieraus  sich  ergeben- 


den Werte  von 


fl„ 


(16  )      11=  ,    =   -.--^^.-^^J 

Die  midtiplizierte   VerhäUnisloordi- 
nate  ^  des  StraJdes  p  ist  das  Doppel- 


E. 


E„      E,P 


Fig.   16  a. 


Fig.  .16b. 


Verhältnis,  ivelches  er  mit  den  An-  i  Verhältnis,  welches  er  mit  den  An- 
fanr/spunltoi  und  dem  Einheit.s-  fangsstrahlen  und  drm,  EinJa-itsstrahl 
punkt  bildet  (Fig.  40  a).  bildet  (Fig.  46  b). 

Das    Koordinatensystem    dieser         Das    Koordinatensystem    dieser 
„Dopjyelverhältnisl'oordinate"^")  ^     „Doppelverhältnislioordinate"   u    he- 
besteht aus  drei  festen  Pnnlden  E^,  steht  aus  drei  festen,   nach   i?  4,  6 
-Bg  '<>^^  Eq,  die  selbst  die  Koordi-   nngcrieJiteten  StraJden  e^,  e^  und  r^, 
naten  jt  =  0,  oo  und  1  erhalten,     die  selbst  die  Koordinaten  (ti  =0,  ^>o 

und   1    erhalten. 
7.    Beziehung    zwischen    den    gemeinen    und   den   Doppelver- 
hältniskoordinaten. 

Nach    §  3,  (7)    geht    die    Dar-  Nach    §  4,  (7)    geht    die    Dar- 

stellung (16)  der  Doppel  verhält-  Stellung  (16')  der  Doppelverliält- 
niskoordinate  durch  Einführung  der  niskoordinate  durcli  Einführung  der 
Koordinaten  x  =  c^,  e^  und  Xq  der  Koordinaten  tgqp  =  tgyj,  ^gy^  w<i 
Punkte  E^,  E^  und  Eq  (Fig.  47a)   tg9?o    der    ungerichteten    Strahlen 


§6,  8. 
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über  in: 

fi  '7\  ,,  __  (Cj         Xq)  [C^         X) 


e^,  e.2  und  c^  (Fig.  47b)  über  in: 
(tgy,  —  tg(Po)  (tgy,  —  tgqp) 


(17')    .a  = 


K 


E. 


tgqp) 


K^ 


Fig.  47  a. 


8.  Darstellung  der  Doppelverhältniskoordinaten  in  abgekürzten 
Symbolen.  Ist  die  multiplizierte  Verhältniskoordinate  u  durch  die 
Gleichung  (10)  gegeben,  so  daß  für  den  Einheitspunkt  x  =  x^: 

so  erhält  man  aus  (10)  und  (18)  die  mit  (17)  gleichbedeutende  (vgl.  (9)) 

Formel: 

flj  a^o  -|-  &2     a^x  -{-  öj 


(19) 


ji  = 


Oj  ajg  -(-  &!     a,  a;  +  ftg 


Der  Unterschied  der  gleich  allgemeinen  Darstellungen  (lOj  und  (19) 
besteht  nur  darin,  daß  jene  von  den  drei  Konstanten  a^  :  &^,  o.,  :  6.,, 
«^  :  «2;  diese  aber  von  den  drei  Konstanten  a^  :  h^,  a.^  :  h.2,  Uq  ab- 
hängt, also  den  Multiplikator  a^  :  a.,  durch  den  Einheitspunkt  Xq 
ersetzt. 

Indem  wir  zur  Darstellung  (19)  die  duale  hinzufügen  und  dabei 
zur  Abkürzung  setzen: 

[  X^  =  a^x  +  h^, 

erhalten   wir  folgendes  Resultat: 

Sind:  ^        Sind: 

(21)        Xi  =  0,     X,  =  0  1(21')        U,  =  0,     U,  =  0 

die  Gleichungen  der  Anfangspunkte  !  die  Gleichungen  der  AufangsstrahJen 
E^,  E.2  und  Xq  die  Koordinate  des\e^,  e^  und  tgg?o  die  Koordinate  des 
EinheitspunUes  E^.so  ist  die  Doppel-  Einheitsstrahles  r^.  so  ist  die  Doppcl- 


(20) 
(20') 


x,= 

--  a.j,x  -f  62 

x/  = 

=   «oÄ^o  +  &2- 

f^2  = 

a2tg<5D  -1-/^0 

u,^  = 

«2tg^0  +  h 

30  §  6,  9-10. 

verhältiiislioordinaie  des  Panlies  x:  i  verhältniskoordmatedesStraJdestgg): 

(22')  ^  =  (e,p,pe,) 


{22)  ^,=  {E,E,Pi:,)  =  ^,:^, 


9.     Die     gemeinen    Koordinaten    als    Spezialfall    der    Doppel- 
verhältniskoordinaten. 

Schreibt  man  (17)  in  der  Form:  Setzt  man  in    (17')    tgj^^  =  0, 


^  —  1      x  —  c. 


und  setzt  q  =  0,  Cg  =  cx),  Xq=^  1, 

so  wird: 

(23)  fi  =  X. 

Die   Doppelverhältniskoordinate    /< 
geht   also   in   die  gemeine  Koordi- 


K 


K 


0 


Fig.  18  a. 


^§?'2  =  '^''-';  ^S^o  =  Ij  SO  wird 
(23')  iti  =  tgqp. 

Die    Doppelverhäitniskoordinate   /i 
geht   also   in   die  gemeine  Koordi- 


Ipitgf) 


^o<t9%-^) 


e=o 


nate    x    über'''^),     wenn    man    die 
Punkte  i?,  ,E^,Eq nach  den  Punkten 


Fig.  4.Sb. 


nate    i^cp    über,     wenn    man    die 
Strahlen  e^,  e^,  e^  nach  den  Strahlen 


X  =  Q,  X  =  CX3,  X  =  1  des  ge-  tgqp  =  0,  tgqp  =  et,  tgqp  =  1  des 
meinen  Koordinatensystems  verlegt  i  gemeinen  Koordinatensystems  ver- 
(Fig.  48a);  die  Richtung  von  0  über  legt  (Fig.  48  b):  die  Drehung,  die 
1  nach  oo  wird  der  positive  Durch-  den  Strahl  0  über  1  in  cxj  über- 
laufungssinn  des  letztern  (vgl.  führt,  wird  der  positive  Drehungs- 
§  1,  6).  sinn    des    gemeinen    Koordinaten- 

systems (vgl.  v<  2,  11). 

10.  Darstellung  der  Doppelverhältnisse  durch  Doppelverhält- 
niskoordinaten. Da  sich  die  midtlplizierten  VerhälfnisJioordinaten  und 
die  mit  ihnen  gleic/i  allgemeinen  Doppclverltältnishoardimden  a  nach 
(7);  (7')  von  den  einfachen  Verhältniskoordinaten  A  nur  um  einen  dem 
Koordinatensystem  eigentümlichen  Faktor  unterscheiden,  so  ist  für 
vier  beliebige  Punkte  oder  Strahlen 


(24) 


(^1  —  f^s)  (Ms  —  ^^4)         i^i  —  's)  ih  —  ^4 ' 


'f 2  —  f s)  (^^l  —  f^4)        ßi  —  h)  ßi  —  ^4) 
I.    Haheti   vier   Pnnlde  Pj,  P^,  I'.   H(d>en    vier  Stridden  p^,  j)^, 

P3,  P^  in  hez}(g  auf  zirri  Anfangs-  \p^,  2h  "'  hczia/  auf  zivei  Anfangs- 


§  6,   11—1-2. 
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pimlxte  E^,  E.2  und  einen  Einheits- \  strahlen  e^,  e.2  und  einen  Einheits- 
pnnM  Eq  die  Boppdverliältnisl-oor-  strahl  e„  die  BoppeherhäUnislxOor- 
dinaten    i^i,  ,^2?  ."s?  i"47    ^^    ^^^    ihr  dinaten    /^i,  i^o?  i^a?  i'^4>    ^^    ^^^    ^^^** 


Doppelverh  ältnis : 


Doppelverh  ältn  is : 

(^^  ^      ^         (;^i  —  f^s)  (f^s  -  f^4) 


(.'^2  —  f^s)  (f*l   —  f^l)  '  l  (f's  —  f's)  (."l  —  ^i) 

IL  IJie  Formel  (25)  enthält  nach  (16)  gleichzeitig  die  Dar- 
stellung des  Doppelverhältnisses  (P^P^P^P^)  von  vier  beliebigen  Punkten 
P.  (/ =  1,  2,  3,  4)  durch  die  Doppelverliältuisse  {E^E.,P-E^,  die  diese 
vier  PunTxte  je  mit  drei  festen  Punlien  bilden'^^).  Entsprechendes  gilt 
für  (25'). 

Mit  jUg  =  0  und  /ti^  =  :?o   folgt  ebenso  wie  in  §  6,  3: 

III.   Haben  sivei  Punlde  P^,  Po         HI'.   Haben  zwei  Strahlen  2h, P2 

in    bezug    auf  zivei   Anfangspunlde  in  bezug  auf  zivei  Anfangsstrahlen 

Ej^.E^undeinenEinJieitspunJdEQdie  e^,  e^  und  einen  Einheitsstrcüd  e^  die 

Doppelverhältnislioordinaien     u^,  jw,,  DojipelverhältnisJwordiiiaten    ^i,  ^2^ 

so  ist  ihr  Doppelverhältnis  zu  E^,  E.2  so  ist  ihr  Doppelverh  ältnis  zu  e^,  e^ 

selbst:  selbst: 

(26)  d  =  (E,E,P,P,)  =  ^^.  i2G')      ö  =  (e,e,p,p^==^. 

11,  Punkte  und  Strahlen  mit  entgegengesetzt  gleichen  Doppel- 
verhältniskoordinaten. Hierans  ergibt  sich  insbesondere  nach  §  3,  (20) 
und  §  4,  (8): 

Haben  ztvei  Punlde  P^,  P^  in  Haben  zwei  StraJden  j^^lh  '^* 
bezug  auf  zwei  AnfangsjnmJite  E^^E^  bezug  auf  zwei  Änfangsstrahlen  e^,  e^ 
entgegengesetzt  gleiche  Doppelverhält-  entgegengesetzt  gleiche  Doppelverhält- 
nisl'oordinaten  (^1  =  —  ^^),  so  sind  nishoordinaten  (^i  =  — ."2);  ^^  -^'^'^ 
sie  zu  E^,  E^  harmonisch.  sie  zu  e^^e^  harmonisch. 

Ein  Spezialfall  hiervon  findet  sich  §  1,  7   erwähnt  (vgl.  (23)). 

12.  Die  Transformation  der  Doppelverhältniskoordinaten.  Führt 
man   an   Stelle   der   auf  die   Punkte 

E^^,  E.^,  Efy     bezogenen     Doppelver-        ■^-       E,  £„      J,      J^       do     P 
hältniskoordinate  (16 j: 

(27)  ^=^(E,E,PE,) 

eine    neue    auf    die     Punkte 
koordinate: 

(28)  V 


fl-fV,  ft'fl^    fi-^^  ^i.v 
Fig.  49. 


J^j  J^i  Jo    bezogene    Doppelverhältnis- 

=  (JlJ2^^o) 


32  §  7,   1-2. 

ein  (Fig.  49)  und   setzt  voraus,    daß   die   alten   Koordinaten  jUi,(u, .ji^ 
der  Punkte  J^,  J.2,  Jq  gegeben  sind,  so  folgt  aus  (25): 

Die  tieue  DoppelverhäUnislioordhiaie  v  steht  mit  der  alten  in  der 
Beziehung: 

(29)  ^  =  f^^-f^.•"^-^ 

§  7.  Die  homogenen  gemeinen  und  die  Zweiecks-  und 
Zweiseitskoordinaten. 

1.  Begriff  der  homogenen  gemeinen  Koordinaten  des  Punktes. 

Mit    Beibehaltung    des    Koordinaten- 
0  P  P 

o o *—.^       Systems   3  1,  6    versteht    man    unter 

0,1  xX  xo        /  •      '        . 

hoinoqenen    qemeinen   Koordinaten    des 

Fig.  50  a.  . 

Punldes^^)  P  zwei  Zahlen  x',  t',  deren 
Verhältnis  die  gemeine  Koordinate  x  (§  \,  6)  ist: 

(1)  l-  =  ^. 

Der  Punkt  P  bestimmt  also  seine  beiden  homogenen  Koordi- 
naten (Fig.  50a)  nur  ihrem  Verhältnis  nach  eindeutig  und  ist  durch  sie 
eindeutig  bestimmt,  auch  wenn  sie  nur  iJirem  Verliältnis  nach  ge- 
geben sind.  So  hat  der  Punkt  .-r  =  2  die  homogenen  Koordinaten 
af,t'  =  2,  1   oder  4,  2  oder  mit  beliebigem  Faktor  '2m,  m. 

Der  Anfang spunld  0  erhält  die  homogenen  Koordinaten:  x', 
t'  =  0,l  (oder  0,  m),  der  unendlich  ferne  Punlt  Px :  x',t'  =  l,0 
(oder  m,  0). 

Die  homogenen  Koordinaten  sollen  stets  endliche  Werte  haben 
und  dürfen  niemals  beide  gleichzeitig  verschwinden. 

Wir  sehreiben  weiterhin  x,  t  für  x ,  f.  Um  dann  von  der  Koor- 
dinate X  (§  1,  6)  zu  den  homogenen  Koordinaten  überzugehen,  hat 
man   nur  ^  für  x  zu  setzen,    während   man    mit  f  =  1   von  diesen  zu 

jener  zurückkehrt. 

2.  Begriff  der  homogenen  gemeinen 
Koordinaten  des  Strahles.  Mit  Beibehal- 
tung des  Koordinatensystems  §  2,  11 
führen  Avir  im  Büschel  ungerichteter 
Strahlen  zwei  Arten"'')  von  homogenen  Ko- 
ordinaten des  Strahles  j)  ein,  die  wir  be- 
züglich X,  y  (Fig.  5()b)  und  u,  r  nennen, 
und  deren  Verhältnis  mit  der  gemeinen 
Fig  50b.  Koordinate  tg  cp  in  den  Beziehungen  steht: 
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^  ^  II       tg  q» 

(3)  V  =  -tg^. 

Je    nach    Zweckmäßigkeit    werden    wir   die   eine   oder   die   andere  Art 
<üeser  homogenen  Koordinaten  gebrauchen. 

Der  Anfangsstrahl  ^  =  0  erhält,  indem  es  auf  einen  gemeinsamen 
Faktor  nicht  ankommt,  die  homogenen  Koordinaten:   ä",  ?/=l,Ü  und 

iA,  V  =  0,  1;  der  Strahl  cp  =  -^     ebenso:    ;/;,  ?/  =  0,  1    und   n,  v  =  1,  0. 

3.  Gleichung  des  Punktes  und  des  Strahles  in  homogenen 
^Koordinaten.  Führt  man  die  in  §  7,  1  und  '2  erklärten  homo- 
genen Koordinaten  in  die  Gleichungen  §  1,  (8)  und  §  2,  (14)  ein 
und  multipliziert  mit  f.  bezüglich  mit  x  oder  v,  so  ergibt  sich: 

Die  GleicJtiDU/  des  Fiuädes  hat  in  homogenen  Koordinaten,  die  Form  : 
(4i  Äx  +  Bt=^0. 

Der  durch  die  Gleichung  dargestellte  Punkt  hat  die  homogenen 
Koordinaten: 

(5)  x:t=-  B:Ä. 

Die  Gleichungen  des  Anfangspunktes  0  und  des  unendlich  fernen 
Punktes  Px    sind: 

(6)  x  =  0     und     /  =  0. 

Die  GleieJmng  des  Strahles  hat  in  den  beiderlei  homogenen  Koor- 
ilinaten  die  Form: 

(4')  Ax-^Bij^^-  (4"j  Bu-Av^O. 

Die    Gleichungen    des    Anfangsstrahles  <>  (tg  9)  =  0)    und    des   zu   ihm 

senkrechten  Strahles  (tg  9?  = -^)  sind: 

(6' )       y  =  0     und     x  =  0:  (6"j       n  =0     und     r  =  0 . 

4.  Das    Doppelverhältnis    in    homogenen    Koordinaten.      Das 

Doppelverhältnis  von  vier  durch  ihre  homogenen  Koordinaten 
X-,  tf  i/=l,2, 3, 4)  gegebenen  Punkte  P.  wird  nach  §  3,  (7),  nach- 
dem man  auf  gleiche  Benennung  gebracht  hat^^): 

in  ö  -  (F,F,t,F^)  =  —  ^^^^^^^-^^-_-^. 

Ist  daher  der  Punkt  P^  mit  t^'=  0  der  unendlich  ferne  Punkt  Px, 
so  wird: 

ö  =  rP, P, P3 Px )  ==  ^~'*f^^  .  ^;  , 

woraus  mit  ti^  =  t^  —  t^=  1  wieder  das  Resultat  §  3,  (2ü)  hervorgeht. 

Staude,  aoalvt.  Geometrie.  ;! 
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§  7,  5-6. 


5.  Begriff  der  homogenen  Doppelverliältniskoordinaten.  Wenn 
man  in  der  Auffassung  von  §  7,  1  auch  die  multiplizierte  Verhältnis- 
koordinate ^  (§  6,  4)  in  der  Weise  bezeichnet,  daß  man  für  Punkte 
und  Strahlen  bezüglich  setzt: 


(8) 


/^ 


f* 


so  erhält  man  in  x^,  x^  und  u^,  u^  die  homogenen  multiplizierten  Ver- 
hältniskoordinaten des  Punktes  und  Strahles.  Wir  wollen  x^,  x^  kurz 
als  Ziveieclishoordinatcn  und  u^,  u^  als  Zweiseitslioordinaten  bezeichnen, 
indem  wir  die  Anfangspunkte  E^,  E.^  zugleich  das  Koordinatenziveiech 
und  die  Anfangsstrahlen  das  Koordinatenzweiseit  nennen. 

Auch  diese  homogenen  Koordinaten  x^,  x^  oder  u^^^u.,^  wie  x,t 
in  §  1,  \,  kommen  nur  ihren  Yerliältnissen  nach  in  Betracht,  sollen 
nur  endliche  Werte  haben  und  dürfen  niemals  heide  gleichzeitig  ver- 
schivinden. 

Im  Anschluß  an  die  beiden  Deutungen  von  /*  in  §  6,  4  und  §  6,  6 
können  wir  die  neuen  Koordinaten  auf  zwei  Arten  ^^)  selbständig 
erklären : 

6.  Die  Zweiecks (Zweiseits)koordinaten  als  multiplizierte  Ab- 
stände (Sinus). 

Für  die    erste  Erklärung    sind  Für  die  erste  Erklärung  sind  die 

die  stets  getrennten  £'cÄp?/w/iYejE^,jE2   stets  getrennten  gerichteten  Seiten- 


des Koordinatcnzweieclcs  und   ztvei 


stralüen  e^ ,  e^  desKoordinatenziveiechs 


Midii]iililatorcn  a^,  a^  als  Bestand- \  und  zwei  Midtiplihcdüren  a^.  a^'  cds 
teile  des  Koordinatensystems  ge-  Bestandteile  des  Koordinatensystems 
geben  (Fig.  51a).  gegeben  fFig.  51b). 


ejal) 


Sl 


K 


(fij 


<aj 


eja;) 


Vk 


Fig.  51  li, 


Die   Ziveiechshoordinatcu    x^,  x^  Die  Zueiseitskoordinatcn    u^,u.^ 

des  Punltes  P  sind  dann  ztvei  Zahlen,  des  Strahles  j^  sind  dann  zwei  Zahlen, 

die   sich   verhalten  tvic  die  mit  a^  die  sich   vcrlialten  ivie  die  mit  a{ 

und  a.j  mnltiplizierten  Ahstände  des  und   aj    nudtipli zierten    Sinus   der 


§  7,  7- 
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Punlies    von    den    EckpunJden   E^ 
und  -Eg.* 

(9)     i\  :x,  =  a^.E^P:a,. E,^ P. 

Die  Eckpuukte  selbst   erbalten 
die  Koordinaten  (vgl.  §  7,  1) : 

E^  :  x^,  x^  =  0,  1 


(10) 


J~^Q    •    Ji'-t  5    **'9    X  •    U  . 


Wiiikel  des  Strahles  gegen  die  Seiten- 
strahlen e^  und  e.^: 

(9')   u.^ :  i(.2  =  rt/. sin  e^p :  a^'. sin  e^p. 

Die    Seitenstrablen    selbst    er- 
balten die  Koordinaten: 

0,1 


(10') 


?'i;  "2 


e,  :  u^,  u^_  =  1,  0. 


7.    Die    Zweieeks-    und    Zweiseitskoordinaten    als    Doppelver- 
hältnisse. 

Für  die  zweite  Erklärung  sind  |  Für  die  zweite  Erklärung  sind 
die  EcJqninJite  E^,  E^  des  Koordi-  die  ungerichteten  Seitenstrahlen  e^,  e^ 
natenziveiecTvS  und  der  Einheiispmikt  des  Koordi  natenziveiseits  nnd  der  Ein- 
Eq  als  Bestandteile  des  Koordinaten-  [  heitsstrahl  e^  als  Bestandteile  desKo- 


sgstems  gegeben  (Fig.  52  a). 


K 


K 


E„ 


ordinatensystems  gegeben  (Fig.  52  bj. 


Fig.  5l'a. 


Fig.  52  b. 


Bie  Zweieelshoordinaten  x^,  x^  Die  Ziveiseitshoordinaten  u^,  u-j 
des  PunJdes  P  sind  dann  zwei  Zahlen,  \  des  Strahles  p  sind  dann  zwei  Zahlen, 
deren  Verhältnis  das  Boppelverhält-  deren  Verhältnis  das  Boppelverhält- 
nis  des  Punktes  zu  den  Punkten  nis  des  Strahles  zu  den  Strahlen 
Ey,  E.2,  Eq  ist:  ^i-,^2>^Q  ^^^' 

(11)  ^,:^.=(£,£,p£„)=|f».|^.  (11-)  «.:.',=fe^.i'0=:;f::^%t-:^- 

Der   Einheitspunkt    erbält    die  Der    Einbeitsstrahl    erhält    die 

Koordinaten:  Koordinaten: 

(12)         E,:x„x,=  l,l.  :(12')         e,:u„  u,  =  1,1. 

8.  Beziehung  zwischen  Zweieeks  (Zweiseits)koordinaten  und 
homogenen  gemeinen  Koordinaten.  Indem  man  die  homogene  Be- 
zeichnung (1),  (;-}),  (S)  in  §  (;,  (10);  (10')  einführt  (in  (10')  unter  Um- 
kehrung der  Vorzeichen  von  h^^h.,  und  einen  Proportionalitätsfaktor  () 
anwendet,  ergibt  sich: 

3* 
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ij  7,  9—10. 


Die   Ziveieckskoordinaten  x^ ,  x^ 


Die  Ziveiseitskooräinatcn  u^,  iic, 
sind  propwtioncä  homogenen  linearen  sind  iwoportional  homogenen  linearen 
FiinJvtionen  der  homogenen  gemeinen  Fnnldionen  der  homogenen  gemeinen 


Koordinaten  x,  t: 

QX^  =  a^x  -\-  hj^f 
[QX2  ==  a^x  +  h.^f. 


(13) 


Koordinaten  u,  v: 

QU^  =  a^H  -{-  h^v 


(13') 


Die  Determinante  der  Koeffizienten  (§  6,  'ISj)  muß  hierbei  von 
Null  versf-Jiieden  sein. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (13)  und  (13')  gibt  umgekehrt 
mit  einem  Proportionalitätsfaktor  ö  (Anm.  2,  I,  2): 

iöx  =       h^x^  —  h^x.^  ^^  j,^     \6u  =       hoHj^  —  h^ii.2 

(14)     1 

[öt    =  —  «2^1  +  «1^2- 


(14') 


6v  =  —  a.,Hi  -j-  a^u.2. 

Die  Verhältnisse  der  x^,  x^  und  x,t,  beziehungsweise  der  11^^  lu 
und  u,  V  bestimmen  sich  also  gegenseitig  eindeutig. 

Die  homogenen  gemeinen  Koordinaten  x,  t  gehen  aus  (13)  mit 
a^  =  \,  &i  =  0,  «2  =^>  &2  =  1  ^^s  Spezialfall  der  Ztveicclsloordinatcn 
hervor  (vgl.  §  G^  9). 

9.    Darstellung  der  Zweieckskoordinaten  in  abgekürzten  Sym- 
bolen.   Aus  §  G,  8  folgt  ferner  bei  Einführung  der  homogenen  Schreib- 
weise mit  den  Abkürzungen: 
Xi  =  «1 X  +  h^  t 

X.2  =  a^x  -\-  Kt 

\X.^=u.,x^+h,t^: 

Sind 
(IG)  X,=  0,  X2=0 
die  Gleichungen  der  Eclpunhic  des  i  die  Gleichungen  der  Seiten  strahlen 
Koordinatenziveiecks  und  Xq,  Iq  die  des  Koordinatenzweieeks  und  Uq,  Vq 
Koordinaten  des  Einhcitspnnldes,  so  \  die  Koordinaten  des  Einheiisstrahles, 


(15) 


^'i  =  a^H  +  h^v 

(15') 

^1=  «l"0+  ^^ÜJ 

r/,  =  a.,  u  +  ?>2  V 

V.^=  «2"0+  ^^2''0* 

Si)td 

(IG') 

V^  =  0,     U^  =  U 

sind    die    Zu'eiecl'skoordinaten    des 
FunJctes  x,t: 


(1') 


X/'X/ 


so  sind  die  Zweiseitsloordi naten  des 
Strahles  u,  v: 

(17')       Uj  :  u.,  = 


Die  rechte  Seite  der  Formel  (17)  hängt  von  den  drei  Konstanten 
rfj  :\,  a,  -.K,  x^-.t^  ab.^") 

10.  Beziehung  zwischen  Zweiecks-  und  Zweiseitskoordinaten 
bei  perspektiver  Lage  von  Punktreihe  und  Strahlbüschel.  Liegen 
eine    Punktreihe  g   und    ein    Strahlbüschel   S   perspektiv  (§  5,  1),    so 


§  7.   10  — H. 
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Fig.  53. 


kann    man    als    Bestandteile    der    beiderseitigen    Koordinatensysteme 
(Fig.  52a,  52b)   entsprechende  Elemente  E^,E.,,Eq  imd  e^,(\2,eQ    der 
Perspektiven  Beziehung   wählen  (Fig.  53). 
Sind    dann   P  und  p   zwei    beliebige   ent- 
sprechende Elemente,   so  ist  nach  §  5,  3: 

{E,E,FE,)^{e,e,pe,) 

imd  daher  nach  i  11),  (11'): 

(18j  d\  :  x^  =  H^  :  H,. 

Wählt  man  hei  perspeJdiver  Lage  von 
PunlireiJie  und  StrahJhüsehel  drei  Paare 
entsprechender  Elemente  als  Bestandteile  der 
Koordinatensysteme ,  so  sind  die  ZiceiecLs- 
hoordinaten  eines  Panltes  ihrem  Yerhält- 
nisse  nach  gleich  den  ZweieclisTiOordinaten  des  entsprechenden  Strahles^^) 
(vgl.  §8,  3).  _  _ 

Würde  mau  in  §  ö,  (4)  »SO  als  Längeneinheit  nehmen,  so  würde 
X  =  ig  cp  werden.  In  der  Tat  hätte  man  dann  die  Punkte  a;  ^  0,  oo,  1 
und  die  entsprechenden  Punkte  ig  cp  =  0,  ^o,  1  als  Bestandteile  der 
beiderseitigen  gemeinen  Koordinatensysteme  genommen  (§  6,  9). 

Infolge  der  Beziehung  (18)  können  wir  die  folgenden  Betrach- 
tungen auf  die  Zweieckskoordinaten  beschränken,  indem  wir  still- 
schweigend die  Zweiseitskoordinaten  einschließen. 

11.  Darstellung  der  Doppelverhältnisse  in  Zweieckskoordinaten. 
Führt  man  nach  (8)  durch  die  Substitution  u,  =  -^,  u.,  =  ,-,  u»  =    -, 

II j^  =  ,'     in  §  6,  (25)    die    Zweieckskoordiuaten    -^'i,  .'"g  =  «i;  «2;  ^1;  ^2? 

Ci,c.2]  d^,  d.2   von  vier  Punkten   A,P,(',I)    ein    und    .setzt   allgemein 

zur  Abkürzung: 

(19)  x^y,  -  x.iji  =  (xy), 

so  ergibt  sich: 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  A.  B,  C,D  mit  den  Zweiechs- 
Jcoordinaten  x^,  x^  =  a^,  ö^;  ^i.,^2'1  ^i>  ^27  ^^i?  ^h  ist'^''): 

{ac){bd)  ^  (g,  c^  —  ajC^)  {b^  d^  —  b^  i\ ) 


(20) 


ABCD)  = 


{b  c)  (a  d)        (iij  c,  —  fc,  Cj )  («j  d^  —  a^  rf, ) 
Das  Doppelverhältnis  von  zwei  Punkten  A,  B  zu  den  Eckpunkten 
E^,  E.2  des  Koordinatenzweiecks  folgt  (§  7,  (10))  aus  (20)  mit  q=0, 
Cg  =  1 ;  d^  =  l,  d.2  =  0: 
(21)       ■  d  =  i^E,E2AB)^^.'^. 


38  §  7,  12-13.     §  8,  1. 

Zwei  zu  E^ ,  E.2  harmonische  Punkte  haben  entgegengesetde  Koordinaten- 
verliältnisse  x^,  x.^  und  x^,  —  x^  (§  0,  11). 

12.  Gleichung    eines    Punktes   in   Zweieckskoordinaten.     Wie 

in  §  1,  11  und  §  7,  3  kann  ein  Punkt  durch  eine  homogene  lineare 
Gleichung  von  der  Form: 

(22)  a^Xi  -\-  a^x^  =  0 

gegeben  werden.     Seine  Zweieckskoordinaten  sind  dann: 

(23)  x^  '.  x^  =  —  O2  :  «1 , 

woraus  zugleich  hervorgeht,  daß  die  Gleichung  (22)  ohne  Ände- 
rung ihrer  Bedeutung  mit  einem  konstanten  Faktor  multipliziert 
werden  kann. 

13.  Doppelverhältnis  von  Punkten,  die  durch  ihre  Gleichungen 
gegeben  sind.     Sind  zwei  Punkte   G^,  G^  durch  ihre  Gleichungen: 

(24)  X^  =  a^^x^  -f  a.^2^'2  ="  ^;     -^2  =  %i'^"i  +  '^<22*'2  =  ^ 
gegeben  und  Zicci  PunJce  P  und  Gq  durch  ihre  Koordinaten  x^,  x.2  und 
^\^,  x^^,  so  erhält  man  das  DoppcIvcrJiältnis  der  vier  Punkte  aus  (20), 
indem  man  a^,  a^;  h^^,  h.^   nach   (23)    durch    —  a^.^,  r^j^-,   —  «22?  %i    und 
^i- ^2  7  '^hj  ^h  durch  x^^,  X2]  x^^,  x.2^  ersetzt,  also: 

f9^\        fr'  P   T^C  \  =  C^ii "^1  ~T"  ^12 »^2)  (^21  -^i    ~r  ^'22 •^'2  )  __  _2      :^i 


worin: 


./Vi        ^11  "^'l        ~\       'mo^O    j  -^Vc)       ''■'•)1  «^1  |~    ^^*>9^9    ' 


§  8.  Die  Transformation  der  Zweieckskoordinaten. 

1.    Veränderung   des  Einheitspunktes    bei   festen   Eckpunkten 
des  Koordinatenzweiecks.    Nach  §  7,  (11)  oder  (17)  ändern  sich  bei 
Veränderung  des  Einheitspunktes  Eq  im  System  der  Zweieckskoordi- 
naten  .-Tj,  x^    diese   selbst   nur  je   um    einen  konstanten  Faktor.     Will 
,  man    also    bei     gleichbleibenden    Eck- 

-^'=04  if-i ^k  4^.  punkten  E,,  E^  des  Koordinatenzwei- 
ecks an  Stelle  der  alten  Koordinaten 
x^,  x^  neue  Koordinaten  y^,  y/,_,  einführen, 
deren  Einheitspunkt  E^  im  alten  System  die  Koordinaten  x^^,  x^  hat, 
so  müssen  zwischen  den  Koordinaten  x^,  x.,  und  Hx-ll-,  desselben 
Punktes  P  jedenfalls  Beziehungen  von  der  Form: 

QXi  =  ni^y^,     QX.^ni^y. 
bestehen.     Die    Faktoren    »i^^,  nLy    bestimmen    sich    aber   aus   der  Be- 
merkung, das  für  y^,  y.,  =  1,  1  (§  7,  (12))  x^,  x.,  =  x^K  xj^  werden  soll. 
Es  folgt  also  (Fig.  54): 


2  —  3. 
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Um  von  den  alten  Zweieckskoordinaten  x^,  x^  zu  neuen  Ztveiecks- 
koordinafen  1/^^,1/2  iihemigehen .  die  hei  gleielien  Eckimnkten  E^,  E.^  des 
Koordinafensiveiecks  einen  anderen  Einheitspunkf  Eq  :  x^,  x.2  =  x^,  xj^ 
haben,  dienen  die  Formeln: 

(1)  QX^    =  A'iVl  ,        QX2  =  ^'2^2  • 

Ist  insbesondere  der  neue  Einheitspunkt  E^  der  vierte  harmo- 
nische zu  den  Eckpunkten  E^,  E.^  und  dem.  alten  Einheitspunkte  Eq 
(Eq  :  x^,  x.2  =  1,  ^'j  E^'  :  x^,  X2  =  1,  —  1  nach  §  1,  (21)),  so  hat  man 
statt  (1): 

(2)  P'^-'i  =  yi,     QX,  =  -i/.,. 

2.  Vertauschung  der  Eckpunkte  des  Koordinatenzweiecks.  Eine 
Vertauschung  der  beiden  Eckpunkte  E^^,  E.^  des  Koordinatenz'^veiecks 
bei  festem  Einheitspunkte  E(^,  die  sich 
in  den  Formeln: 


E. 


K     K 


11 
11 


1,0 
0,1 


(3)  QX^  =  %J.2,       QX.,  =  i/^ 

Jf  lg.  öo. 

ausspricht,    hat    zur    Folge,    daß    für 

einen   beliebigen  Punkt  P  und   für   die   Eckpunkte  Ej^,  E^   an    Stelle 

von  §  7,(11)  und  (10)  die  Formeln  treten  (§  3,  (19)): 

(4)  y,:y,  =  (^E,E,E,F)  =  §-§>.  §^-    E,u/„i/,==l,0',    E,:y„i,,  =  0,l 

(Fig.  55).  Wir  erwähnen  dies,  weil  wir  im  folgenden  meist  von 
solchen  Zweieckskoordinaten  Gebrauch  machen  werden,  die  gegen- 
über §  7,  (10)  durch  die  eben  angegebeneu  Formeln  (4)  charak- 
terisiert sind. 

3.    Transformation    des   einen   Einheitselementes   bei   perspek- 
tiver  Lage   von   Punktreihe   und    Strahlbüsehel.      Wir  erwähnen  es 
auch    zum    Zwecke    einer    Modifikation    der    Formel    §  7,  (18).     Ver- 
tauscht man  nämlich  -E\  und  E.,,  und  zugleich 
Eq  mit  dem  vierten  harmonischen  Punkte  zu 
E^,  E^,  Eq,    so    hat   man  nach  (3)   und    (2) 
x^,  X.2  durch  x.2,  — x^  zu  ersetzen,  indem  man 
die  neuen  Koordinaten  wie  die  alten  mit  dem 
Buchstaben  x  bezeichnet.     Im   Strahlbüschel 
sollen    dagegen    u^,  u.2     uugeändert    bleiben. 
Dann  folgt  aber  aus  §  7,  10: 

Wählt  man  hei  perspektiver  Lage  von 
Punktreihe  uml  Strahlbüsehel  die  Bestandteile 
der  heiderseitigen  Koordinatensysteme  derart, 
daß  E^ ,  E^  auf  den  Strahlen  e^ ,  e^  liegen  (Fig.  56)  Fig.  5^. 


40  §  8,  4-5. 

und'EQ  der  vierte  harmonische  zu  E^,  E^  und  dem  Schnitfpimlie  von 
€q  mit  ,g  ist,  so  besteht  zivischen  Ziveieeks-  und  Ziveiseitshoordinaten 
entsprechender  Elemente  die  Beziehung  ^^) : 

(5)  u-^^x^  -\-  U.2X.2  =  0 . 

4.  Einführung  eines  beliebigen  neuen  Systems  von  Zweiecks- 
koordinaten.    Wir    gehen    von    einem    System    von    Zweieckskoordi- 
naten   x^,  X.2    aus,    die    sich    auf    die 

Ej         ^o  ^2       '{1  '^o      ^  -f       Ecken  E^,  E.^  und  den  Einheitspunkt 
p.    g^  £"(,  beziehen,    so    daß    nach    der  Auf- 

fassung (4): 

(6)  ^,:^,  =  (£\^i^P)^|-|.||. 

Die  Ecken  J^,  J^  und  der  Einheitspunkt  Jq  des  neuen  Systems 
(Fig.  57)  seien  durch  ihre  Koordinaten  x^^^\  a^g^^^*,  x.^^-\  ajg^^^;  x.^^  x.^ 
gegeben.    Wie  in  ((>)  ist  für  die  neuen  Zweieckskoordinaten  1/^,1/2' 

(7)  Vi  •  1/2  =  {JiJ2'^i)P) 
und  daher  nach  §  7,  (20j: 

oder  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  6: 

Sind  x^^^\  ^2^^^;  it'/-\  Ä\/'^5  Xj^,  .r^^  die  Koordinaten  der  neuen  EcJcen 
J^,  J2  und  des  neuen  EinheitspunJdes  Jq  in  hezug  auf  das  alte  System 
E^,  E^'^  Eq,  so  besteht  zwischen  den  neuen  Ziveieckslioordinatcn  11^,1).^ 
tmd  den  alten  x^,  x^  die  Beziehung: 

\<3  ix^^'^x^^  —  x^^-'>x^^)  2/1  =  x^^^'>x^  —  x^^'^x^ 
■  ^  \ö  (na^i)^!"  -  x^^^^x^"")  1/2  =  x^^^^^x^  -  x^^^^x^ 

oder  nach  x^yX^  aufgelöst  mit  einem  ProportionalitätsfaMor  q  (Anm.  2,1,2): 
\QX,  =  x,^') {x,^)x,' - x,('%') y,  -  x,^) (x,^')x,' - a:/%2") V^ 

^       ^    \  QX,  =  X,^'^  (x.i'^X,''  -  X,(')X,'')  ij,  -  a^2(2)  (a;,(l)a-^0  _  ^^W^.^)  y^,  .41) 

Die  Determinante  der  Koeffizienten  von  y^  und  —  y^  in  (10): 

ist  von  Null  vei'schieden,  da  keine  zwei  der  drei  Punkte  J^,  J.,,  Jq 
zusammenfallen. 

Die  Formeln  (9)  und  (10)  enthalten  von  allen  Koordinaten- 
paaren Xj^jX.y,  yi,y.2j  x^^^\x2^'^^]  Xj}-\  x^^-^;  x^^yX^^  je  nur  das  Vrr- 
hältnis. 

5.  Die  Transformation  der  Zweieckskoordinaten  als  lineare 
Substitution.     Die  Gleichungen   [W)  haben  die  Form: 


§  8,  5.  41 

mit  nicht  verschwindender  Determinante: 

(12)  C=    '''    ''■'   . 

Die  Verhältnisse  der  Koeffizienten  der  „linearen  Substitution"^-)  (11) 
sind  nach  (10)  in  bestimmter  Weise  von  den  Koordinaten  der  ge- 
gebenen Punkte  Jj,  J.2,  Jq  abhängig. 

Umgekehrt  bestimmen  die  Gleichungen  (11),  als  Transformations- 
formeln  gedacht,  bei  beliebig  gegebenen  Verhältnissen  der  Koeffi- 
zienten C]j,  rj2,  ^21,  ^22  die  Koordinaten  der  Punkte  J^,J,^,J^^^.  Denn 
diese  haben  nach  §  8,  (4)  und  §  7,  ( 12 )  im  neuen  System  die  Koor- 
dinaten: 

^,,^2  =  1.0;     0,1;     1,1. 

Für  ihre  Koordinaten  x^^\  ^■i^^'-,  ^\'^j  x^^'^\  x^,  x.^  im  alten  System 
folgt  daher  aus  (11)  selbst: 

(13)  rr/^) :  iCa^^^  =  t-ji :  <^'2i ;   x^^-'>:x^^^'^  =  c\^:C2^\   .ri°:  a;^*^  =  q^-f  q,  =  ^21  +  %' 
Entsprechendes   gilt   für   die  Auflösungen    der   Gleichungen  (11): 

^^^  •  (<?.'/!   =    ^^U^l    +    Ql  ^2 

in  denen  die  Koeffizienten  die  Unterdeterminanten  von  C  sind  (Anm. 
2,  II,  2).     Wir  heben  zusammenfassend  hervor: 

Für  den  Übergang  von  einem  alten  ZweieckshoordinaUn&gsteiu  x^,  x^ 
zu  einem  tieuen  1/1,^2  gelten  die  TransformationsformeJn  (11)  und  ri4) 
und  sind: 

\X.KJ}  tl/A      •     lAy^      ^11      *     ^91    1  *^1      "    *^'9     '19     •     ^-JO 

die  alten  Koordinaten  der  neuen  Eelen  und: 

(16)  yi-y-2-c^i-  Q2;    ^1 :  //2  =  Qi :  C2 

die  neuen  Koordinaten  der  alten  Eelen. 

Die  Eiuheitspunkte  lassen  wir  in  diesem  Satze  beiseite,  da  sie 
nach  §  8,  1   auch  für  sich  allein  betrachtet  werden  können. 

In  gleichem  Sinne  brauchen  wir  auch  die  Formeln  ilOi,  indem 
wir  g^  und  y.^  je  um  einen  Faktor  ändern,  in  der  kürzeren  Form: 

QXi  =  x^^'hj^  +  x^^-)if. 


(17) 

■     1-2  =  x^^^'y,  -h  x.r>y,, 

wo  wieder  a;/^),  x.}^'^  und  x^^^\  x^'^   die  alten    Koordinaten   der    neuen 
Eckpunkte  sind. 
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§  8,  6—8. 


6.  Darstellung  der  Transformation  durch  eine  bilineare  Glei- 
chung. Da  die  Gleichungen  (11)  und  (14)  nur  die  Aufgabe  haben, 
die  Verhältnisse  der  2\,  x.,  und  der  y^,  y^  eindeutig  durcheinander  dar- 
zustellen, kann  man  sie  mit  Elimination  Ton  q  aus  (11)  auch  durch 
die  eine  Gleichung  darstellen: 

( 1  '^)  C-n  ^'l  </l  +  ^22  X^  y,  —  Cji  iCg  ?/i  —  Ci2  ^2  2/2  =  <^  • 

Diese  hilineare  Gleiehimg  ist  also  ebenfalls  der  Ausdruck  der  Trans- 
formation der  ZweiecA'sloordinafen. 

7.  Beziehung  zwischen  Zweiecks-  und  Zweiseitskoordinaten 
hei   perspektiver   Lage  von   Punktreihe   und  Strahlbüschel.     Führt 

man  in  §  7,  (18)  auf  der  Geraden  r/  mittels  der 
Transformation  §  8,  (11)  statt  x^,  x^  neue  Ko- 
ordinaten ?/i,^2  6^^  '^^^  bezeichnet  die  letz- 
teren nachträglicli  wieder  mit  x-^^  x^_,  so  er- 
gibt sich: 

Wählt  man  hei  perspelitiver  Lage  von  Punld- 
reihe  und  Strahlhüscliel  (^Fig.  08)  die  Bestandteile 
der  beiderseitigen  Koordinatensysteme  E^,  E^,  Eq 
und  e^,  e.2,  e^  ganz  unabhängig  voneinander ,  so 
bestellen  zivischen  den  Koordinaten  .rj^Xg  des 
laufenden  Fmiktes  P  der  Punltreihe  und  den 
Koordinaten  u^,  u.^  des  durch  ihn  hindurch- 
gehenden Strahles  p  die  Beziehungen-^): 

-7  7  I  QUi,  ==  Co.  X-i   ~p  609  Ä^o 

oder  auch: 

(20)  '^'21  ^'1^1  +  ^2-j''r^2  ~  '"u^'i'-'^i  ~"  Clo^^,.r2  =  0. 

8.  Invariante  der  Transformation  der  Zweieckskoordinaten. 
Sind  Pj  und  P^  zwei  beliebige  Punkte  der  Geraden  und  .r/^),  0^2^^^; 
^i'^\  ^2^^^  ib^'^  Koordinaten  im  alten  und  y^^^\  Vn''^^'-,  yS'\  ^2^"^  ^^^^^  ^^' 
ordinaten  im  neuen  Koordinatensystem  von  §  8,  5,  so  ist  nach  (li): 


Fig.  58. 


x,('-) 


xß) 


^11   c^.\y^  «/^(i) 
\y^  y,i^) 


Cn2/l^'^+Ci2y2^'^      C2i«//^^C22?/2^^^     _     -U 

Cii?//^^+Ci2?/2^"^    C2iyi-'^+c,.,yf-)         C21 
(Aum.  1,V,  1)  also  nach  (12): 

Die   Determinante   aus   den    Zweiecksloordinaicn  zweier  beliebigen 
Punkte  ist  eine  Invariante  der  Koordinatentransformation. '^^) 

Ihr  Verschwinden  bedeutet  den  Zusammenfall  der  beiden  Punkte. 


§  9,  1- 
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§  9.   Die  Grleiclinngeii  der  Pnnktreilie  und  des  Stralilbiiscliels. 


(1) 


1.  Die  Gleichung  in  gemeinen  Koordinaten  mit  multipliziertem 
Teilungsverhältnis  als  Parameter.     Wenu: 

\x,  =  A,xi-B,  '^   ^      \ü,  =  Ä^  +  B,tg<p 

gesetzt  wird  (^i-Z?o  —  Ä,2B^^=^()),  so  gibt  die  Gleichung: 

(2)  ^  =  1  (2')  ^=1 

nach  §  6,  (10),  (12)  (mit  Ä,  B  für  nach  i;  6,  (10'),  (12'j  (mit  B,  A  für 
a,  h)  das  multiplizierte  Teilungs-  a,  h)  das  multiplizierte  Teilungs- 
verhältnis u  jedes  Punktes  x  der  Verhältnis  a  jedes  Strahles  des 
Geraden,  bezogen  auf  die  Anfangs-  Strahlbüschels,  bezogen  auf  die 
punkte  X^  =  0  und  X^  =  0  und  Anfangsstrahlen  L\  =  0  und  C'^  =  0 
den  Multiplikator  A^  :  Ac,.  und  den  Multiplikator 

(§  6,  (14'),  (15')). 
Umgekehrt  kann  man  bei  gegebenem  ^  aus  (2),  bezüglich  (2')  x  und 
tg  (p  berechnen  und  daher  mit  Hinblick  auf  §  1,  11  und  §  2,  12  sagen: 


(3) 


Sind: 

X^  =  A,x-\-  B^  =  0 
X^  =  A,x  -\-  B,  =  0 


(3') 


U,  ^A,  +  B,tg<p  =  0 
U,  =  A,  +  B,tg(p  =  0 


die  Gleichungen  zweier  verschiedenen  j  die  Gleichungen  ziveier  verschiedenen 
Punl'te    einer    Pnnlireihe    im    ge-  ^  Strahlen  eines  Strahlbüschels  im  ge- 


0      ^o 


X^ 


X^ 


Fig.  50  a.  Fig.  59  b. 

meinen  Koordinatensijstem  (Fig.  59  a), '  meinen  Koordinatensystem  (Fig.  59  b), 

so  ist:  so  ist: 

(4)  Xi-uX,  =  0  ;(4')  L\-,aU,  =  0 

mit: 

(5) 


mit: 
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§  9,  2-3. 


die  Gldchumi  des  Fmiktes,  der  die\die  Gleiclmng  des  StraJdes,  der  den 
Strecke  jener  beiden  im  Verhältnis  Winliel  jener  heiden  im  Sinusver- 
X  teilt.  hältnis  1  teilt.     Dalei  gilt  die  den 

Da  die  Gleichung  bei  wechseln-  Anfangsstrcdd  o  entholtende  Winkel- 
dem  a  alle  Punkte  der  Reihe  dar-  fläcJie  als  äußere"-),  in  der  X  positiv 
stellt,  nennt  man  sie  die  Gleichung  ist  (§4,  1.  2). 
der  Punltreihe  mit  dem  Parameter  ^  Man  nennt  f4'l  die  Gleichung 
A,  beziehungsweise  jii.  Die  Punkte  (3)  ;  fZes  Strahlbüschels,  die  Strahlen  (3') 
heißen  die Grund2)U)d,te(\e]:Iyeihe^^).   die   Grundstrahlen  des  Büschels. 

2.  Die  Gleichung  in  gemeinen  Koordinaten  mit  Doppelverhältnis 
als  Parameter.  In  gleicher  Weise  wie  in  §  9,  1  ergeben  sich  die 
beiden  folgenden  Sätze  aus  §  G,  8: 


Sind  icieder  (3)  die  Gleichungen 
der  Grimdpiinlie  G^ ,  G^  einer  Punkt- 
reiJie  im  gemeinen  Koordinatensystem 


Sind  icieder  Co)  die  Gleichungen 
der  Grundstrahlen  g^ ,  g^  eines  Strahl- 
büschels im  gemeinen  Koordinaten- 


G,     G„ 


X=o 


X=o 


V^ 


Fi«.  601). 


(Fig.  60a)  und  Xq  die  Koordinate  sysfem  (Fig.  60b)  und  tg  qr^  die 
des  den  Grundimnlden  beigegebenen  Koordinate  des  den  Grundstrahlen 
EinheitspunMes  G^,  so  ist:  \  beigegebenen  Einheitsstrahlesg^,  so  ist: 


(6) 


X," 


^ 


X." 


0 


(6') 


u. 


-o  —  (^ 


LV 


=  0 


die  Gleichung  der  Punktreihe,  und  die  Gleichung  des  Strahlbüschels,  und 
bedeutet  der  Parameter  }i  das  Dop-  bedeutet  der  Parameter  g,  das  Dop- 
pelverhältnis des  laufenden  Punktes  P  pelverhältnis  des  laufenden  Strahles  p 
der  Beihe  zu  den  Grundpunlden  und  des  Büschels  zu  den  Grundstrahhn 
dem  Einheitspunkte:  und  dem  Einheitsstrahl: 

(7)  ^=^(G^G,PGq).  (7')  ,^  =  {9i92P[/o)- 

Die  Angabe  der  innern  Winkelfläche  ist  bei  (7')  nicht  mehr  er- 
forderlich (§  4,  (j). 

3.    Die    Gleichung    der    Punktreihe    in    homogenen    gemeinen 
Koordinaten.     Bei  Anwendung  homogener  gemeiner  Koordinaten  .r,  t 

und  Xq,  Iq  für  .r  und  x^  wird  die  Gleichung  (6): 


Fig.  (U. 


§  9,  i-  45 

fQ\  A,x-\-Bjt'  _       A,x-\-B,t    _  - 

Diese  Gleichunof  kann  nun  auch  auf  den  Fall  angewendet  werden,  wo 
mit  ^^2  =  ö  der  eine  Grnndjninli  X.2  =  A^^x  -\-  B.2f  =  0  uueudJicIi  fern 
ist  (§  7,  (6).     Sie  wird  dann: 
,9.  A,x  +  B,t    _     1_Q 

während  gleichzeitig  nach  (1 )  der  Parameter: 

(lU)  ^,  =  (G,P..FG,)  =  p^ 

die  Bedeutung  des  einfachen  Teilungsverhältnisses  erhält  i§  3,  11). 

■1.  Die  Gleichung  der  Punktreihe  in  Zweieckskoordinaten  mit 
Doppelverhältnis  als  Parameter.  Indem  wir  uns  nach  der  Bemer- 
kung §  7,  10  auf  die  Punktreihe  beschränken,  führen  wir  auf  dieser 
ein  System  von  Zweieckskoordinaten  x^,  x^  mit  den  Eckpunkten  i'^,  E2 
und  dem  Einheitspunkte  Eq  ein,  so  daß  wie  in  §  7,  (11): 

(11)  x,:x,  =  {E,E,PE,). 

Es    seien    nun    zwei   feste   Punkte        ^j o "     ^-    o^      0°  ^2  ^ 

G^,   (r,    der     Reihe     (Fig.    61 1     durch 
ihre  Gleichungen: 

(12)  ^1  =  «ir'^'i  +  ^'i2-^i  =  *';     X,  =  «.,iA\  +  %.r.  =  0 

und  ein  dritter  fester  Punkt  Gq  durch  seine  Koordinaten  i-/,  x.2^ 
gegeben. 

Nach  §  7,  (25)  ist  das  Doppelverhältnis  des  laufenden  Punktes 
P  =  Xj^.  Xo  zu  den  drei  festen  Punkten: 

(13)  ii  =  {G,G,PG,)  =  ^,-^- 

Umgekehrt  bestimmt  diese  Gleichung  bei  gegebenem  u  den  Punkt 
x^,  x.^-  sie  ist  seine  Gleichung. 

Sind  also  (12)  die  Gleieltungen  der  Griindpanlde  G^,  G^  einer 
Pimltreihe  in  Ziveieclislioordinaten  ^r^,  x^  und  x^^,  xj^  die  Koordinaten 
des  den  GrundinmMen  heigegehenen  EinheHsjmnJctes  G^,  so  ist: 

die  Gleichung  der  Pimltreihe,  und  bedeutet  der  Parameter  n  das  Doppel- 
verhältnis  des  laufenden  PunJdes  P  der  Picihe  zu  den  festen  Punlfen: 
(15)  u  =  (G,G,PG,). 

Die  Gleichung  (14)  enthält  von  den  Konstanten  der  Glei- 
chungen (12)  nur  die  Verhältnisse  a^J  :  a^^,  a.^^-.a.y.^.  wie  auch  nur 
die  Verhältnisse  x^^  :  xj^  und  ,/j  :x.,. 


46  §  9,  5-6. 

Nimmt  man  die  Konstante  X^^  :  X^^  in  den  Parameter  ju.  auf  und 
schreibt  die  Gleichung  (14)  in  der  kürzeren  Form: 

(16)  X, -^X,  =  0, 

so  ist  jtt  schlechthin  das  multiplizierte  Teilungsverhältnis,  nach  dem 
P  die  Strecke  G^  G.,  teilt  (§  6,  4 ). 

5.  Zusammenfall  der  Grundpunkte  der  Reihe  mit  den  Ecken 
des  Zoordinatenzweiecks.    Fallen  die  Grundpunkte  G^,  G.2  der  Punkt- 
reihe mit  den  Ecken  EJx,  =  0,%  7,  (10)) 

i"  E       E.  1  V     1  _    7   7f       7   ^         V 

— ?r '^ — fr ^ und  Eo  (a;,  =  0)   des    Koordinatenzwei- 

y.^  g.,  ecks  zusammen,  ist  also  in  (12)  aj2  =  0 

und    «21  =  ö    i^^S-  ^-)f    ^o    wird    die 
Gleichung  der  Punktreihe   an   Stelle  von  (14): 

(17)  v^'^V'^^'    ^c  =  iE,E,PG,). 

Fällt  auch  der  Einheitspunkt  Gq  der  Punktreihe  mit  dem  Einheits- 
punkte Eq  des  Koordinatensystems  zusammen,  wird  die  Gleichung 
der  Punktreihe: 

(18)  x^-^x,==0,     .u  =  {E,  E,  PE^) 

übereinstimmend  mit  der  Gleichung  §  7,  (8). 

6.  Veränderung   der   Grundpunkte    der  Punktreihe  bei  festem. 
Koordinatensystem.     In  die  Gleichung  (16)  der  Punktreihe  sollen  an 

Stelle   der   Grundpunkte  G^,  G^   zwei 
-gr  ^o   ^2    ^x     y^  ¥t    ^       neue  Grundpunkte  H^,  H.,   eingeführt 

werden,     die    durch    ihre    Parameter 

iig.  63.  ' 

(^1}  ^-2   gegeben   sind  (Fig.  63).     Setzt 
man  dann  mit  zwei   beliebigen  konstanten  Faktoren  »i^  und  ni^: 

(19)  Y,  =  »i,(X,-fi,X,),     Y,  =  m,{X,-^,X^), 
so  sind  (§  7,  12): 

(20)  r,  =  o,    Y,  =  0 

die  Gleichungen  der  Grundpunkte  H^,  H.,.  Aus  (19)  folgt  aber 
durch  Auflö.sung  nach  Xj,  A'o: 

(u.  —  lu)  X,  =  ,«.  — ^  —  u.,     ',     (.u.  —  u,y)  Xo  =  — ^  • 

Damit  wird  die  Gleichung  (16): 

(  u  —  u.,)      '    —  (u  —  u.)  -^  =  0 
■'        '  -     III,  '        '  '-   111^ 


oder  mit  der  Abkürzung: 


§  9,  6.  47 

(21)  V  =  ^  '"^-  •"  : 

(22)  l\-vY,  =  Q>. 

Damit  sind  also  die  neuen  Grundpunkte  (20)  in  die  Gleichung- 
der  Punktreihe  eingeführte^).  Der  neue  Parameter  v  bedeutet  wieder 
das  multiplizierte  Teilungsverhältnis,  nach  dem  der  laufende  Punkt  P" 
der  Reihe  die  Strecke  H^H.^^  teilt.  Er  ist  von  dem  alten  Parameter 
abhängig  durch  die  Formel  (21),  die  bis  auf  die  Bezeichnung  des 
Faktors  m^  :  »l^  wieder  die  Formel  §  G,  (29)  ist. 


II.  Abschnitt. 
Die   Ebene. 


0 


Fig.  (-4. 


I.  Kapitel. 

Das  gemeine  Koordinateusystein. 

§  10.  Die  gemeinen  Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene. 

1.    Das    rechtwinklige    Koordinatensystem.       Als    Kooräiudte})- 
^y  System  in  einer  Ebene  dienen  zwei  sieh  senk- 

recht sehneidende  gerichtete  (§  1,  3)  gerade 
Linien  (Fig.  04).  Ihr  Schnittpunkt  0 
heißt  der  Koordinatcuaufangspunld.  Die 
beiden  Geraden  selbst  heißen  Koordinaicn- 
achsen  und  werden  als  x- Achse  und  y-Achsc 
unterschieden.  Der  Punkt  0  teilt  jede 
Koordinatenachse  in  eine  positive  und  eine 
negative  Haihachse.  Die  Koordinatenachsen 
teilen  die  Ebene  in  vier  Quadranten. 
"Z.  Projektionen  und  Koordinaten  eines  Punktes,  Zieht  man 
durch  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  (Fig.  (')5)    Senkrechte  zur 

X-  und  //-Achse  (Parallelen  zur  //-  und 
a:-Achse)j  so  schneiden  diese  die  Achsen 
in  bestimmten  Punkten  P^  und  P„, 
welche  die  orthof/onalen 
des   Punktes    P    auf   die 

— >.      achsen  heißen. 
jr 

Die     Entfernungen 

tionen   vom   Koordinatenanfangspuukte 
0  (§  1,  1): 
x=OF_^,    y=OF,^ 
nennen  wir  die  Koordinaten  des  FunJdes  P  in  bezug  auf  das  Koordi- 
natensystem  Oxy ,  X  die  Abszisse  oder  .^■- Koordinate,  y  die  Ordinate 
oder   //-Koordinate. 


4i/ 


P 

y 


0 


y 


X 


Fig.  6.5. 


-^p 


-i- 


i?. 


ProjeJäionen 

Koordinaten- 

der     Projek- 


(1) 


§  10,  3—5. 
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Nach  §  1,  6  ist  x  zugleich  die  Koordinate  des  Punktes  P^.  auf 
der  ä;- Achse  und  //  die  des  Punktes  P,^  auf  der  2/- Achse. ^) 

Im  Gegensatz  zu  anderen  Koordinaten  werden  x,  y  C artesische 
oder  gemeine  (rechtwinklige)  Koordinaten  oder  (rechtwinklige)  Farallel- 
Jcoordinaten  genannt."*^) 

3.  Eindeutigkeit  der  Koordinatenbestimmung.  Bei  gegebenem 
Koordinatensysteme  gehören  nach  §  10^  2  zu  jedem  Punkte  P  der 
Ebene  zwei  eindeutig  bestimmte  Koordinaten  x  und  y. 

Zu  irgend  zwei  als  Koordinaten  gegebenen  Zahlen  ./•  und  //  gehört 
umgekehrt  ein  eindeutig  bestimmter  Punkt  P  der  Ebene.^'') 

Denn   nach   §  1,  6    bestimmen   x   und    i/   die   Punkte   P^.   und  P 
eindeutig.     Der   Schnittpunkt   der   durch  P^.   zur   ?/- Achse    und   durch 
P„  zur  :/'- Achse  gelegten  Parallelen  ist  aber  P. 

4.  Die  Koordinaten  als  Abstände  von  den  Koordinatenachsen. 
Indem  wir  parallelen  Geraden  der  Ebene  im  allgemeinen  auch  gleichen 


' 

y 

p 

p 

^ 

' 

X 

y 

0 

/ 

i 

X 

Fig.  66. 


> 

y 

p. 

.   .^r> 

y 

^  r 

0 

X 

4 

Fig. 

67. 

Durchlauf ungssinn  beilegen,  können  wir  die  Koordinaten  des  Punktes  P 
auch  durch  die  Strecken: 

(2)  ^  =  P,jF,     H  =  P.P 

darstellen  TFig. 66).  Sie  erscheinen  dann  als  die  senkrechten  (parallel  der 
X-  und  ?/-Achse  gemessenen )  Ahstände  des  Punktes  P  von  der  y-  und 
ic- Achse,  positiv  oder  negativ  gerechnet,  je  nachdem  die  Richtung  von 
den  Fußpunkten  P^  und  P^  nach  P  hin  mit  der  positiven  Richtung 
der  parallelen  Achse  übereinstimmt  oder  nicht.*')  Wir  können  end- 
lich auch: 

(3)  ^=0P_,,    y^P^P 

nehmen.  Die  beiden  Koordinaten  bilden  dann  einen  gebrochenen 
Linienzug,  der  von   O  nach  P  hinführt  (Tig.  67). 

5.  Besondere  Werte  der  Koordinaten.  Der  Koordinatenaufangs- 
punkt  0  hat  die  Koordinaten  x  =  0,  y  =  0.  Für  alle  Punkte  der 
iC-Achse  ist  y  =  0,  für  alle  der  //-Achse  x  =  0. 

Staude,  analyt.  Geometrie.  4 
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§  10,  6.     §  11,  1—2. 


-«A 


0 


-a,-b 


a,T) 


-^x 


arb 


Fig.  6.^ 


f^y  Vier  Punkte  von  gleichen   abso- 

luten Koordinaten  werten  a,  h  bilden 
(Fig.  68)  die  Ecken  eines  Bechtecks, 
dessen  Seiten  den  Achsen  parallel 
sind   und   dessen   Mittelpunkt   0   ist 

(vgl.  §  h  n 

Alle  Punkte  von   gleicher  a:-Ko- 
ordinate  x  ^  a  liegen  auf  einer  Par- 
allelen zur  //-Achse,  alle  Punkte  von 
gleicher  y- Koordinate  //  =  h  auf  einer  Parallelen  zur  a- Achse. 

6.  Das  schiefwinklige  Koordinatensystein.  Wenn  die  Koordi- 
natenachsen nicht  rechtwinklig,  sondern  schiefwinklig  zueinander  sind, 

so  zieht  man  durch  den  Punkt  P 
Parallelen  zu  diesen  Achsen  (Fig.  69) 
und  erhält  so  die  schiefwinkligen  Pro- 
jektionen Pj.  und  P  des  Punktes  P. 
Die  Entfernungen: 

(4)  x=OF^=^F^,P,  y=OP,^=^F^P 
sind  dann  die  schiefumikligen  Koordi- 
naten des  Punktes  P. 
Auch  für  diese  gelten  die  Angaben  §  10,  3 — 5  mit  der  unwesent- 
lichen Abänderung,  daß  in  §  10,  4  statt  der  Bezeichnung  „senkrechte 
Abstände"  nur  die  Bezeichnung  „parallel  der  x-  und  y/-Achse  ge- 
messene Abstände"  gilt  und  daß  in  §  10,  5  statt  „Rechteck"  gesagt 
wird  „Parallelogramm". 

§  11.  Die  Richtungswinkel  und  Richtungskosinus  einer  Geraden. 

1.  Positiver' Drehungssinn  in  der  Ebene.  Zur  Bestimmung  der 
relativen  Größe  der  Winkel  (§  2,  4)  in  der  Ebene  setzen  wir  den 
der  Betvegmif/  des  Wwzeigcrs  enigegcngeseizten  T)reliinigssi)ui  allgemein^*') 
als  positiven  Drehungssinn  fest.'') 

2.  Der  Richtungswinkel  einer  gerichteten  Geraden  gegen  die 
a;-Achse.     Eine    gerichtete    (vgl.  §  1,  3)    unbegrenzte    oder    begrenzte 

Gerade  g  hat  danach  gegen  eine  feste 
gerichtete  Gerade,  etwa  die  .r- Achse  des 
Koordinatensystems  (Fig.  70),  einen  bis 
auf  Vielfache  von  2;r  bestimmten  BirJi- 
tmigstvinkel: 

(1)  (p  =  xg 

Fig.  70.  O'gl.  §  2,  7). 


§  11,  a-4. 
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Alle  mit  g  parallelen  und  gleichgerichteten  Geraden  (oder  Strecken) 
haben  denselben  Richtungswinkel  (Fig.  70). 

3.  Positiv  oder  negativ  orientiertes  Aehsensystem.  Je  nachdem 
bei  einem  Achsensystem  Oxy  die  positive  Halbachse  ij  auf  der  linhm 
oder  rechten  Seite  der  a:- Achse  (mit  Bezug  auf  deren  positiven  Durch- 


y^ 


<h) 


(CIJ 


(U) 


Fig.  71. 


Fig.  1>. 


laufungssinu)    liegt    (Fig.   71,   («)  und  ^h}),    nennen    wir    das    Achsen- 
system positiv  oder  ne(/ativ  orientiert. 

Je  nachdem  daher  das  Achsensystem  positiv  oder  negativ  orientiert 
ist,  hat  man  für  den  Richtungswinkel: 

(2)  w  =  xy 

der  y- Achse  gegen  die  a;- Achse  beziehungsweise: 

(3)  CO  <  -t;  sin  o  >  0     oder     ca  >  itt;  sin  co  <  0 
und  in  der  Formel^^): 

sin  xy  =  eVl 


(4) 


cos"'  xp 


beziehungsweise  f  =  -f  1   oder  £  =  —  1 . 

Das  rechtwinklige  System  (Fig.  12,  ui)  und  (h))    ist   positiv   oder 

negativ  orientiert'-),  je  nachdem  CO  =  ^    oder  ca  =  - j— •     Wir   benutzen 

in   der  Regel  das  positiv  orientierte  System. 

4.  Die  Richtungswinkel  einer  gerichteten  Geraden  gegen  beide 
Koordinatenachsen.  Bei  gegebenem  Koordinatensystem  Oxy  zieht 
man    statt    des    einen    Richtungswinkels   cp  y„ 

in  (1)  der  Symmetrie  wegen  auch  die  beiden 
Richtungswinkel: 


(5) 


cp  =  x(/,    t  =  yg 


in  Betracht  (Fig.  73).    Zwischen  diesen  be- 
steht nach  §  2,  (9 )  die  Beziehung: 


Fig.  74. 


§  11,  5—7. 

xg  +  g^j  -\-yx  =  0 
oder  nacli  (2)  und  (5): 

(6)  t  =  cp  —  03; 

beim  positiv  (Fig.  74)  oder  negativ 
orientierten  rechtwinkligen  System  be- 
züglich: 

(7)  t  =  (p-  1      oder     t^'  =  gp  +  ^  • 


5.  Die  Richtungskosimis.  Die  Kosinus  der  beiden  Winkel  (p  und  i< 

(8)  a  =  cos  q),     h  =  cos  t 

heißen  die  Bkldiings'kosinus^^)  der  gerichteten  Geraden  g.  Zur  Bildung 
dieser  können  statt  (p  und  ^  nach  §  2,  -t  auch  die  absoluten  konvexen 
oder  konkaven  Winkel 

(9)  ^  =  ^g,    i'  =  yg 

benutzt  werden. 

Entgegengesetzt  gerichtete  Gerade  haben  entgegengesetzte  Richtungs- 
kosinus 
(lOj  a,  h     und     —  a ,  —  h. 

6.  Richtungskosinus  im  rechtwinkligen  System.     Beim  positiv 
orientierten  rechtwinkligen  System  (Fig.  75)  stellen  sich  die  Richtungs- 


^S^'fa,b) 


ijlA-B) 


Fig.  75. 


FiK    76. 


kosinus  durch  den  einen  Richtungswinkel  gj  nach  (7)  in  der  Weise  dar: 

(11)  a  =  cos  (p,     i»  =  sin  g? 

{h  =  —  sin  fp    bei    negativ    orieuticrtem    System),    und    besteht   daher 
zAvischen  ihnen  die  Relation: 

(12)  a-  -f  tr  =  1 . 

7.    Die  Verhältnisse    der   Richtungskosinus.     Kennt  man  daher 
zwei  Größen  A,  JB,  die  sich  wie  die  Kichtungskosinus  a,  h  verhalten: 


§  12,  1—2. 
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(13)  ff:h  =  Ä:B, 

so    sind   diese   mit   Benutzung   der  Relation  (12)    bis   auf  ein  gemein- 
sames  Vorzeichen  bestimmt: 


(1^) 


A 


YA^-i-B^' 


h  = 


B 


YA^+B^' 

Die  Verhältnisse  der  Bichtungslosinus  bestimmen  also  (Fig.  76) 
nach  (10)  die  ungerichtete  Gerade  {h  :  a  =  tg  (p  nach  (11));  sie  sind 
homogene  Koordinaten  der  ohne  Pfeilspitze  genommenen  Richtung 
(wie  X,  y  in  §  7,  ^2)). 

§  12.   Die  Koordinaten  einer  Strecke. 

1.  Polarkoordinaten  einer  Strecke.  Eine  StrccJce  PP'  (Fig.  77) 
mit  dem  Anfangspunkte  P  und  dem  Endpunkte  P'  (vgl.  §  1, 1)  hat  eine 
bestimmte  absolute  Länge  (vgl.  §  1,  2): 

(1)  s  =  PP' 


'(a,h) 


iJk 


Fig.  77. 


und  eine  bestimmte  Pachtung  (vgl.  §  1 1, 2). 
Während  aber  die  Strecke  in  einer  Ge- 
raden (vgl.  §  1,  4)  nur  zwei  Rich- 
tungen haben  kann,  bleiben  einer  Strecke 
in  der  Ebene  nnendlicli  viele  (oo^j  Rieh-  T^"^ 
tungen  oifen.  Zur  Bestimmung  der 
Richtung  dient  daher  nicht  mehr  wie 
dort  das  zweifache  Vorzeichen  (vgl. 
jedoch  §  12,  8),  sondern  der  Picht ungswinl'el  cp  oder  die  Bichtungs- 
l-osimis  a,h  der  Strecke: 

(2)  (p  =  xs,     a  =  cos  xs,     h  =  cos  ys. 

Hierbei  wird  der  Einfachheit  wegen  s  in  doppelter  Bedeutung  ge- 
braucht, insofern  es  in  der  Regel,  wie  in  (Ij  die  absolute  Länge  der 
Strecke,  in  dem  Fall  aber,  wo  es  unter  dem  Kosinus  als  Schenkel 
eines  Winkels  vorkommt,  die  gei'ichtete  Strecke  PP'  oder  eine  Gerade 
von  gleicher  Richtung  (vgl.  §  11,  *2)  bedeutet. 

Wir  nennen  die  absolute  Größe  s  und  die  BichtungsJcosinus  a,  b 
die  Polarloordinaten  der  Strcrlr.'"^} 

2,  Gemeine  Koordinaten  der  Strecke.  Die  Projektion  Pj.PJ 
einer  Strecke  PP'  (Fig.  78)  auf  die  .r- Achse  wird  von  den  Projek- 
tionen P^  und  PJ  der  Endpunkte  P  und  P'  (§  10,  2)  begrenzt.  Sie 
ist  wieder  eine  Strecke,  und  zwar  eine  solche,  die  nur  zwei  Richtungen 
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haben  kann,  da  sie  in  der  festen  a:- Achse  liegt-,  sie  wird  daher  positiv 
oder  negativ  gerechnet  im  Sinne  von  §  1,  4. 

Die  Projektionen    der  Strecke  TF    auf 
die  beiden  Koordinatenachsen: 


(3) 


X  =  PP' 


Y=  P  P' 

y    y 


Fig.  78. 


^,'' 


heißen  die  gemeinen  rechtwinMigen  oder  recM- 
tvinliigen  Parallelhoordinaten  der  Streclce. 

Durch   die   Koordinaten  x,  y  und  x,  y 
der  beiden  Endpunkte  P  und  P'  dargestellt, 
haben    sie    nach    §  10,  2    und   §  1,  (5)   die 
Werte: 
(4)  X  =  X  —  x^     Y=  y'  —  y . 

3.    Beziehung   zwischen   gemeinen  und   Polarkoordinaten.     Ist 
allgemein  Ä' B'  die  orthogonale  Projektion  einer  Strecke  AB  auf  die 

gerichtete   Gerade   x  (Fig.  79),   so  ist: 

(5)    Ä' B' =  AB- cos  xs  =  AB -COS. TS, 

wo  .s  unter  dem  Kosinus  wie  in  §  12,  1 
die  Strecke  AB  ihrer  Richtung  nach 
bedeutet  und  die  Größe  des  Winkels 
nach  §  11,  5  relativ  oder  absolut  ge- 
nommen werden  kann. 
Infolge  dieses  Satzes  bestehen  zwischen  gemeinen  und  Polar- 
lioordinaten  einer  Strecke  die  Beziehungen: 

P^P;  =  PP'  •  cos  xs,     P„P,;  =  PF  ■  cos  ys 
oder: 

(6)  X  =  as,     Y  =  hs. 

Mit  Einführung  der  Koordinaten  der  Endpunkte  P  und  P'  werden 
diese  Gleichungen: 

(7)  X  —  X  =  as,    y  —  y  =  hs. 

Hieraus  aber  ergibt  sich  durch  Auflösung  nach  a,h,s  mit  Hinblick 
auf  §  11,  (12)  die  DarsMhmg  der  Polarlwordinaten  der  Strecle  durch 
die  Koordinaten  der  Eiu/pui/lfr: 

S        '  s 


A'  B' 

Fig.  71*. 


(B) 


V(x'  —  xf  +  {y  -  yf,     a  =  — ^  "*" 


4.  Beziehung  zwischen  einer  Strecke  und  ihren  Koordinaten. 
Die  Strecke  PP'  bestimmt  ihre  Polarkoordinaten  und  gemeinen 
Koordinaten    vollkommen    eindeutig,    aber    nicht    umgekehrt.      Denn 


§  12,   5—6. 
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Fig.  80. 


parallele  gleichgerichtete  und  gieiehlange 
Strecken  P^P^  und  FF'  (Fig.  80)  haben 
dieselben  Polarkoordinaten  und  dieselben 
gemeinen   Koordinaten. 

Durch  die  Koordinaten  x,  y  ihres  An- 
fangspunktes F  und  ihre  eigenen  Koordi- 
naten s,  a,  h  oder  X,  Y  ist  dagegen  die 
Strecke  vollkommen  bestimmt,  da  alsdann 
die  Formeln  (7)  oder  (4)  auch  die  Koordi- 
naten x',  y'  des  Endpunktes  liefern. 

5.  Polarkoordinaten  des  Punktes.  Die  vom  Koordinatenanfang-s- 
punkte  0  nach  dem  Punkte  F  hinlaufende  Strecke  OF  (Fig.  81) 
heißt  der  Leitstrahl  (Radius  vector)  des  Punktes  F. 

Die  absolute  Länge  und  der  Rich- 
tungswinkel (oder  die  Richtungskosinus) 
des  Leitstrahles  (die  Polarkoordinaten 
der  Strecke   OF): 

OF,     (p  ==  x)\      a  =  cos  a;r, 
b  =  cos  yr 
heißen  die FolarJcoordinaten  des  Fanldes  F. 
Dabei  ist  r  ebenso  wie  s  in  §  12,  1   in 
doppelter  Bedeutung  gebraucht. 

Alle  Punkte  von  gleichem  r  liegen  auf  einem  mit  dem  Radius  r 
um  0  beschriebsnen  Kreise;  alle  von  gleichem  g)  auf  einem  von  0 
unter  dem  Richtungswinkel  qp  ausgehenden  Halbstrahl.  Für  den 
Punkt   0  ist  r  =  0  und  q)  unbestimmt,  aber  auch  unnötig.^-j 

(>.  Beziehung  zwischen  rechtwinkligen  und  Polarkoordinaten. 
Zwischen  den  Koordinaten  x,  y  und  den  Polarkoordinaten  r,  a,  h  des 
Punktes  F  bestehen  nach  (7)  die  Beziehungen: 

(10)  X  =  ar,     y  =  hr 

oder  umgekehrt: 

X       -.        y 


(9)    I 


iig.  81. 


h  = 


'i-,  o,h  ist  nach  (10): 


(11)  r=Vx^i-i/,     a=  ^. 

Für  einen  Punkt  mit  den  Polarkoordinaten  r 

(12)  if  =  f/^     y  =  h- 

Zwischen   x,  y   und    r,  cp   gelten    bei   positiv  orientiertem  Koordinaten- 
system nach  i?  11,  (11)  die  Gleichungen: 

(13)  X  =  r  cos  cp,     y  =  r  sin  <p 
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und  umgekehrt: 


(14) 


r  =  Vx'^  -\-  if,     cos  cp  =  —  ,      sin  9)  = 


7.  Geschlossenes  Streckendreieck,  Schließt  sich  von  drei  Strecken 
mit  den  Koordinaten  X^Y^,  ^-2^.1  ^^^^^  -^3-^3  ^^^  zweite  an  die  erste 


^■.y-> 


Fig.  82.  Fig    83.     • 

und  die  dritte  an  die  zweite  an,  so  ist  mit  der  (Fig.  82j  angegebenen 
Bezeichnung  der  Endpunkte  nach  (4): 

^1  =  ?/3  -  ^2.         ^^2  =  ?/l  -  2/37         ^^3  =  y-2    -  Vx 

und  daher: 

-^1  ~T"   -^*-2  "1     '^   3  ^^      2  2  J 

1^  +  Tg  +  Y^  =  //a'  —  ?/2 . 
Daraus  folgt  (Fig.  83): 

Immer    dann   und  nur   dann,    iccnn   drei  Streclcn  ein  (auch   dem 
Sinne  der  Seiten  nach)  geschlossenes  Dreieck  bilden,  sind  die  Summen 
ihrer  gleiclmamigen  Koordinaten  NulP^): 
(15)  A\  +  X, +  X3  =  0,     Y,+  Y,^Y,==0. 

Das  analoge  Resultat  gilt  für  jedes  geschlossene  Polygon  von  Strecken. 
8.  Strecken  auf  einer  und  derselben  Geraden.  Kommen  auf 
einer  und  derselben  gerichteten  Geraden  g 
mit  den  Richtungskosinus  a ,  h  mehrere 
Strecken  FF',  QQ'  (Fig.  84)  in  Betracht, 
so  haben  sie  nach  §  12,  1  und  §  11,  (10) 
die  Polarkoordinaten  s,<t.h  oder  s,  —  a, 
—  h,  wenn  .'^  ihre  absolute  Länge  ist.  Es 
ist  aber  in  solchem  Falle  oft  zweckmäßiger, 
5,  a,  h  und  —  s,  a,  b  als  ihre  Polarkoor- 
dinaten zu  nehmen,  also  allen  Strecken 
Fig.  84.  dieselben  Richtungskosinus  zu  geben  und 


s',a,b 


§  12,  9.     §  13,  1. 
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ihre  Länge  nicht  absohit,  sondern  relativ  in  hezug  auf  die  Richtung 
a,  h  zu  nehmen  (vgl.  §  1,  4). 

Die  Formeln  (7)  imd  (6)  hehaUen  hei  dieser  veränderten  Auf- 
fassung der  Polaricoordinaten  einer  Strecl-e  ihre  Gültigkeii.  da  sie  nur 
von  den  Produkten  as  und  hs  abhängen. 

9.  Teilung  einer  Strecke.  Seien  (Fig.  85)  P^  =  :i\,  i/^  und 
Pg  =  X.2,  y.2  zwei  Punkte  und  P  =^  x,  ij  derjenige  Punkt,  der  die 
Strecke    PiPo    im    Verhältnis    A    teilt    (vgl.  ,,. 

§  3,  1),  so  daß 

P  P 

(16) 


P.P 


=  X. 


•^\yi 


Sind  dann  a,  h  die  Richtuugskosinus  der 
Strecke  PiP^,   so    haben   die    Strecken  PiP 

und   P^P  im  Sinne    von  §  12,8    die  Polar-     

koordinaten   P^P,  ((,  h,  und  PoP,  rt,  h,  so 
daß  nach  (7): 

a;  —  x^  =  Pj  P  •  rt,     //  —  11^  =  P^P  •  h, 
X  -  X,  =  P.P-  a,     1/  -  IL,  =  P,Ph. 

Hieraus  folgt  aber  durch  Division  mit  Rücksicht  auf  (16 


Fig.  85. 


(17) 


^1  1 


Vi 


uüd  durch  Auflösen  nach  x  und  ;/: 

Die  Koordinaten   x,   i/  des   Punlies,    der   die   Strecke   der   Purdde 
x^,  Pi  und  x^,  2/2  im   Verhältnis  l  teilt,  sind  (vgl.  §  3,  2): 

(18)  X  =  -^^  ,      y  =  —TT  ' 
Der  MitteJpunld  der  Strecle  hat  die  Koordinaten: 

(19)  x  =  '^-±^,      y 


i/i  +  ih 
2 


§  \?K    Der  Winkel  zweier  Geraden. 

1.  Der  Winkel  zweier  gerichteten  Geraden.  Zwei  gerichtete 
Gerade  p^  und  p.^  (Fig.  ?^^j)  sollen  in  einem  positiv  orientierten  Ko- 
ordinatensystem die  Richtungswinkel  g?i  und  cp^,  bezüglich  die  Rich- 
tungskosinus f/j,  h^  und  «2,  K  haben,  so  daß  nach  g  11,  (11): 

(«2  =  COS92»  ^2  ==  siu^Po. 
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Nach  §  2,  (9)  ist  nun,  da  die  Winkel  sich  bei  paralleler  Verschiebung 
der  Geraden  x,  x\,  2h  ii^ch  einem  gemeinsamen  Scheitelpunkte  nicht 
ändern  (vgl.  §  11,  2),  stets  Jhlh  =  ^Ih  ~  ^Ih  ^^^  damit: 

(2)  CO  =  p^p,  =  ^2  -  <Fi  • 

Da  hiernach: 

(2)  cos 03  =  cos^2 cosqp^  +  sinqpo smcp^,  sino  =  sin qoo cosqo^  —  %m(p^ foscp^, 

so  folgt  nach   (1) : 

Für  den  WinM  co  =  i\p^  zweier  durch  ihre  RichtiiiM/shisimis 
üi,  \  und  a^,  &2  g(^fff'^ßiiß>f  Geraden  ist: 

(3)  cos  CO  =  cos  CO  =  rt^rt.2  +  ^h^'-2! 

(4)  sin  CO  =  a^  h.2  —  h^  a.2 . 

Die  Formel  (3)  gilt  nach  §  2,  4  sowohl 
für  die  relative  als  auch  für  die  absolute 
Größe  des  Winkels.  In  der  Tat  ändert 
sich  die  rechte  Seite  von  (o)  bei  Ver- 
tauschung der  beiden  Schenkel  p^  und 
2).2  nicht,  während  die  rechte  Seite  von 
Fig.  86,  (4)  das  Vorzeichen  wechselt. 

Der   Winkel    ä   ist    nach    (3)    spitz 
oder  stumpf,  je  nachdem  a^a.-,  -\-  h^h.-,  >  0  oder  <  0. 

2.  Senkrechte  und  parallele  Gerade.  Zwei  gerichtete  Gerade 
mit  den  Richtungskosinus  a^,  \  und  a,,,  \  sind  nach  (3)  senlrecht  zu- 
einander Uo  =  —  oder  -^|,  wenn 

(5)  a^a,-VW  =  i); 

dagegen  nach  (4)  und  mit  Rücksicht  auf  §11,2;?  parcdlrl  zuein- 
ander ((0  =  0  oder  7t),  wenn: 

(6)  «1  :  \  =  a.2  :  h', 

und  zwar  ist  a.,  =  sa^,  h  =  £\,  wo  f  =  +  1  oder  —  1,  je  nachdem 
die   Geraden  gleichsinnig  oder  ungleichsinnig  parallel  sind. 

3.  Richtungskosinus  eines  Koordinatensystems  gegen  ein 
anderes.  Sind  a^,  h^  und  r/,,  &,  die  Richtungskosinus  der  Achsen  eines 
schiefwinkligen  Koordinatensystems  ü|t;  in  bezug  auf  das  recht- 
winklige Oxy  (Fig.  87),  so  ist  nach  (4)  die  Dcterminatde  D  der  vier 
liichiungskosimis : 

(7)  7)=      '      /     =  sinw  =  siu^»/; 


^'1 
a., 


K 


§  13,  i- 
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und   daher  nach   §11,3   Z)  >  0    oder   <  0,   je   nachdem   das   System 
Oi,t]  positiv  (wie   Oxi/)  oder  negativ  orientiert  ist. 

Ist  das  System  fl^ri  rechtwinklig  (Fig.  X8),  also  co  =  [^    (oder  -^1 , 


yA 


"^^f^'A^ 


Fig.  87.  Fig.  88. 

so  lassen  sich  olle  vier  IlichtungsJiosinus  dtinJi  cf  =  ji,  ausdrüclcen.    Es 
ist  nämlich  nach  (1):  (2)  mit  cp^  =  (p,  cp-i  =  \,   -\-  <f  [^  ~r  9) : 
(S)         1^1  =  cos  9?,         />,  =  sinqp, 

|r/,  =  —  sin 9;,     h^  =  cosq),     («2  =  sin 9^,  Z>^,  =  —  cos qp ). 

Hiernach    aber   gelten   für    die   vier   Richtuno-skosinus    nicht    nur    die 
Formeln: 

(9)  «,-  ^h,-  =1,       cu-  +  h-  =1,       a, iu  -  \ h,  =  0 

(§  11,  '12;  und  §  13,    5)),  sondern  auch: 

(10)  a,'  +  a.;-==l,       V'  +  V=l,       a,h,~a,h  =  0. 

Ferner  ist  die  Determinante  der  vier  Michtungslosinus  des  einen  recht- 
uinliigen  Systems  gegen  das  andere: 


(11) 


D 


"1 


1  oder  —  1 


je  nachdem    0|>^  positiv  fwie   0.///)  oder  negativ  orientiert  ist. 

■4.    Die  linksläufige   und   rechtsläuflge   Normal  3    einer  Strecke. 

Sind  5,  a,  h  die  Polarkoordinaten  einer  durch  ihre  Endpunkte  P  =  x,  g 

und  P'  =  x',  ij'  gegebenen  Strecke  FF',  so  ist  nach  §  12,  (8): 

x'  —  X        ^        y'  —  V 

a  = ,     h  =  ^ • 

s      '  s 

Sind  nun  a',  h'  die  Richtungskosinus  der  linksläufigen  (nach  links  laufen- 
den) Normale  n  der  Strecke,  bezüglich  der  durch  die  Strecke  bestimmten 

gerichteten  Geraden  j?  (Fig.  89),  so  ist  nach  (p)  und  ^4)  mit  w  =  y* 
aa  -f-  hh'  =  0,       ah'  —  ha'  =  1. 
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Daher  sind  die  BicJitungsJcosiniis  der  linJisläufigen  Normale  der  Strecke  TF': 


(12) 


a  =  —  h  =  — 


y  —y 


,     h'  =  a  = 


s      '  s 

Die   entgegengesetzten   Richtungskosinus    kommen    der    rechtsläufigen 
Normale  zu. 

5.  Die  Teilung  des  Winkels  zweier  gerichteten  Geraden.    Sind 
(Fig.  90)  u,  V  die  Richtungskosinus  derjenigen  ungerichteten  Geraden  jj, 

V  ^  t, '  V  K  h  vlit  V) 


P-r 


-^x 


R(oAf 


Fig.  89. 


Fig.  90. 


die  den   Winkel   der   beiden   gerichteten  Geraden  i)y    und  j>o   mit    den 

Richtungskosinus  a^,  h^  und  a.2,  h.2  im  Siuusverhältnis  /.  teilt  (vgl.  §4,2), 

so  ist  nach  (4): 

sin  p^  p        f«!  V  —  h^  u 


am  p^p       a^v  —  b^u 


=  A 


und  daher: 

und  nach  §  11,  7 


V        b,  —  ifc. 


QU  =  a^  —  A  a.j ,     Qi'  =  hl  —  ^h.y, 


wo: 


+  (»2^  +  hf)  A2  =  1  -  2  A  cos  «  +  A-. 

I)ie  BicJitnii(/sh)si)U(s  der  ungerichteten  Geraden,  die  den  Winlel 
der  heiden  gcricJttcten  Geraden  i\  =  a^,  6^  und  2h  =  f'o,  h  im  Sinus- 
verhältnis A  teilt,  sind: 

-^,     v  =  -  -,     ()  =  yi  —  zAcosw  +  A^, 


(13) 


u  = 


ICO  CO  =  2^iih  ist. 

6.  Die  Richtungskosinus  der  Halbierungslinien  eines  Winkels. 
Insbesondere  folgt  aus  (13)  mit  A=—  1  und  A=+  1  für  die  Richtungs- 
Icosinus  der  inneroi  und  äußeren  Halbierungslinie  h^  und  h.,  (Fig.  91)  des 


§  li,  1- 
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Winkels  w  =2>i7>2  l^'gl- §  "^^  ^ '?  *^^  l  +  cosw  =  2cos^y,  1  — cos  co  =  2 sin-  ^  , 
ist: 

"!='>■.     ''^=^^'     P=±2cos~ 

^'0  =  -^--,     ^•2  =  "-S     P=±2siny 


§  14.    Die  Transformation  der  Koordinaten. 

1.  Übergang  von  einem  Koordinatensystem  zu  einem  parallelen. 

Es  sei  (Fig.  92)  Oxi/  das  ursprüngliche  Koordinatensystem  und  O'x'y' 
ein  neues  Koordinatensystem,  dessen  Achsen  x',  y    bezüglich  mit  den 


-vP^j://=.r,>' 


Pig.  91. 

Achsen  x,  y  parallel  und  gleichgerichtet  sind,  und  dessen  Anfangs- 
punkt 0'  in  bezug  auf  Oxy  die  Koordinaten  x^,  i/q  hat.  Alsdann  ist 
zunächst : 

^o=öo;,   y,=  ()o; 

"WO  0/  und  0,,'  die  Projektionen  von  0'  auf  die  Achsen  x  und  y  sind; 
ferner  wird  für  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  in  bezug 
auf  die  beiden  Systeme: 

^  =  OP.,  y  =  OP,y,     X  =  O'P^.,  y'  =  O'P^., 

wo  die  Projektionen  P^,  P^,  und  P„,  P,,,  des  Punktes  P  auf  je  zwei 
gleichnamige  parallele  Achsen  durch  dieselbe  projizierende  Gerade 
ausgeschnitten  werden.    Es  gelten  dann  nach  §  1,  (3)  die  Beziehungen: 

OF^  =  OO:  +  O^F^  =00;-^  O'F^.,     OF^  =  OO;  i-  O'F^, 
und  folgt: 

Zicischen  den  Koordhuiteu  x,  y  und  x',  y  eines  und  desselben 
Punktes  P  in  bezug  auf  zivei  parallele  Systeme,  ein  altes  Oxy  und  ein 
neues   0' x'y,  bestellen  die  Gleichungen: 

(1)  x  =  Xq  +  x',    y  =  yo  +  y'r 
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^>^'",A^^ 


^=-^.y=5.'] 


5(('j,l>,) 


Fig.  93. 


ico    Xq,    IJQ    die    Koordinaten     des    neuen    Anfamjspuuldes    im    alten 
System  sind  (vgl.  §  1,  (T)).^*) 

Dieser  Satz  gilt  mit  gleicher  Ableitung  auch  für  zwei  parallele 
schiefwinMige  Systeme  (vgl.  §  10,  6). 

2.  Übergang  von  einem  recht^vinkligen  zu  einem  konzentrischen 
schiefwinkligen    System.      Es   sei    (Fig.  93)    Oxy    das    ursprüngliche 

rechtwinklige  Koordinatensystem.  Die 
von  0  ausgehenden  Achsen  eines  schief- 
winkligen Systems  O^r]  sollen  durch 
ihre  Richtungskosinus  «^,  \  und  a^,  h^ 
gesehen  sein. 

Alsdann     sind     zunächst    (Fig.  93) 
die    schiefwinkligen    Koordinaten    ^,   r^ 
eines  Punktes  P  nach  §  10,  (4): 
I  =  OP.,     ri  =  OP,. 

Zugleich  haben  die  Strecken  OP.  und   OP,  =  P.P  in  bezug  auf  das 
alte  System   Oxij  im  Sinne  von  §  12,  8  die  Polarkoordinaten: 

also  nach  §  12,  (6j  die  gemeinen  Koordinaten: 

Da    andererseits    die   Strecke   PO   nach   §12,(4)    die    gemeinen    Ko- 
ordinaten: 

X^=-x,     Y,=^-y 

hat,   und   die   drei  Strecken   OP,,   P,P,   PO   ein  geschlossenes  Drei- 
eck bilden,  so  ist  nach  §  12,  7: 

Xi  +  Xo  +  X3  =  0,     1\  +  ^2  +  Y,  =  0, 
also: 

Zum  Ühcryany  von  einem  rechtivinUigen  System  Oxy  zu  einem 
schief IV  inliigen  System  0|»/  (Fig.  93),  dessen  Achsen  in  lesug  auf  jenes 
die  RichtungsJcosinus  a^,  \  und  a^,  h.,  haben,  dienen  die  Formeln^"): 

x  =  a^  l  +  «2 '? 

Die  Determinante  der  vier  Richtungskosimis  i.st  nach  §  13,  3: 


(2) 


(3) 


D  = 


'1    h 


a.,     h. 


=  sin^ 


sin  ^ )} 


und  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  Ot.),  positiv  (wie   Oxy)  oder 
uecfativ  orientiert  ist. 
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.-rSC(tr¥ 


Fig.  it4. 


Durch  Auflösung  (Anm.  2,  l,  (2))  der  Gleichungen  (2)  ergibt  sich 
die  Darstellung  der  neuen  Koordinaten  ^,  >/  durch  die  alten  x,  y^ 
nämlich,  wenn  A^,  S^,  A^,,  B.,  die  ünterdeterminanten  von  I)  bedeuten 
(Anm.  1,  I,  (2)): 

\D^  =  A^x^  B^l/  ism&-t  =  h,x  —  a.^y 

(4)  \  oder 

\Dr,  ^  A^x  +  B.^ij  i sin  ^  •  »y  =  —  6, x  +  a^tj. 

3.  Übergang  von  einem  rechtwinkligen  zu  einem  konzentrischen 
rechtwinkligen  System.^'')  Ist  das  neue  System  0£>^  ebenso  wie  das 
alte    Oxij    rechtwinklig    (Fig.  94),    so    ist  _y^ 

nach    §  13,  3    die    Determinante    der    vier    '/^'^^'^^^ 
Richtungskosinus : 

(5)  i)  =  +l     oder     -1,^') 

je  nachdem  das  neue  System  mit  dem  po- 
sitiv orientierten  alten  gleich  oder  uno-leich 

orientiert  (d-  =  ^    oder  d-  =  ^)    ist. 

Die  auch  jetzt  gültigen  Gleichungen  (2): 

\y  =  \^  +  l),y] 

geben  aber,  mit  rq,  h^  oder  mit  a.^,  h^    multipliziert  und  addiert,   in- 
folge von  §  13,  (^9)  neben  (4j  die  Auflö.sung: 

(I  =  a^x^hyy 

\i]  =  a^x  +  h.^y. 

Der  Vergleich  mit  ('4)  gibt,  wenn  I)  =  1  ist: 

/  A  =  ^2  =  «1,         ^1  =  -  «.  =  \ 
[A^  =—  h^  =  cio,     B.2  =  «1  =  &2 

in  Übereinstimmung  mit  §  13,  (8). 

Sind  beide  Systeme  positiv  orientiert,  kaiin  man  in  (tii  und  (7) 
nach  §  13  (8)  auch  (p  =  x^  einführen  (Fig.  94)  und  erhält: 

f  ^-  =  t , 
(9) 

(10) 


(6) 


0) 


X  =  t,  cos  (p  —  ?;  sm  q) 
y  =  'S,  siu  q)  -\-  r]  cos  g), 
^  =  xcos(p  -f  ysinq) 

yj  =  —  x  sin  cp  -f-  //  cos  gp . 


4.  Übergang  von  einem  rechtwinkligen  System  zu  einem  be- 
liebigen neuen  schiefwinkligen  System.  Sei  in  bezug  auf  das  ur- 
sprüngliche   rechtwinklige    System    Oxy    ein    schiefwinkliges    System 


64 


§  14,  ? 


^ 


f^(iiJ>j 


Sl^y]  durch  die  Koordinaten  a^,  y^  seines  Anfangspunktes  5i  und  die 
Richtungskosinus  «^,  h^  und  r^,,  5^  seiner  Achsen  gegeben.    Man  lasse 

dann    von    £1    (Fig.  95)    ein    drittes    mit 

y^         ..,,,.  h  ,  Oxij   paralleles    System    Slx'y'    ausgehen 

und   bezeichne    mit   x,  //;  |,  ?j;  x,  y'   die 

Koordinaten   eines  Punktes  P  mit  Bezug 

'    ''^'      auf  die  drei  Systeme.    Dann  ist  nach  (1): 


x  =  Xq  +  x,     y  =  //o  +  y' 
und,  da  die  Richtungskosinus  der  Achsen 


=-^«'i6 


Fig.  i»5. 


I,    1/    g'egßii    Slx'y'    dieselben    sind,    wie 
gegen  Oxy,  nach  (2): 

Zwischen  x,  y  und  ^,  )^  bestehen  daher  die  Formeln: 

I  a;  =  a-'o  +  rt^  I  +  «o  ^/ 
1.^/  =  .^/o  +  '^1^  +  h-iV 
und  umgekehrt,  wie  in  §  14,  2: 

\D^  =  Ä^{x-  Xf^)  +  i'i  ( //  -  //o) 
1 D  )j  =  JI2  (a;  —  a^o)  +  Üo  (y  —  ^?/o) . 

Mit  X  =  0,  ?/  =  0  erhält  man  aus  (12  1  für  die  Koordinaten  ^y,  >/o  des 
alten  Anfangspunktes   0  im  neuen  System  ü^»;: 

Damit  aber  kann  man  die  Formeln  (12)  in   die  Form  bringen: 
D^  =  D^,^Ä,x  +  B,y 
Dl]  =  Di]q  +  A.-,x  +  B^y. 
5.  Übergang   von  einem  reclitwinkligen  System  zu  einem  be- 
liebigen   neuen    rechtwinkligen    System.      Für    ^  =  y    werden    die 
Formeln  ill)  und  (12)  mit  Rücksicht  auf  (5)  und  (8)^*^): 

iX  =  Xq  -}-  a^^  -\-  üorj 

J/  =  2/o  +  ^i^  +  ^2'?» 

^7]  =  a^(x  —  Xq)  +  h,  ( //  —  i/o), 
und  mit  den  neuen  Koordinaten   des  alten  Anfangspunktes  (Fig.  9(i): 

(lo  =  — «i^'o-^^o 
n/o  =  —  «2^0  —  hyo 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 
(16) 


(17) 
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die  Formeln  (16)  einfacher  und  mit  (15)  gleichförmig: 
(18)  jl  =  l„^  «.,.■  +  /,, 

In    der   Tat   sind   a^,   ff,   und   h^,   h.^    die   Richtungskosinus    der    alten 
Achsen  x,  >/  im  neuen  System  5i|»;. 

6.  Übergang  von  einem  scMefw^inkligen  zu  einem  konzentrisch.en 
scliiefwinkligen   System.     Sind  auf  ein   rechtwinkliges   System    Oxif 


y(\lo 


Ji(i<^,.hj 


-'i-^o!/o 


5<U-A> 


O=l.'lo 


-*x(a,.aj 


;(a,,l,) 


96. 


Fig.  97 


bezogen,  a^,  h^  und  «,»  ^2  ^i®  Richtungskosinus  der  Achsen  eines  schief- 

winkKgen  Systems  Oi,r,  und  a^',  &/  und  a^',  h.2    die  der  Achsen  eines 

neuen  schiefwinkligen  Systems  Ol'?/'  (Fig.  97),  so  ist  nach  (4)  und  (2) 

[sin^j;  •  ^  =  Kx  —  a.,i/        (x  =  a/^'  -|-  a/y/ 


r,  =b,. 


«1// 


7    '  i:' 


h:ri 


und  nach  Elimination  ron  :/■  und  y: 

sin  I )/  •  §  =  (a^'h  —  h^a^)  ^'  -f  (d-ih  ~  W^i)  ^'1' 
sin  r,^  ■  1]  =  (r;/?y^  —  h^ay)^'  +  (a./h^  —  hjoj)  >;'. 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  §  13,  (4): 

Zivischen  den  Koordinaten  |,  rj  und  |',  r^'  eines  Panlies  i)i  hezug 
auf  zwei  Txonzentrische  schiefuinldige  Systeme  O^r^  and  O^'i]'  (Fig.  97) 
bestehen  die  Gleiehunyen: 

[sin^Tj  •  ^  =  sin|');  •  ^'  -f  "^in  ^  ">]  •  ^' 
[sinTjl  •  iq  =  sin|'^  •  ^'  +  siiu/^  •  tf. 


(19) 


Mit 


0-  und  !'>/ 


wird: 


sin^'r/  =  sinfl' »;'  —  ?;  jj')  =  cosr;7^',  sin?;'?;  =  — sin  (|' ?/'  +  >/ 1')  =  — cosj;^' 
sin^'|=sin(|')/'— ^i;')  =  cos^V,  sinr/|  =— sinfl'^^'-f-ll')  =  — cos^l', 
womit  aus  (19)  wieder  die  Formeln  (4)  folgen,  nur  daß  |',  tj'  für 
;r,  y  steht. 

Staude,  analyt.  Geometrie.  5 
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§  15.    Der  Flächeninlialt  des  Dreiecks. 

1.  Absoluter  und  relativer  Flächeninhalt.  Drei  Punkte  A,  B,  C 
der  Ebene,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  bestimmen  ein  Dreieck 
(Fig.  98«),  das  mit  ABC  oder  AGB  oder  einer  andern  Permutation 

der  drei  Buchstaben  bezeichnet  werden 
kann.  Indem  wir  jedoch  die  drei  Punkte 
nicht  unterschiedslos  als  Eckpunkte 
des  Dreiecks  ansehen,  sondern  die  für 
(las  Symbol  ABC  geivählte  Beihen- 
folge  der  Ec-kpunlde  betonen,  legen  ivir 
demDreiecTx  einen  bestimmten  Dreliungs- 
sinn  bei,  den  wir  (Fig.  98 &)  auf  dem 
Umfani?  oder  durch  einen  Pfeilboffen 
im  Innern  des  Dreiecks  andeuten. 

Das   Symbol  AGB  würde  dann 
das    Dreieck    derselben    drei    Punkte 
(Fig.  98  c),  nur  mit  verändertem  Drehungssinne  bedeuten  (vgl.  §  1,  1). 
Der  absohde  Flächeninhalt  ABC  des  Dreiecks  ist  von  dem  Drehungs- 
sinne unabhängig: 


Fig.  98. 


(1) 
(Vgl. 


ABC  =  AGB 


h  (D). 


Der  relative  Flächeninhalt^)  ABC  soll  seinem  absoluten  Werte 
nach  gleich  ABC,  seinem  Vorzeichen  nach  aber  positiv  oder  negativ 
sein,  je  nachdem  der  Drehungssinn  des  Dreiecks  ABC  mit  dem  po- 
sitiven oder  negativen  Drehungssinne  der  Ebene  (vgl.  §  11,  1)  idjerein- 
stimmt,  je  nachdem  also  (Fig.  98?;)  A  auf  der  linken  oder  der  rechten 
Seite  der  Strecke  BG  liegt.  Daher  ist  für  dieselben  drei  Punkte 
A,B,  C  stets  ^j: 
{2)        ABC  =  BGA  =  GAB  =-AGB  =  -  BAC  =  -  GBA 

(vgl.  §  1,  (2)). 

2.  Darstellung  des  relativen  Flächeninhaltes  eines  speziellen 
Dreiecks.  Seien  P^  und  F.,  zwei  beliebige 
Punkte  mit  den  gemeinen  Koordinaten 
a\,  //i  und  .r.j.  g^  und  den  Polarkoordi- 
naten r^,  a^,  &j  und  r.,,  a^,  h.^  (Fig.  99 1. 
Dann  ist  nach  §  12,(11): 

«1  = -,  ^  =^';    «.  =  ''■%  h  =  'J' 

^  '  l  '"i  ■■  ''s  '  i 

i-'ig-  99.  und  daher  für  den  Winkel  co  der  beiden 
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Leitstrall] en   OP^^  und   OP.,  nach  §  13,  (4): 

(2)  ;'i/o  •  sin  CO  =  i\i/.2  —  1/1X2. 

Xun  ist  aber  andererseits  der  doppelte  relative  Flächeninhalt  des 
Dreiecks   OP.P.^: 

(3)  2  ■  OP^Po  =  >\ r.2  sin  t\ r.^  =  t\ r.^  sin  w , 

da  er,  ebenso  wie  sin  o,  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  P., 
auf  der  linken  oder  rechten  Seite  der  Strecke  OP^^  liegt.  Da- 
her folgt: 

Der   doppeUe   relative  FJächeniuhrdt  drs   von    0  und   den   PanMen 
Pj  =  Ä\,  /4  und  Po  =  X.2,  1/.2  gehddeten  Dreiccl's  ist  (Anm.  1.  I,  (1)); 


(4) 


2.0P,P,  =  ,r,>,,~p,.r,= 


.r..     I/o 


>/^ 


3.  Darstellung  des  relativen  Flächeninlialts  eines  beliebigen 
Dreiecks.  Seien  jetzt  drei  beliebige  Paukte  Pj^  =  j.\,  y^,  P.2  =  X2.,  z/,, 
Po  =  x^,  y^  gegeben  (Fig.  100).  Wir  legen 
durch  P^  ein  zu  dem  ursprünglichen  Ko- 
ordinatensystem Oxy  paralleles  Koordi- 
natensystem P^  x'y  .  Sind  dann  x^.  y.i  und 
x.^',  y.^  die  Koordinaten  von  P,  und  Pg 
in  bezug  auf  dieses,  so  ist  nach  §  14,  (Ij: 


Z'^'s-y, 


II 2  =  !h 


0 


Fig.  100. 


Setzen  wir  diese  Werte  in  die  aus  (4)  folgende  Formel: 

X.2      y.2 


9.p  P  P 


1 


(5)    2P,P,P3 


1        11-2  -  Vi 


!h   1 
//.   1 


ein,  so  wird  (Anm.  1.  IL  0  ;  IV.  4): 

x^  —  x^  y2  —  yi  0  =  x.2 

Ä'3  — ^'1    i/s-^l     Ö  ^3     //3     1 

Der  doppelte  relative  Fläclieninlialt  des  von  drei  Punlden  P^  =  x^ ,  ,</, , 
Po  =  X2,  y.2,  P3  =  ^3,  ^3  gehildefen  DreieeJcs  ist: 


2/1 


(6) 


2     1\P2P,==     Ä-2     //,     1     • 

%    //3     1  I 

Bei   einer  Ti-ansposition   der  Indizes  1,  2,  3   ändert  sich''),   wie  nach 
(2)  erforderlich,  das  Vorzeichen  des  Ausdruckes  (6). 
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4.  Die  von  vier  Punkten  gebildeten  Dreiecke.  Sind  F^  =  x^ ,  i/^ ; 
P^  =  oc^,  v/2;  P3  =  x^,  ^3;  P4  =  x^,  y^  vier  Punkte  der  Ebene,  so  gibt 
die  Entwicklung  der  identischen  (Anm.  1,  IV,  3j  Gleichung: 

^1    2/1    1    1 

^4     ?/4      1      1 

nach  den  Elementen  der  letzten  Kolonne  (Anm.  1,  III,  (17)): 


0 


^2    ^2     1 

^3    ^3    1 

Xg  y^  1 

+ 

^1  Vi    1 

^4    ?/4    1 

^4    i?/4    1 

+ 


^i    Ik     1  I  -^3    ^3    1 


^2    Vi     1     + 
^4    ^4    1  I 


^22/2  1 1  =  0 
x^  2/1  1 1 


und  damit  nach  (6)  unabhängig  vom  Koordinatensystem  den  Satz  (Fig.lOl) : 
Zwischen  den  relativen  Flächeninhalten  der  vier  von  vier  Punkten 
Pj,  Pg,  Pg,  P4  gebildeten  Dreiecke   besteht  stets  die  Beziehung^): 

(7)  P2P3P4  +  P3P1P4  +  P1P2P4  4-^3^2^  =  0,        , 
oder  wenn  man  die  vier  Punkte  mit  A,  B,  C,  D  bezeichnet: 

(8)  BCD  +  CAD  +  ABB  +  CBA  =  0 

(vgl.  §  1,  (3)). 

5.  Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  in  schiefwinkligen  Koordi- 
naten.    Führt   man   in    {b)   mittels  §  14,  ['2)   die   schiefwinkligen  Ko- 

■H 


Fig.  101. 


Fig.   102 


ordinaten  Ij,  r;^;  Ig^  ^/2;  ^3?  ''h  ^^^'  l^i^nikt  Pj.  7^o,,  P3  in  bezug  auf 
ein  mit  Oxy  konzentrisches  schiefwinkliges  Koordinatensystem  O^i] 
{i,ri  =  -9')  ein,  so  ergibt  sich: 

«1  (^2  -  ^1 )  +  «2  ('?2  -  '/l)      h  (^2  -  ^1)  +  ^^2  (?h  -  ^1)  I 
!  «1  (^3  -  bi)  +  «2  {%  -  ^0      ?^  ('3  -  ri)   +  h  {Vs  -  Vi)  ! 
«1       ^1  b2  —  li      ^?2  —  ^1 

ffo       />,  £.,  —    '" 


2-PJ\P, 


Vs 


§  16,  1—2. 
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(Aum.  1,  Y,  1)  oder   nach   §  14,  (3)    und   mit   dem   bei  (5)   gemachten 
Übergang: 

^1    Vi    11 


(9) 


2.P1P2P3  =  sinO- 


^2      %      1 

I3    Vs    1 


Diese  Formel   drückt  in  schiefwinkligen  Koordinaten   der  drei  Ecken 
(Fig.  102)  den  doppelten  Flächeninhalt  des  Dreiecks  aus.^^) 


^a.b 


IT.  Kapitel. 

Die  Gleichuiig  der  geraden  Linie. 

§  16.    Die  Formen  der  Gleichung  der  geraden  Linie. 

1.  Parameterdarstellung  der  gerichteten  geraden  Linie.  Nach 
§  12,  (7)  bestehen  zwischen  den  Polarkoordinaten  einer  Strecke  PqP, 
nämlich  ihrer  Länge  s  und  ihren  Richtungskosinus  a,  h,  und  den  Ko- 
ordinaten Xq,  Pq  und  X,  ij  ihrer  Endpunkte  die  Gleichungen  (Fig.  103): 
(1)         x  —  XQ  =  as,     y—t/Q  =  hs.  t/^ 

Läßt  man  daher  bei  festen  Werten  Xq,  iJq, 
a,  h  die  im  Sinne  von  §  12,  8  relative 
Länge  s  der  Strecke  von  —  co  bis  +00 
laufen,  so  erhält  man  in: 

x  =  Xq  +  as,     II  =  //o  +  Is, 

(a^  +  ?>2  _  1^     _  ^  ^s  <+  oü) 

der  Reihe  nach  alle  Punkte  der  gerichtetm 
Geraden,  die  durrli  den  FunH  x^.  y^  in  der  Bichfnng  a,  h  hlndiirch- 
r/eht.  Jedem  Werte  von  s  entspricht  ein  Punkt  der  Geraden  und  um- 
gekehrt. 

Man  nennt  die  Gleichungen  (2)  eine  Farameterdarstellung  der 
Geraden  mit  dem  Parameter  s.^^) 

2.  Gleichung  der  durch  einen  Punkt  und  eine  Richtung  be- 
stimmten Geraden.  Eliminiert  man  aus  (2)  den  Parameter  .s,  so 
findet  man  die  Gerade  dargestellt  durch  die  Proportion: 

(3)  x  —  x^:y~y^  =  a:'b 
oder  die  Gleichung: 

(4)  h{x- x^)  -a(y-y^)  =  0,       (a-  +  //  =  1  oder  =4=  1). 


(2) 


Fig.  103. 
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y 

?-;.Ä. 

- 

0 

~^^ 

Ihr  genügt  der  laufende  Punkt  der  durch  den  festen  Punkt  Xq,  y^ 
in  der  Richtung  a,h  hindurchgehenden  Geraden:  sie  heißt  daher  die 
Gleichung  der  Geraden  in  Inufenden  Koordinaten  ■i,y. 

Da  in  (3)  und  (4)  nur  die  Verhältnisse  von  a,  h  vorkommen, 
brauchen  ((,h  nicht  direkt  mehr  die  Richtungskosinus  der  Geraden 
zu  sein,  sondern  sich  nur  wie  diese  zu  verhalten.  Die  Gleichung 
stellt  daher  die  ungerichtete  Gerade  dar  (vgl.  §  11,  7). 

3.  Die  Gleichung  der  durch  zwei  Punkte  bestimmten  Geraden. 
Jede  Gerade  harui  man  sic]t  durch  zwei 
getrennte  Funlie  P^=x^,  y^  und  F.,  =  x.2,  y., 
bestimmt  denken.  Ein  dritter  laufender 
Punkt  F  =  X,  y  der  Ebene  bildet  mit 
jenen  ein  Dreieck  (Fig.  104)  und  liegt 
immer  dann  und  nur  dann  in  der  Geraden 
Pj,  Pj,  wenn  der  Flächeninhalt  des  Drei- 
ecks    Null    ist.       Nach    §   15,   (6j     folgt 

Fig.  104.  ^^^^e»" 

Der   Punkt  x,  y  liegt  immer  dann   und 

nur  dann  in  der   Geraden  der  beiden  Punkte  x^,  y^  und  .^27^2:  wenn: 

X     y      1 

(5)  \x,     y,     1    =0. 

!  ^2       ?/2        1 

Dies  ist  also  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  der  Funlie  x\,y^ 
und  x.2,y.2  in  laufenden  Koordinaten  x,y. 

4.  Allgemeine  Form  der  Gleichung  der  Geraden,  Die  Glei- 
chung (5)  hat  die  Form: 

(6)  Ax  +  By^C=0, 
worin: 

(7)  A  =  ?/i  —  //, ,     B=^  —  {x^  —  x^^,     C  =  a^i  tj.,  —  y^  x., . 

Jede  gegebene  Gerade  kann  also  durch  eine  Gleichung  der  Form  (^(5) 
dargestellt  icerdcn.  ^^) 

Ist  jetzt  umgekehrt  die  Gleichung  (G)  mit  willküilichen  Koef- 
fizienten A,  B,  C  gegeben,  so  w  l  sie  jedenfalls  einen  Ort  von 
oü^  Punkten  x,  y  darstellen,  da  ihr  bei  beliebiger  Wahl  der  einen 
Koordinate  durch  einen  entsprechenden  Wert  der  andern  genügt 
werden  kann.  Sind  nun  P^  =x^,y^  und  Pg  =  ^r,,  y^  irgend  zwei  ge- 
trennte Punkte  des  fraglichen  Ortes,  so  genügen  ihre  Koordinaten 
der  Gleichung  (ß),  so  daß: 
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UiP^  +  ^i/,  +  C'  =  0. 

Hieraus  aber  folgt  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  q  ( Anm.  2,  II,  12  ): 

(9)  QA  =  y^-tj.^,     qB=  —  (x^  —  x.^),     qC  =  x^ij.y-y^x^_. 

Die  Gleichung  (6)  aber  nimmt  durch  diese  Darstellung  ihrer  Koef- 
fizienten, von  dem  Faktor  q  abgesehen,  die  Form  (5)  an,  stellt  also 
die  Gerade  durch  die  Punkte  Pj  und  P^  dar. 

Jede  gegebene  Gleichung  von  der  Form  (6)   stellt  eine  Gerade  dar. 

5.  Die  Anzahl  der  Konstanten.  Die  allgemeine  Gleichung  (t5) 
der  Ebene  enthält  zivei  Konstanfvji,  die  Verhältnisse  der  drei  Koef- 
fizienten Ä,  B.  C.  In  der  Tat  bestimmen  zwei  Punkte,  welche  doch 
die  Gerade  vollkommen  bestimmen,  in  (U)  nur  die  Verhältnisse  der 
drei  Koeffizienten. 

Die    drei   Koeffizienten    der    Gleiclaing    einer    gegebenen    Geraden 
bleiben  daher  itnf  einen  gemeinsamen  Faktor  unbestimmt. 
Umgekehrt  stellen  die  zwei  gegebenen  Gleichungen: 

,.^.  iA^ä:  +  B^y+  C,  =0, 

"^     ^  \A,x^B,}/^C,  =  0 

dieselbe  Gerade  dar,  wenn: 

(11)  A,:B,:C\^Ä,:B,:a 

oder  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  —  A^  :  Aj  geschrieben: 

;.i Ä,  -r  L A.,  =  0,     Aj B,  +  X,B,  =  0,     A^ C\  4-  A^ C,  =  0 . 
Indem  mau  zur  Abkürzung  setzt: 

^gx  lX,  =  A,x  +  B,y+  C\, 

\X,=-Ä,x  +  B,y+a, 

spricht  man  diesen  Satz  auch  so  aus: 

Die  beiden  Gleichungen  X^  =  0  und  X,  =  0  stellen  immer  dann 
und  nur  dann  dieselbe  Gerade  dar.  wenn  mit  zivei  nicht  rerscJnvindendcn 
Faktoren  die  in  x,  y  identische  Gleichimg: 

(13)  l,X,  +  X,X\  =  0 

besteht.^'- 1 

6.  Bedeutung  der  Koefflzientenverhältnisse  der  allgemeinen 
Gleichung.  Die  Gerade  (6j  schneidet  die  Koordinatenachsen  in  zwei 
Punkten  L  und  M  (Fig.  105),  deren  Koordinaten  sich  mit  //  =  0 
und  a;  =  0  (vgl.  §  10,  5)  aus  (6)  ergeben  ^^): 


72 


§  16,  7—8.     §  17.  1. 


Fig.  105. 


(14)   x=-OL  =  -~,    y=OJi  =  -^. 

Mit   C  =  0  geht  die  Gerade  durch  0  und 
ihre  Gleichung  wird  von  der  Form: 
(15j  Ax  +  By=^0. 

Mit   B  =  0    wird    OM   unbegrenzt    groß, 
die    Gerade    wird    der    ?/- Achse    parallel 
und  ihre  Gleichung  von  der  Form: 
(Ki)  Ax  +  C  =  (). 

?.  Die  Richtungskosinus  der  durch  die  allgemeine  Gleichung 
dargestellten  Geraden,  Ist  Xq,  y^  ein  Funkt  der  durch  Gleichung  (G) 
dargestellten  Geraden,  also: 

Ax,  +  Bij,  +  C  =  0, 
so  kann  die  Gleichung  (6)  durch  Elimination  von  C  in  die  Form: 
(17)  A(x-x,)  +  B(y-y,)==0 

gebracht  werden.  Dies  ist  aber  die  Form  (4);  es  müssen  sich  also 
nach  (11)  die  Richtuugskosinus  a,  h  der  Geraden  (17)  wie  —  B  :  A 
verhalten.     Also   sind   die  PäcJüimyskosinus    der  durch   die   Gleichung: 

Ax  +  By  +  C  =  0 
gegebenen  Geraden  (vgl.  §  11,  1 ): 

—  B  ,  A 


(17) 


a  = 


yj^+B^-' 


&  = 


8.  Gleichung  der  Geraden  in  schiefwinkligen  Koordinaten. 
Die  Betrachtungen  §  1(3,  3 — (>  gelten  mit  Rücksicht  auf  §  lö,  {[)) 
auch  für  schiefwinklige  Koordinaten  x,  y^^)  (vgl.  §  10,  (>J. 


§  17.  Der  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Geraden. 

1.    Festsetzung    über    die    positive    Richtung    einer    Geraden. 

Kommt  es  darauf  an,  eine  durch  ihre  Gleichung: 

(1)  Ax  +  By  +  C  =  0 

in  bezug  auf  ein  positiv  orientiertes 
Koordinatensystem  gegebene  Gerade  g 
als  gerichtete  Gerade  gelten  zu  lassen ''•''), 
so  soll  als  positive  Bicldnng  inniiir  die- 
-X  ßnige  betrachtet  aerden,  n eiche  den  Ko- 
fjrdinatenaufangsinudd  0  zur  lin/.cn  Hand 
iig.  106.  läßt  (Fig.  100;. 


§  1' 
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Das  Tou   0  auf  die  Gerade  gefällte  Perpendikel   ON  bezeichnet 
dann  die  Richtung  der  rechisJcuißgrn  Xorniahn  n  der  Geraden  g. 

2.  Bestimmung  der  Riehtungskosinus  der  gerichteten  Geraden 
und  der  rechtsläufigen  Normale.  Sind  P^  =  2\.  g^  und  I*.-,  ^  x^.y^ 
irgend  zwei  in  der  positiven  Richtung  von 
g  aufeinanderfolgende  Punkte  ( Fig.  107) 
von  g^  so  stellen  sich  die  Koeffizienten 
A.  B.  C  bis  auf  einen  gemeinsamen 
Faktor,  den  wir  — £()  (p>  0,  f  =  +  1) 
nennen  wollen,  durch  die  Koordinaten 
von  P^  und  P,  nach  §  10,  (9)  also  dar: 

(9)  ( - ^ '^ -^  =  ^1  - //2 ,   -£qB=- (a\ -x^), 

Da  nun  nach  Voraussetzung  0  auf  der  linken  Seite  der  Strecke  Pj  Pg 
liegt,  ist  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks  OP^P^  (vgl.  §  15,  '4)): 

2  ■  0  Z\  P,  =  X,  i/,  -  ij, x.,>0, 
also  da  ()  >  0  sein  sollte,   nach   der  letzten  Gleichung  (2):  — sC^O 
oder : 

(3  I  £  =  —  sign  C. 

Die    absolute    Länge    der   Strecke  P^P.2.s  =  P^P,,  ist   nach  §  12,  (8) 
mit  Rücksicht  auf  (2): 

(4) 


y 

fn(a,h} 

f/((i',h'j 

/X''[y>^ry, 

0 

\ 

'^ 

Fig.  107 


s  =  'V{x,-x,)^-\-  {y, - y,y  =  Q  Vä^+  B' 
und  die  Riehtungskosinus  der  Strecke  P-^P.,  ebenso: 


a  = 


B 


&'  = 


y^i  —  Vi 

s 


Die  der  rechtsläufigen  Normale  sind  nach  §  13,  4: 


B- 


y»  —  Vi 

s 


A 


h  =  - 


B 


Unabhängig  von  den  Punkteu   P^  und  P^  folgt  also: 

Bie  durch   die   Glcicliimg  (1)  gegebene   und   in   besag  auf  O  (vgl. 
§  17,  1)   gerichtete   Gerade    und   ihre   rechtsläufigc   yormale  haben   die 
RichtungsTiOsinus : 
(5)  a=—^£=,      b'=         ^^ 


ivo  das   VorzeicJien  e  durch  (3)  bestimmt  ist. 
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§  17,  3-4. 


3.    Der   Abstand    eines    Punktes    von    der   Geraden.     Der  Ab- 
stand   d    eines   Punktes    P  =  x,  y   von    der   gerichteten   Geraden  ff  soll 

positiv  oder  neffativ  gelten,  je  nacJidem  der 
Punld  auf  der  rechten  oder  linken  Seite 
von  g  (mit  0  ungleichseitig  oder  mit  (> 
gleichseitig)  liegt. 

Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  PPj  P^ 
ist  daher  negativ  oder  positiv  (§  15,  1), 
je  nachdem  d  positiv  oder  negativ  ist 
(Fig.  108),  also: 

2.PP1P0  =  -S(5. 
Anderseits  ist  aber  nach  §  15,  (ß)  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (2): 

'      y    1 


Fig.  108. 


2PP,P,= 


und  dahei 


y-2 


=  —  Qs{Ax-\-Bij-\-C) 


s-  ö  =  Qe{Ax-\-Bii+C). 

Setzt  man  hier  den  Wert  s  von  (4)  ein,  so  folgt: 

Der  Abstand  ö  des  Punktes  P  =  x,y  von  der  durch  die  Glei- 
chung (1)  gegebenen  und  mit  Bezug  auf  0  gerichteten  Geraden  g  ist^^): 

(7)  ^_Ax  +  B^^^ 

u-Q  s  ivieder  durch  (3)  hestimmt  ist. 

Der  Ausdruck  (7)  ist  hiernach  für  alle  Punkte  ./',  1/  auf  der 
linken  Seite  der  Geraden  (1),  auf  der  0  liegt,  negativ  und  für  alle 
Punkte  auf  der  rechten  Seite  positiv,  während  er  für  alle  Punkte  der 
Geraden  selbst  verschwindet. 

4.  Allgemeinere  Bestimmung  des  Vorzeichens  f.  Da  die  Defi- 
nition §  17,  1  der  positiven  Richtung  der  Geraden  (1)  und  die  Be- 
stimmung (H)  des  Vorzeichens  £  versagt,  wenn  die  Gerade  mit  0=0 
durch   0  selbst  geht,  fügen  wir  eine  andere  Auffassung  hinzu. 

Wir  definieren  die  Richtungskosinus  der  rechtsläufigen  Normale  n 
durch  die  Formeln  (6)  mit  willkürlich  gewähltem  Vorzeichen  i  und 
den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Geraden  (/  durch  die  Formel  (7) 
mit  demselben  Vorzeichen  e. 

Schneidet  nun  die  etwa  durch  0  gelegte  Normale  n  (Fig.  109) 
die   Gerade   im   Punkte  y=  x\  g\    so    ist    nach    §  16,  (2)    für  jeden 


§  IT,  ö. 
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Punkt    P  =  X.  y    des    von    N   aus    gerechneten    positiven    Schenkels 
von  n: 

cc  =  x'  -f  «5,     y  =  y'  +  hs,     0  <  8  ==  NP  <  +  oc . 

Für  einen  solchen  Punkt  P  ist  aber  der  Abstand  [1): 

ö  =  {Ax-\-By'-^C)-\-iAa  +  Bh)s 

oder,  da  a;',  tj    auf  der  Geraden  ^^  liegt,  und  mit  Rücksicht  auf  (6) : 

also  positiv.     Dasselbe  gilt  daher  füi-  alle  Punkte  auf  derselben  Seite 
von  g. 

Die  Formeln   (6)   imd  (7)  gelm-en   immer  derart  zusammen,   daß 
hei   ivillkürlieher,    aber  für  heide  gleicher   Wald   des   Vorzeichens  s  die 

■4  n  (a,b) 


Fig.  109.  Fig.  110. 

Formel  (7 )  den  Abstand  eines  heliehigen  Pitnltes  x,  y  von  der  Ge- 
raden (1)  darstellt,  positiv  gerechnet  auf  der  Seite  der  Geraden,  nach 
der  die  Normale  (6)  läuft. 

Man   kann    daher   die  Verfügung   über  die  positive  Richtung  der 
Geraden  auch  so  treifen,   daß  sie  einen  beliebig  gegebenen  Punlä  x^.  y^ 
zur  linlien  Hand  läßt  (vgl.  §  17,  1).     Dann  muß  in  (7): 
(8)  £  =  -  sign  (Ax^  +  By,  +  C) 

sein,  damit  ö  für  ./'y,  y^  negativ  werde.  Durch  (6)  ist  dann  mit  dem- 
selben £  die  rechtsläufige  Normale  und  durch  (5)  die  positive  Rich- 
tung der  Geraden  bestimmt. 

Mit  Xq  =  0,  ?/„  =  0  kommt  man  auf  die  Festsetzung  §  17,  1  und 
auf  (3)  zurück. 

5.  Die  Hessesche  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden. 
Bezeichnet  p  =  OX  die  absolide  Länge  des  von  0  auf  die  Gerade 
gefällten  Perpendikels  02V,  so  sind  ;>,  a,  b  die  Polarkoordinaten  der 
Strecke   OX  (Fig.  110). 
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§  18,  1. 


Da  der  Abstand  d  des  Punktes  0  von  der  Geraden  g  im  Sinne 
von  (7)  und  (3)  negativ,  also  d  =  —p  ist,  und  sich  mit  x  =  0,  ^  =  0 
aus  (7)  ergeben  muß,  so  wird: 

(9)  -i^  =  -:,74— • 

Die  Polarl'oordinaten  p,  a,  h  des  von  0  auf  die  Gerade  (1)  <je- 
fällteu  Perpendikels  sind  also  durch  die  Formeln  (6)  und  (9)  hestimmt, 
wo  £  den   Wert  (3)  hat. 

Führt  man  sie  in  die  Gleichung  (1)  und  den  Ausdruck  (1 )  ein, 
so  wird  jene  (§  16,  5): 

( 10)  ax  +  hij  -p  =  0,     a^  +  ?>2  =  1,    p  >  0 
und  dieser: 

(11)  d  =  ax  +  hy  —  p. 

Die  Gleichung  (10)  heißt  die  Hessesche  yormalform^'')  der  Glei- 
chuno;  der  Geraden.  In  bezuo-  auf  diese  kann  man  das  Resultat  von 
§  17,  3;  4  SO  aussprechen: 

Ist  eine  Gerade  durch  ihre  Gleichung  (10)  in  der  Hesseschen 
Normalform  gegeben,  so  gibt  der  für  einen  heliehigen  PunM  x,  y  der 
Ebene  gebildete  Ausdruch  (11)  den  Abstand  8  dieses  Punlies  von  der 
Geraden,  positiv  gerechnet  auf  der  von  0  ahgen-andteu  Seite  der  Ge- 
raden (vgl,  §  17,  3)  oder  auf  der  Seite,  nach  der  die  Normale  a,  b 
li  inläuft  (vgl.  §  17,  4). 


§  IS.  Zwei  Geraden  und  der  Geradenbiischel. 
1.    Der    Winkel    zweier    durch    ihre    Gleichungen    gegebenen 


.pja^.b,) 


pja^ 


Fij;.  111. 


(2) 


7?, 


ffo     = 


^1  = 


Geraden.     Zwei   Gerade  p^  und  p^ 
seien  durch  ihre  Gleichunsen: 


(1. 


Ji:r  +  i\^  +  Ci  =  0, 
A.x^B.jj^  r,  =  0 


gegeben  und  wie  §  17,  1  so  ge- 
richtet, daß  sie  den  Koordinaten- 
anfangspunkt links  lassen  (Fig.  111). 
Ihre    Richtungskosinus    sind    nach 


§  17,  (5): 


fj  =  —  sign  (\, 


fo  =  —  sign  r» 


§  18,  2—4. 
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Der  Winkel  co  =  2\P-^   entspricht  daher  nach  §  13,  (3);  (4)   den   Glei- 
chungen: 

A^  ^2  +  B,  B,_ 


(3) 
(4) 


cos  « 


sin  a  = 


A^  B,  —  B^  A^ 


a:d=-BA 


h^,VA'+BrVAJ+B.r 

2.  Senkrechte  und  parallele  Gerade.  Die  beiden  Geraden  (1) 
sind     nach     (3j     senkrecht     zueinander,         w, 

wenn: 

(5)  Ä^Ä,+B,B,  =  0. 

Sie  sind  nach  (4)  parallel,  wenn: 

(6)  A,:B,==A,:B,. 
Die  Gleichung: 

(7)  Äx  -\-By  +  x  =  0 

stellt  daher  bei  veränderlichem  x  eiuen 
Büscliel  paralleler  Geraden  ^^)  dar  (Fig.  112), 
für  deren  gemeinsame  Richtungskosinus  (/,  h  nach  (2)  ist  (vgl-  §  11.  ^): 

(8)  a:h=^-B:A. 

3.  Der  Schnittpunkt  zweier  Geraden.  Für  die  Koordinaten 
des  Schnittpunktes  der  beiden  Geraden  (1)  ergibt  sich  durch  x\uf- 
lösung  (^Anm.  2, 1,  1)  der  Gleichungen  (1): 


^0? 


Fig.  112. 


(9) 


B^  C.  —  C^  JB, 

5,  i: 


y  = 


C,A,-A,C, 


A^B,  —  B^A,_'      ^        A^  B^  —  B^  A^ 

falls    die    beiden    Geraden    nicht    parallel    sind,    also    nicht    die    Be- 
dingung ((3)  besteht. 

4.    Gleichung  der  Geraden,    die    den  "Winkel   zweier  Geraden 
in   gegebenem  Verhältnisse   teilt. 


Da  die  Geraden  p^  und  p^  dem 
Punkte  0  ihre  linken  Seiten  zu- 
wenden, liegt  O  stets  in  der  äußeren 
Winkelfläche  (vgl.  §  4,  1).  Denn 
der  inneren  (in  Figur  113  schraf- 
fierten) Winkelfläche  wendet  die  eine 
Gerade  ihre  rechte,  die  andere  ihre 
linke  Seite  zu.  Diejenige  ungerich- 
tete Gerade  p^  die  den  Winkel  der 


n-^lWA^ 


pjn.'h) 
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§  18,  i. 


gerichteten    Geraden    />j,  p.2    im    Sinusverhältnisse    A    teilt,    hat    nach 
§  13,  (13)  Richtiiiigskosinus  n,  v,  für  deren  Verhältnis  gilt: 


tt  :  V 


A  0.2  :  />!  —  A  h . 


Nach  (7)  stellt  die  Gleichung: 

{\  —  Uh).i-  —  («1  —  la.2)y  +  '/c  =  0 , 
oder  wenn  Avir  die  Werte  (2)  benutzen  und  zur  Abkürzun<y  setzen: 


(10) 

die  Gleichung 

(11) 


X,-G, 


X 


£,i/a'+-Bi'     f,i/A^+B;* 


+  x  =  (j 


alle  Geraden  dar,  die  jene  Richtungskosinus  ii,  v  haben.  Unter  diesen 
ist  die  Gerade  p  dadurch  ausgezeichnet,  daß  sie  durch  den  Schnitt- 
punkt von  2h  ^^"d  p.2  geht.    Sollen  dessen  Koordinaten,  für  die  X^  =  0 

und  X^  =  0,  der  Gleichung  (11)  genügen"^),  muß 

r^'  -A ;==S==  +  z  =  0 

sein.    Mit  dem  hierdurch  bestimmten  Werte  von  /.  wird  aber  aus  (11): 
X  X 

— ,     '  -  A — -g^===  =  0. 

Si)id  daher: 
\X,==A,x^-B,y+(\  =  0, 
^     ^  \X,  =  A,x^B.2y+(\  =  0 

die  Gleichungen  ziveier  Geraden  (Fig.  1 1 4), 
so  ist  die  Gleichung  derjenigen  GeradeUf 
die    den    Winkel  der   beiden    int    Si)ius- 
X    Verhältnisse  k  teilt *''*): 

(14)  Z,-.aX2  =  0, 

tvo : 


A,     f  1  =  —  sign  (\.     f. 2 


sign  O2 


lind   die   den    Koordindtenanfangspunkt   O  entJiaJfrude    Witd^elfläehe   rds 
äußere  gilt,  in  der  A  positiv  ist  (vgl.  i^  4,  1 :  3). 


§  18.  5—7.  79 

5.  Allgemeinere  Bestimmung  der  äußeren  'Winkelfläehe.  Ist 
die  äußere  Winkelfläehe  zwischen  den' Strahlen  (lo)  nicht  durch  0, 
sondern  durch  einen  helichigoi  PunJä  x^^,  y^  gegeben,  der  in  ihr  liegen 
soll,  so  hat  man,  bei  gleicher  Begründung  wie  in  §  18,  4-,  mit  Rück- 
sicht auf  §  17,  (S),  in  (15)  zu  setzen: 

, jg^  \h=-  sign  (A^x^  +  S^!Jo+  Q) , 

U2  =  —  *^'g"  '  -^2  -''o  -r  ^2  I/o  +  (^'2^- 

Gehen  beispielsweise  mit  €^=0.  C.2  =  0  die  beiden  Strahlen  (13) 
durch  0  hindurch,  und  soll  die  den  Pvmkt  a'o  =  1,  !/q  =  0,  also  über- 
haupt die  die  a;-Achse  enthaltende  Winkelfläehe  die  äußere  sein,  so 
ist  nach  (16):  £1  =  —  sign  Ä^,  £0  =  —  sign  ^4,.  Man  kommt  damit 
auf  den  Satz  §  9,  (5')  zurück,  da  die  Strahlen  A^x  -\-  JB^ij  =  0^ 
A.2X  -\-  B^y  ^  0  mit  denen  §  9,  (3')  identisch  sind,  wenn  die  ic- Achse 
hier  mit  dem  dortigen  Anfangsstrahl  o  zusammenfällt.-^) 

6.  Anwendung  der  Hesseschen  Normalform.  Bei  An- 
wendung der  Hesseschen  Normalform  der  Gleichungen  (13)  wird 
nach  §  17,  (10 j  der  Koeffizient  von  X  in  (15)  gleich  1,  und  lautet  der 
Satz  von  §  18,  4: 

Sind  (Fig.  115).- 

\  X^  =  a.2X  +  h.^y  —  i>2  =  *^ 
die  Gleichungen  zivcier  Geraden  in  der  Hesseschen  yornndform,  so  ist 
die    Gleichung   derjenigen    Geroden,    die    den    Winlel  jener    heiden   iin 
Sinusverhälfnisse  A  teilf^''): 

(IX)  ^\  -  AX  =  0. 

Insbesondere  lauten  die  Gleichungen  der  inneren  und  äußeren 
Halbierungslinie  {A  =  — 1  und  A  =  -f  1-  vgl.  §  4,  5)  bezüglich: 

(19)  N,  -f  y.,  =  0,     .Y,  -  .Y,  =  0. 

7.  Die  Gleichung  des  Strahlbüschels  mit  multipliziertem  Teilungs- 
verhältnisse als  Parameter.  Da  nach  §  4,  3;  4  nicht  nur  jedem  Werte 
des  Teilungsverhältnisses  /.  eine  durch  den  Schnittpunkt  S  der  beiden 
Geraden  (13)  gehende  Gerade,  sondern  auch  jeder  solchen  Geraden 
ein  Wert  A  eindeutig  ent.spricht,  so  stellt  die  Gleichung  (^14)  bei  ver- 
änderlichem A,  bezüglich  u,  alle  durch  den  Schnittpunkt  S  gehende 
Geraden  dar.  Sie  ist  die  Gleichung  des  Strahlbüschels,  welcher  durch 
die  in  ('13 j  gegebenen  Grundstrahlen,  die  wir  nun  g^  und  //o  nennen 
wollen  fFig.  116),  bestimmt  ist. 


80 


§  18,  8. 


Der  Parameter  ^  der  Büschelgleichung  bedeutet  nach  (15)  (vgl. 
§  6,  (7'))  das  mnlfipl /zierte  Teihmgsverhältms  des  laufenden  Strahles  p 
in  bezug  auf  die  beiden  Grrundstrahlen  (vgl.  §  9,  1). 

Durch  jeden  Pmilt  Xq,  y^  der  Ebene,  ausgenommen  das  Zentrum  S 
des  Büschels,  geht  ein  bestimmter  Strahl  p^  des  Büschels  hindurch. 


j\r,^S 


2V^hN',=o 


*x 


Fig.  115. 


Fig.  IIG. 


^Q   dieses   Strahles    aus   der   Be- 


Man    erhält   den   Parameter   ^ 
dingung,    daß    die    Koordinaten    Xq,  y^    der    Gleichung  (14)    genügen, 
also  aus: 

wo  Xj*'  und   X^^  die   mit  x  =  x^,  y  =  y^^   gebildeten    Ausdrücke   (10) 
sind  (vgl.  §  18,  (16)).     Es  ist-  daher: 


(19) 


"O  "V  0 

8.    Die  Gleicliung  des  Strahlbüschels  mit  Doppelverhältnis  als 

Parameter.  Als  EinJieitsstrahl  g^  des 
Büschels  (vgl.  §  6,  6)  gilt  der- 
jenige Strahl,  für  den  das  multipli- 
zierte Teilungs Verhältnis  ^  den  Wert  1 
hat.  Entspricht  er  dem  Werte  A  =  Aq 
des  Teilungsverhältnisses  selbst,  so 
ist  nach  (15): 


a^X 


1  =  ^iVaI+^.j  .  X 


'"      '■  und     damit     der     Parameter     ,u     des 

laufenden  Strahles  j)  gleich  dem  Doppelverhältnisse  (vgl.  §  6,  0): 

(20)  .'^  =  r  =  (9i92P9o), 

wobei   nun    die   Pfeilspitzen    der   Grundstrahlen    und    die   Angabe    der 

äußern  Winki'lfläche  überflüssiof  werden. 


§  18,  9.  81 

Gibt  man  den  Einheitsstrahl  g^  durch  einen  Punkt  x^,  //q,  durch 
den  er  gehen   soll  (Fig.  117),  so  ist  wie  in  (19),  nur  jetzt  mit  ^^=1: 

(21)  l  =  t^' 
wonach  man  die  Gleichung  (14)  in  der  Form: 

schreiben  und  sagen  kann: 

Sind  Xj  =  0  und  Xg  =  0  in  (13)  die  Gleichungen  der  Grund- 
strahlen g^  und  g.^  eines  Straldbüschels  und  Xq,  y^  die  Koordinaten  eines 
festen  Punlies,  durch  den  der  Einheitsstrald  g^  bestimmt  wird,  so  ist 
die  Gleichung  des  laufenden  Strahles  p  des  Büschels: 

(22)  ^o-."^  =  0, 

wo  }x  das  DoppeluerJuütnis : 

(23)  .u  =  (g^g^pgo) 
bedeutet. 

Die  Gleichungen  (14)  und  (22)  sind  gleich  allgemein,  aber 
während  (14)  von  den  Konstanten  A^^  B^,  C^  und  A.^,  B.2,  ^o  abhängt 
im  Gegensatz  zu  den  Gleichungen  (13),  die  nur  die  Verhältnisse 
A^^  :  B^  :  C\  und  A2  :  B^  :  Q  enthalten  (vgl.  §  16,  5),  so  hängt  die 
Gleichung  (22),  wie  die  Gleichungen  (13),  nur  von  diesen  Verhältnissen 
und  überdies  von  x^^,  g^^  ab  (vgl.  §  9,  1;  2). 

9.  Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen  des  Büschels.  Da  in 
der  Gleichung  (14)  des  Büschels  der  Parameter  ^  nach  §  18,  7  das 
multiplizierte  Teilungsverhältnis  oder,  was  nach  §  6,  4  dasselbe  ist, 
die  multipjlisierte  VerJiältnisloordinate  des  laufenden  Strahles  p  mit 
Bezug  auf  die  beiden  Grundstrahlen  g^,  g^  als  Anfangsstrablen  ist,  so 
folgt  aus  §  6,  10,  I': 

Das  BoppelvcrJUiltnis  von  vier  durch  ihre  Gleichungen'^^) : 

(24)  Xi-,a,X2=0,    X,-^ti,X2  =  0,    X,-ii.,X.,  =  (),    X,-,u,X,  =  0 
gegebenen  Strahlen  Jhilhilhilh  ^"^-^  Büschels  (14)  ist: 

und  aus  §  6,  10,  III': 

Das  Doppelverhältnis,  das  zwei  durclb  ihre  Gleichungen: 

(26)  X,  -  ^^  X,  =  0,     Xi  -  ^a.  X.  =  0 

Staude,  analyt.  Geometrie.  ß 
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gegebene  Strahlen  Pi,p.2  mit  den  beiden  Grundstrahlen  (j^^  g^  ^^^  Büschels 
bilden,  ist: 

(21)  ^  =  (9Mhlh)-'"^- 

Für   iu^  =  —  ^^    sind    die    Sti-ablen    (26)    zu    den    Grundstrahlen    har- 
monisch  (§  6,  11). 

Die  gleichen  Sätze  gelten  auch  für  die  Form  [22)  der  Gleichung 
des  Büschels. 


III.  Kapitel: 

Die  Koordinaten  der  geraden  Linie. 

§  19.  Die  Koordinaten  der  geraden  Linie  und  die  Gleichung 

des  Punktes. 

1.  Die   Koordinaten   der   geraden  Linie. '^)     Die  durch  die  all- 
gemeine Gleichung: 

(1)  Äx  ^By-\-C=0 

ffegebene  Gerade  schneidet  nach  i?  1(1,  (> 
auf  den  Koordinatenachsen  die  Strecken 
i^Fig.  118): 

"^    (2)       0L  =  -\,     0J/  =  -^ 

Fig.  118.  ab.     Die  negativen  reziproken  Werte  der 

Längen  dieser  Strecken  heißen  die  Koor- 
dinaten der  Geraden  und  werden  als  solche  mit  u.  v  bezeichnet, 
so  daß: 

(3)  ■'  ^  ^ '     ^  ^  ~C  ' 

Sind  umgekehrt  die  Koordinaten  a,  v  gegeben,  so  ist  nach  (3): 

.1  :  B  :  C  =h:v:1 
und  daher  die  Gleichung  der  Geraden  (^  16,  5): 

(4)  (IX  +(•</+  1  =  <>. 

Die  Beziehung  zwischen  einer  Geraden  und  ihrrn  Koordinaten  ist 
dalier  wechselseitig  eindeutig. 

2.  Die  Gleichung  des  Punktes  in  laufenden  Linienkoordinaten. 
Sind  A,B,C  beliebige   Konstanten   (die  nichts   mit   den    in     1     vor- 


§  19,  -^-3. 
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kommenden  Konstanten  zu  tun  haben)  und  h,v  die  Koordinaten  einer 
veränderlichen  Geraden,  so  kann  man  sich  die  Gleichung: 


(ö) 


ÄU  +  5y  +  C  =  0 


dadurch    entstanden    denken,    daß    man    in    die    Gleichung    (4)    der 
Geraden  u,  v  die  Werte: 

A 


(6) 


X  = 


c 


B 


y^ 


eingesetzt  hat.  Die  Gleichung  (5)  ist  daher  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  daß  der 
Punkt  (())  auf  der  Geraden  u,  v  liegt 
oder,  was  dasselbe  ist,  daß  die  veränder- 
liche Gerade  u,  v  (Fig.  119)  durch  den 
festen  Punkt  (6)  geht. 

Eine  veränderliche  Gerade  geht  also 
dann  und  nur  dann  durch  den  festen 
Punkt  (6),  wenn  ihre  Koordinaten  u,  v 
der  Gleichung  (5)  genügen. 

Man  nennt  daher  (5)  die  Gleichung  des  Punktes  (6)  in  laufenden 
Linienkoordinaten  ti,  v. 

3.  Dualität  zwischen  den  Koordinaten,  beziehungsweise  den 
Gleichungen  von  Linie  und  Punkt.  Wir  können  die  vorstehenden 
Erklärungen  in  folgender  Weise  gegenüberstellen: 


Ist: 


(7J 


Äx^  By+C=0 


I        Ist: 

\{T)        Äu-^Bv-{-C=0 


die    Gleicliung    einer    Geraden    in' die    Gleichung    eines     Punktes    in 
laufenden    Punktkoordinaten    x,  y,  laufenden    Linienkoordinaten    u,  v, 


so  sind: 
(8) 


so  sind: 
(8') 


_  A 

^0  (j 


_  B 


die  Koordinaten  der  Geraden. 

Sind  «<(,,  Cq  die  Koordinaten  einer 
Geraden,  so  ist: 

(9)         UqX  +  i?o?/  +1=0 


die  Koordinaten  des  Punktes. 

Sind  Xq,  ^0  die  Koordinaten  eines 
Punktes,  so  ist: 

(9')        x,H  +  !/,v+  1  =0 


die  Gleicliung  der  Geraden  in   km-   die  Gleichung  des  Punktes   in  lau- 


fenden Punkfloordinaten  x,  //. 


fendcn  Linienkoordinaten  u,  v. 
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§  19,  4—6. 


4.  Bedingung  der  vereinigten  Lage 
von  Punkt  und  Geraden.  Die  Gerade  ii^, 
Vq  und  der  Punkt  Xq,  y^  liegen  (Fig.  120) 
vereinigt,  d.  h.  die  Gerade  geht  durch  den 
Punkt  und  der  Punkt  liegt  auf  der  Ge- 
raden,   immer  dann  und  nur  dann,   wenn: 


Fis.  120.  (10)  UqXq  +  ro?/„  +1=0. 

5.    Spezielle   Lagen   der  Geraden  und   des  Punktes  gegen  das 
Koordinatensystem. 

Die  Gerade:  Der  Punkt: 

Ax  +  Bij  =  0  Au  +  Bv  =  0 

geht  nach  §  16,  (15)  durch  den  liegt  (nach  i8';  mit  C  =  0)  uuend- 
Anfangspuukt   0.  lieh  fern  (vgl.  §  22,  (10)). 

Die  Geraden:  Die  Punkte: 

Ax  +  C  =  0,     By  +  C=^0  Au  +  C  =  0,     Bv -^  C  =  0 

sind  nach  §  16,  (16)  der  ?/- Achse,  liegen  (nach  iS'))  auf  der  a;- Achse, 
bezüglich  der  ic-Achse  parallel.         bezüglich  ?/-Achse. 

(>.  Gerade  durch  zwei  Punkte,  Punkt  auf  zwei  Geraden.     Die 
Gleichung  eines  Punktes  hat  nach  §  19,  2   immer  die  Form: 
(11)  Au-i-  Bv+  0=^0. 

Sie  hängt,  wie  die  Gleichung  der  Geraden  §  16,  5,  von  zicci  Kon- 
stantenverhältnissen A:B:C  ab.  die  bestimmt  sind  durch  zwei  Ge- 
rade u^,  i\  und  «2?  "^'2^  welche  durch  den  Punkt  gehen.  Denn  da  deren 
Koordinaten  der  Gleichung  (11)  genügen  müssen,  so  ist: 

^Au^  -{-  Bi\  +  C=0, 
\Ah,  '\-Bv.,-{-  C=0. 
Eliminiert  man  nun  aus  (11)  und  (12)  die  Konstantenverhältnisse,  so 
erhält  man  die  Gleichung  des  Punktes,  der  in  den  zwei  Geraden  liegt, 
und  damit  den   folgenden   rechts   stehenden    Satz,    zu   dem   der   duale, 
links  stehende  schon  §  16,  3  abgeleitet  wurde  (Anm.  2,  II,  3). 

Die  Gleiclmng  der  Verbinditngs-         Die     Gleichung     des     Schnitt- 


(12) 


linie  der  beiden  Pimlcte  x^^,  y^  und 
X.2,  y^  ist  in  laufenden  Koordi- 
naten X.  y: 

X      y      1 

(13)  x^     y,     1    =0. 


Ih. 


1 


punlctes  der  beiden  Geraden  u^ ,  v^ 
und  »2J  ^'2  *^^  '''  laufenden  Koordi- 
mdcn  u,  v: 

n      V      1  j 
(13')  u,     i\     l    =  0. 

U.y  To  1 


§  19,  7—8.     §  20,  1. 
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Es  ist  zugleich  die  Bedingung  dafür,  Es  ist  zugleich  die  Bedingung  dafür, 
daß  die  drei  Punkte  x.y:  oc^,  y^]  daß  die  drei  Geraden  n.v:  «j,  i^; 
x.2,y.2  iu  einer  Geraden  liegen.  u.2.  v.^  durch  einen  Punkt  gehen. 

7.    Abstand   einer   Geraden   von    einem   Punkte.     Ist   ( llj    die 
Gleichung     eines     Punktes,     und      sind  s/^ 

i(q,  U(,  die  Koordinaten  einer  Geraden,  so 
hat  der  Punkt  die  Koordinaten: 
.1 


X  = 


B 

y=  c 


und  die  Gerade  die  Gleichung: 
UqX  +  v^y  +1  =  0. 
Xach    §  IT,  (7)    ist    der   senkrechte  Ab- 
stand   des    Punktes    von    der    Geraden: 


^  = 


«0  ^  +*'"o"^ 


A 

C 


+  1 


oder  mit  Unterdrückung  des  Index  0  (Fig.  121): 

Der  senl'recltte  Abstand  der  durch  ihre  Koordinaien  u,  v  gegebenen 
und  gerichteten   Geraden  (§  17,  1)  von  dem  durch  seine  Gleichung: 

(14)  Au  +  Bv-\-C  =  0 
gegebenen  PunJde  isf'^): 

(15)  d  = 


Au  +  Bv+C 


8.    Die    Hessesehe    Normalform    der    Gleichung    des    Punktes. 
Bringt  man  die  Gleichung  (5)  des  Punktes  durch  Division  mit  ('  auf 
die  Form'^): 
(16)  '  au +  bv  +  1  =  0, 

so  erhält  man  die  Hessesche  Normalform  der  Gleichung  des  Punltes,  die 
dadurch  charakterisiert  ist,  daß  das  konstante  Glied  den  Wert  1  hat. 
Der  senhrechte  Abstand  der  durcJi  ilire  Koordinaten  u,  v  gegebenen 
Geraden  von  dem  durch  seine  Gleicliung  (16)  gegebenen  Punlte  ist 
nach  §  19,  7: 


(1') 


d  = 


a  u-j-  bv  -\-  1 


Vu'T 


§  20.   Zwei  Punkte  und  die  Gleichung  der  Punktreihe. 
1.    Gleichung  des  Punktes,   der  die  Strecke  zweier  Punkte  in 
bestimmtem  Verhältnisse  teilt.     Zwei  Punkte  P^  und  P.^  seien  durch 
ihre  Gleichungen   L\  =  0  und   ZTg  =  0  gegeben,  wo  die  Abkürzungen: 
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(1) 


§  20,  1—2. 


Ü2  =  Aji  +  -Bgi-  +  Q 
in  derselben  Weise  wie  §  18,  (10)   gebraucht   sind.     Die  Koordinaten 
der  Punkte  sind  dann: 

Die  Koordinaten  des  Punktes  P,    der  die   Strecke  P1P2   im  Verhält- 
nisse A  teilt,  sind  nach  §  12,  (18): 


1  —  X 


A     3  A 

~  c: 


1  — ;.     ' 


Via.  122. 


Fig.  123. 


Die  Gleichung  dieses  Punktes  P  ist  daher  nach  §  19,  (9'),  mit  \  —  X 
multipliziert: 

(c:-4:)"+(c;-4:)^'+(i-^>-o 

oder  nach  (1): 


(2) 


|-  -  A  ^^^  =  0. 
Sind  (Fig.  122): 

U^  =  A,n  +  Pit'  +  Q  =  0, 
t/2  =  A»  +  ^2?;  +  ^2  =  0 
die  Gleichungen  zweier  Fimlde,  so  ist  die  Gleichumi  dcsjcnif/o)  PuuMes, 
der  die  StrecJiC  jener  im   Verhältnisse  X  teiW^): 

(3)  f;_^f:,  =  0, 

ivo:  ^ 

(4) 


a  =  ^U. 


2.    Anwendung    der    Hessesehen    Normalform.       Mit    C^  =  1, 
C;  =  1  (vgl.  §19,il()i)  nimmt  der  Satz  i<  20,  1  die  Form  an  (Fig.  123): 
Sind  (vgl.  §  18,6): 

fiY^  =  fl^H  +  b^v  +  1=0, 
\  ^\  =  a,>(  -^  h,  r  +  1  =  0 


(o) 


§  20,  3—4. 
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die  Gleichungen  zivcier  Punkte  in  der  Hesseschen  Sormidform,  so  ist 
die  Gleichung  desjenigen  Punktes,  der  die  Strecke  Jener  i)n  Verhält- 
nisse l  teilt: 

(6)  y,-).X,  =  ö. 

Insbesondere  lauten  die  Gleichungen  des  Mittelpunktes  und  des  un- 
endlich fernen  Punktes  der  Strecke  (A  =  —  1  und  /.  = -p  1  nach 
§  3,  3;  4)  bezüglich'^): 

(7)  A^  ^  X  =  0,    :v,  -  ^  =  0 

(vgl.  §  22,  '10)). 

3.  Die  Gleichung  der  Punktreihe  mit  multipliziertem  Teilungs- 
verhältnisse  als  Parameter.  Die  Gleichung  (3^  stellt  ivgl.  §  18,  7) 
bei  veränderlichem  A,  bezüglich  ix,  alle  auf  der  Verbindungslinie  g  der 
Punkte  (2 )  liegenden  Punkte  dar.  Sie  ist  die  Gleichung  der  Punktreihe, 
welche  durch  die  in  (2)  gegebenen  Grund- 
punkte, die  wir  nun  G^  und  G^  nennen 
wollen  (Fig.  124),  bestimmt  ist. 

Der  Parameter  y.  der  Gleichung 
der  Punktreihe  bedeutet  (vgl.  §  (3,  (7)) 
das  multiplizierte  TeilungsverJiältnis  des 
laufenden  Punktes  P  der  Reihe  in 
bezug  auf  die  beiden  Grundjiunkte  (vgl. 
§9,1). 

Auf  jeder  Geraden  Uq,  r^  der  Ebene, 
ausgerumimen    die   Verbindungslinie   g    der    Grund pu)d.tf.    liefft   ein    be- 
stimmter Punkt  Pq  der  Beihe. 

Sein  Parameter  hat  (^vgl.  §  18,  ,19i)  den  Wert: 


Fig.   124. 


(8) 


u " 


wo  U^  und  UJ^  die  mit  u  =  u^^,  v  =  Vq  gebildeten  Ausdrücke  (1)  sind. 

4.    Die    Gleichung    der    Punktreihe    mit    Doppelverhältnis    als 

Parameter.  Ist  A  =  A^  der  Wert  des  Teilungsverhältnisses  A  für  den- 
jenigen Punkt  Gj,,  für  den  das  multiplizierte  Teilungsverhältnis  u  den 
Wert   1  hat,  so  Avird  wie  in  §  19,  8: 

(9)  ^  =  ^  =  (G,G,PG,). 

'"0 

Auch  folgt  in  derselben  Weise  wie  dort: 

Sind    Ui  =  0   und    f/^  =  0   in   (2)   die    Gleichungen    der    Grund- 
punkte G^  und  G.,   einer  Punktreihe   und  Uq,  r^  die  Koordinaten   einer 


Fig.  12Ö. 


§  20,  5—6. 

festen  Geraden  (Fig.  125),  durch  die  der 
Einlieitspimld  G^  hesfimmt  wird,  so  ist 
die  Gleiclnmg  des  laufenden  Punltes  P 
der  Redte: 

wo  /x  das  Doppeherliältnis : 

(11)  ii  =  (G,G,PG,) 

bedeutet. 


5.    Doppelverhältnis   von   vier   Punkten    der  Reihe.     Da  in   der 

Gleichung  (3)  der  Parameter  ^  das  multiplizierte  Teilungsverhältnis 
oder,  was  nach  §  0,  4  dasselbe  ist,  die  multiplizierte  Verhältnisl'oordinate 
des  laufenden  Punktes  P  in  bezug  auf  die  beiden  Grundpunkte  Gj,  G^ 
als  Anfangspunkte  bedeutet,  so  folgt  aus  §  6,  10,  I: 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  durch  ilirc  Gleichungen: 

(12)   i\-ii,u,  =  o,  u,-^,u,  =  o,  L\-^j:,  =  o,  u,-fi,r,==o 

gesehenen  Pimlden  P^,  P^,  P.^,  P^  der  Reihe  (3)  ist: 

(f^l  —  ^s)  (M2  —  fi4) 


(13) 


8  =  {P,P,P,Pd 


(f^a  —  f^s)  (^1  —  /**) 

Das  Doppelverhältnis,  das  zwei  durch  ihre  Gleichungen: 

(14)  U^-l^rl\-^,     l\-ii.V2  =  ^ 

gegebene   Punlde   P^,  P.,    mit    den    beiden    Grundpimlxten    G^,  Go    der 
Reihe  bilden,  ist: 

(15)  d  =  {G,G,P,P^  =  '^- 

Für  ^2  ^^  ~  ^1  ^^"^^  ^^^  Punkte  (14)  zu  den  Grundpunkten  hnr- 
monisch. 

Die  gleichen  Sätze  gelten  auch  für  die  Form  (10)  der  Gleichung 
der  Punktreihe. 

().  Parameterdarstellung  der  Koordinaten  der  Punkte  einer 
Reihe  und  der  Strahlen  eines  Büschels.  Sind  zwei  Gerade  durch 
ihre  Koordinaten  u^,v^  und  u^j  ^'2  gegeben,  so  sind  ihre  Gleichungen 
nach  §  19,  (9): 

ii^x  +  v^y  +  1=0,     u.^x  -\-  v.y>/  +  1=0 

und  daher  nach  §  18,  (14)  die  Gleichung  der  Geraden,  die  den  ^^'illkel 
jener  beiden  im  Sinusverhältnisse  A  teilt: 
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(16) 


i/: 


Vi^^ 


Die  Koordinaten  dieser  Geraden  sind  daher  nach  §  19,  (8): 


1  —-/./. 


Neben   den  Satz  §  12,  9,   den  wir  links  wiederholen,   tritt  daher   der 
rechts  folgende  duale  Satz^^j: 

Die  Koordinaten  x,  y  des  Pimlies,  \  Die  Koordinaten  ii ,  v  der  Ge- 
der  die  StrecJce  der  Pimlite  x^,  y^  raden,  die  den  WinJcel  der  Geraden 
und  X.2,  y.2  im  Verhältnisse  k  teilt,  u^,  i\  und  u.2,  r,  im  Sinnsverhült- 
sind:  nisse  A  teilt,  sind  mit  dem  Werte  {\Q) 

von  K : 


riT)  X 


1  —  /. 


y 


yi  —  ^ys 


(17  )     U=     \ A  ,      V  =  -^. : 


§  21.  Die  Transformation  der  Linienkoordinaten. 
1.   Übergang  von  einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  zu 
einem   andern.     Die   §   14,  1 15 1  und  fl8)    angegebenen   Formeln   für 
die    Transfoiination    des    rechtwinkligen 
Koordinatensystems    lauten,    wenn     das 
neue   System   mit  O'x'y    statt  ii^)/   be- 
zeichnet wird  (Fig.  126): 


p  =  i^o  +  «1^;'  +  ff,?/', 

\x'=x^-\-  a^x  +  l^y, 
^y'=yo  +  a^x  +  h^y, 
wobei  (§  14,    IT  ): 

^3) 


(1) 
•(2) 


'^O  ^1  "^0 


hyo, 


iJq  =  —  a.2X^,  —  hyQ. 

2.  Darstellung  der  neuen  Linienkoordinaten  durch  die  alten'®). 
Hat  in  bezug  auf  das  alte  System  Oxy  eine  gerade  Linie  g  die 
Koordinaten  n,  v,  so  ist  nach  §  19,  (9)  ihre  Gleichuny : 

(4)  ux  +  f?/  +  1  =  0. 

Führt  man  in  diese  Gleichung  mittels  der  Substitution  ( 1 1  die  neuen 
laufenden  Punktkoordinaten  x,  y    ein,  so  nimmt  sie  die  Form  an: 

(5)  ia^  u  +  \v}x  +  (a^u  -f  hvjy  -r  U'o"  +  ^u^"  +  1)  =  Ö. 
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Hat  man  in  (5)  die  Gleichung  der  Geraden  im  neuen  System  her- 
gestellt, so  ergeben  sich  nach  §  19,  (7)  und  (8)  die  neuen  Koordi- 
naten (Fig.  126): 

(6)  U   =  — -V"* — Vt  ;       ^'    =         -       '      * 


3.    Darstellung   der  alten  Linienkoordinaten  durch  die  neuen. 

Hat   in    bezug   auf  das   neue   System   0' x  y'  eine   gerade   Linie   g   die 
Koordinaten  «',  v,  so  ist  nach  §  19,  (9)  ihre  Gleichung: 

(7)  ux  +  v'y  +1=0. 
Durch  die  Substitution  (2)  wird  diese: 

(8)  (ct^ii  +  a.^v)x  +  (h^  n'  +  \v')y  +  (x^^'u'  +  y^v'  +  1)  =  0. 

woraus   nach  §  19,  (7)  und  (8)   für    die   alten   Koordinaten   der   Linie 
(Fig.  12G)  folgt: 

/QN  «,  %l    -\-  «2  V  h^U    -\-  feg  V 

">     ^  v     ti    _L-  1/     n    — 1_  1  ' 


oder  nach  (3): 


(10) 


M  = 


V  = 


—  («1  a;^  +  öl  2/o)  n  —  («j  a^o  +  h^  y^  v'  +  1 

—  («1  a;o  +  ^1  ?/o)  w'  —  (f'2  «0  +  ^'2  2/,.)  '•'  +  1 


IV.  Kapitel: 

Die  liomogeueii  gemeinen  Koordinaten. 

§  2^.  Die  homogenen  gemeinen  Koordinaten  des  Punktes 
und  der  Geraden. 
1.  Begriff  der  homogenen  gemeinen  Koordinaten.  Unter  den 
homogenen  gemeinen  Koordinaten''^)  des  Punktes  oder  der  Geraden 
verstehen  wir  (vgl.  §  7,  1)  drei  Zahlen  x ,  y',  f  oder  u',  v',  s',  deren 
Verhältnisse  die  gemeinen  Koordinaten  x,  y  oder  u,  v  des  Punktes 
(vgl.  §  10,  2)  oder  der  Geraden  (vgl.  §  19,  1)  sind,  derart  daß: 

(1)  ^,=-x,     Y  =  y.  |(1)         -/  =  «.     y  =  *'- 

Die   homogenen   Koordinaten   bestimmen   den  Punkt   oder   die  Gerade 
eindeutig,  sind  aber  durch  diese  nur  ihren  Verhältnissen  nach  bestimmt. 
Sie  sollen  stets  endliche  Werte  haben  und  dürfen,  damit  ihre  Ver- 
hältnisse bestimmt  bleiben,   niemals  alle  drei  gleiehzcifig  verseJiicinden. 
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Wir  lassen  fernerhin  die  in  (1)  und  (1')  zur  Unterscheidung  ein- 
geführten Akzente  weg.  Um  dann  von  den  gemeinen  zu  den  homo- 
genen  gemeinen  Koordinaten    überzugehen,    haben  wir  nur  x,  y;  ii,  v 

rtr»  AI  1/  /t% 

durch    -   ,  ',  :  —- ,  —   zu  ersetzen,  während  wir  umgekehrt  mit  ^  =  1 , 
5=1    von  diesen  zu  jenen  zurückkehren. 

2.  Die  Gleichungen  der  Geraden  und  des  Punktes  in  homo- 
genen Koordinaten.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Geraden  oder  des 
Punktes  (§  16,  i6i,  §  19,  (5))  wird  mit  Einführung  der  homogenen 
Koordinaten  unter  nachfolgender  Multiplikation  mit  t  oder  s: 

Ax  +  By  +  Cf  =  0.  I  Au  ^  Bv  ^  Cs  =  0. 

3.  Die  homogenen  Koordinaten  als  Koeffizienten  der  Glei- 
chungen der  Geraden  und  des  Punktes.  Die  homogenen  Koordi- 
naten der  Geraden  und  des  Punktes  sind  unmittelbar  auch  die 
Koeffizienten  der  Gleichungen  der  Geraden  und  des  Punktes.  Denn 
die  Sätze  §  19,  3  lauten  gegenwärtig: 

Ist:  1        Ist: 

(2)  Ax  4-  By  ^  Ct  =  0  \  (2')        Au  +  Bv  +  Cs  =  0 

die    Gleidmny    einer    Geraden     in  die     Gleichung    eines     Funlics    in 

laufenden  PunliJcoordinaten  x,  y,  t,  laufenden  Linienlioordinaten  u,  v,  s, 

so  sind:  so  sind: 

(3)  u,=^A,    v,  =  B,    s,  =  C  (3')    x,  =  A,    y,  =  B,    f,  =  C 

die  Koordinaten  der  Geraden.  die  Koordinaten  des  Funldes. 

Sind  »0,  Vq,  Sq  die  Koordinaten         Sind  Xq,  y^,  t^  die  Koordinaten 


einer  Geraden,  so  ist: 

(4)        UqX  +  v^^y  +  s^t  =  0 


eines  PunMes,  so  ist: 

(4')       Xf^n  ^  y^v -^  t^s  =  0 


ihre  Gleichung.  seine  Gleichung. 

Die  Angaben  (3)  und  (3')  sind  dabei  nui*  bis  auf  einen  gemein- 
samen Faktor  gemeint  (vgl.  §  16,  (11)). 

4.  Bedingung  der  vereinigten  Lage  von  Punkt  und  Geraden 
in  homogenen  Koordinaten.  Die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  die  vereinigte  Lage  des  Punktes  x,  y.  t  und  der  Geraden 
i(,  V,  s  (§  19,  4j  lautet  jetzt: 

(5)  lix  -\-  vy  -\-  st  =  0. 

5.  Die  unendlich  ferne  Gerade  und  der  Koordinatenanfangs- 
punkt. Die  homogenen  Koordinaten  ermöglichen  eine  Anpassung 
der    analyti.sclien    Formeln    an    die   Vorstellung,    daß    alle    unendlich 
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fernen  Punkte  der  Ebene  eine  Gerade,  die  unendlich  ferne  Gerade  g^, 
bilden  ^'^). 

Diese  Vorstellung   gründet    sich    auf   die    Perspektive    Beziehung 
der  Geraden  der  Ebene  auf  ein  Ebenenbündel  im  Räume  (vgl.  §  53,  5). 

Jeder  der  oo^  Ebenen  F,  die  durch  einen 

Punkt  C  des  Raumes  gehen,  entspricht 
(Fig.  127)  eine  Gerade  g  einer  festen  nicht 
durch    C   gehenden    Ebene    E,    nämlich 

7     die    Schnittlinie   der   Ebenen    F  und  E. 
Nur    einer    einzigen    durch  C    gehenden 
Ebene  Fq,  der  zu  j& parallelen,  würde  keine 
solche    Gerade    entsprechen.     Da   aber  g 

'"    "'  um  so  weiter  in  die  Ferne  rückt,  je  mehr 

sich  F  der  Lage  Fq  nähert,   so  nimmt  man  eine  unendlich  ferne  Ge- 
rade gx   der  Ebene  E  als  die  der  Ebene  Fq  entsprechende  Gerade  an. 
Hat    nun    die    dritte    der    homogenen    Koordinaten    x,  y,  t    eines 
Punktes  P  den  Wert  0,  so  wird,  da  .r,  y,  t  nicht  alle  drei  Null  sein 

dürfen,  wenigstens  eine  der  gemeinen  Koordinaten  ,  -  -  von  P  un- 
endlich, und  damit  auch  P  selbst  unendlich  fem  (vgl.  §  10,  4).  Ist 
umgekehrt  P  unendlich  fern,  und  damit  wenigstens  eine  seiner  ge- 
meinen Koordinaten  unendlich,  so  muß,  da  ./',  //,  t  immer  endlich 
bleiben  sollen,  t  =  0  sein.     Daher  ist: 

^  =  0 
die    notwendicre    und    hinreichende   Bedingung   aller   unendlich    fernen 
Punkte.     Diese  ist  aber  nach  (2)  die  Gleichung  einer  Geraden,  deren 
Koordinaten  h^  =  0,  Vq  =  0  sind.     Wir  sagen  daher: 
Die  unendlich  ferne  Gerade  g-r.   hat  die  Gleichung: 

(6)  ^  /  =  0 
und  die  Koordinaten: 

(7)  u  =  0,     r  =  0,     s  +  0{s  =  l). 

Das  duale    Seitenstück    bildet    der  Koordinatenanfangspunld,    der 
die  gemeinen  Koordinaten  0,  0,  also  die  homogenen  Koordinaten: 

(8)  .r  =  0,     2/  =  0,     ^  +  0(^=1) 
hat  und  daher  nach  (4')  die  Gleichung: 

(9 )  .s  =  0. 

Die  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Punktes  (t^  =  0)  hat  nach  (4') 
die  Form  (vgl.  §  19,  5): 

(10)  Au-^Bv^OJ^) 
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6.     Schnittpunkt    einer    Geraden    mit    der    unendlicli    fernen 
Geraden.     Eine  beliebige  Gerade,  deren  Gleichung: 


(11) 


Äx  -\-By  +  et  =  0 


ist,  schneidet  die  unendlich  ferne  Gerade  (6)  in  einem  Punkte,  welcher 
den  beiden  Gleichungen: 

(12)  Ax  +  By  =  0,     t  =  0 
oder  auch: 

(13)  x:y  =  -B:Ä,     f  =  0 

entspricht  und  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Geraden  ist  (§  3,  4).  Nach  §  IG,  (17 ) 
folgt  hieraus  (Fig.  128): 

Die    beiden   ersten    homogenen   Koordi- 
naten des  Sclmittpmiktes  einer  Geraden  mit 

der  unendlich   fernen  Geraden  verlialten  sich   ivie  die  Richtung shosinus 
der  ersteren. 

Da  der  Punkt  (13)  überhaupt  nur  vom  Verhältnis  A  :  B,  nicht 
von  C  abhängt,  folgt  nach  §  18,  (6): 

Parallele  Geraden  schneiden  die  unendlich  ferne  Gerade  in  demselben 
Punkte. 

7.  Verbindungslinie  zweier  Punkte  und  Schnittpunkt  zv^reier 
Geraden.  Die  Sätze  §  19,  6  lauten  bei  Anwendung  homogener 
Koordinaten: 

DieGleiclningdcrVcrbindiDigslinie  .      Die  Gleichung  des  Schnittini nJdes 
der  PunJde  x^,  y^,  t^  und  x^,  y2,  t^  ist:  der  Geraden  u^,  t\,  s^  und  u^,  v^,  Sg  ist: 


(14) 


X     y     t 

^1    Vi   k 

x^    y^   '2 


0; 


(14') 


u 

V 

s 

«1 

Vi 

h 

u.. 

l\ 

S9. 

=  0: 


ihre  Koordinaten  also  nach  §  22,  3:   seine  Koordinaten  also  nach  §  22,  3; 


u  = 

Vi    fi 

1  ^1     ^1 

V-2      ^2 

h    ^2 

5  = 

^2    ^2  1 

(15)  -"-^    -^  "■'  ^'         (15') 


X  = 

^1  h 
V2  S2 

,  y  = 

t^ 

1%    v^\ 

'  ^2     V.2 

S.,    Ho 


(Anm.  1,  II,  (6)).  '  ,  (vgl.  §  18,  (9)). 


8.    Spezialfälle    dieser   Sätze.     Ist   in  (14)    der   eine    der   beiden 
Punkte   unendlich    fern,    also   etwa   x.^  =  a,  y^  =  b,   1^  =  0,    wo    nach 
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§  22,  %  a,h   sich   wie   die  Riclitimgskosinus   der  durch   diesen  Punkt 
gehenden  Geraden  verhalten,  so  wird  die  Gleichung  (14): 

oder  mit  x^^,  ij^,  1  für  x^,ii^,t^  und  t=l  (vgl.  §  22,  1)^^): 

h(x  —  x^)  —  a{y  —  y^)  =  0. 
Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden,    die  durch  den  Punkt  Xq,  y^  in 
der  Richtung  a,l)  hindurchgeht  (vgl.  §  16,  (4)). 

Sind  in  (14')  mit  «^  :  i\  =  Hg  •  ^'2  ^i^  beiden  Geraden  n^,  i\,  s^ 
und  u.2,i'.27h  pai'allel  (vgl.  §  18,  161),  so  verschwindet  der  Koeffizient 
von  s  und  die  Gleichung  erhält  die  Form  (10). 

9.  Das  Koordinatendreieck  der  homogenen  Koordinaten.  Denken 

wir  uns  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  Oxy  durch  Hinzunahme 

.      '  der  unendlich  fernen  Geraden  (ix  zu  einem 

\  i  ... 

^U'=ö  „Koordi)iate)idreierl-"  (in  Fig.  129  die  punk- 

;  \  tierten   Teile   unbegrenzt   weit    zu    denken) 

I        ^"Äa  ergänzt,    so  haben  die  Seiten  des  Dreiecks 

\  \^  die  Gleichungen  (§  10,  5:  §  22,  (6)): 

f .^' =  0  (/'/-Achse),     y  =  0  ix-Achse), 

X=0  \  (16)  ^  .         n  /       ^ 

^'O        5» ^-^-P-  und    daher   die   Koordinaten  (^bis  auf  einen 


^    gemeinsamen  Faktor): 
^'^■''''  (17)    H,y,  5=1,0,0;    0,1,0;    0,0.1, 

und  haben  die   bezüglich   gegenüberliegenden  Ecken  des  Dreiecks  die 
Koordinaten : 

(18)  .r,^,f=  1,0,0;     0,1,0;     0,0,1 

und  daher  die  Gleichungen  (vgl.  dOi  und  (9)): 

[M  =  0  (unendlich  ferner  Punkt  der  a;- Achse), 
^^^•^       U-  =  0(        „  „  „        ,.    y-     „     ),      s  =  0(0). 

10.  Gleichungen  de.s  Strahlbüschels  und  der  Punktreihe  in 
homogenen  Koordinaten.  Wenn  mau  in  der  Glcicliung  ij  IS,  (22), 
die  nur  von  den  Verhältnissen  A^ :  J\  :  ( \  und  .4o :  B.2  '■  ^  \  abhängt,  die 
Bezeichnung  der  letzteren  in  f(^,i\j^i  und  u.^,  i\,  s^  abändert  und  die 
Gleichung  gleichzeitig  in  x,  y,  t  und  Xq,  y^,  f^  homogen  schreibt,  so 
nimmt  der  Satz  §  18,  8   und   ebenso  der  duale  ij  20,  4  die  Form  an: 

Sind:  Sind: 

,.>,))  I  ^'1  ==  UiX  +  v^y-{-s,t  =  0,       ^^^^,^  (  l\  =  x,>(^y,v-\-t,s  =  0, 
I  Xg  =  n^x  -i-  v.2y  i-  s^t  =  0  ~      '  T«  =  x.^ u  +  y^v  +  t^.'^  =  0 
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die  Gleichungen  der  heiden  Grund-  die  GleicJumc/en  der  beiden  Grund- 
strahlen f/i,  (/^  eines  Strahlt iischels,  punMe  G^,  G^  einer  Fuiiktreihe, 
so  ist  die  Gleichung  des  laufenden  so  ist  die  Gleichung  des  laufe^iden 


Strahles  p  des  Büschels: 


PunJvtes  P  der  Reihe: 


(21) 


=  0: 


(21') 


l'r 


—  ^jjh  =  ^'-, 


dabei  ist  Kq,  v^,  s^^  ein  zur  Bestiiii- 
mung   des   Einheitspunltes    Gq   ge- 


— —  —  ii  — - 

dabei  ist  Xq,  y^,  t^  ein  mr  Bestim- 
mung des  Einhcitsstrahles  g^  ge- 
gebener PunJd,  sind  X^^,  X^^  die  gehener  Strahl,  sind  L\^,  U^^  die 
für  ihn  gebildeten  Ausdrücke  X^,  X^  für  ihn  gebildeten  Äusdrücle  U-^,  U^ 
und  bedeidet  ,a  das  Doppelverhältnis :  und  bedeutet  u  das  Boppelverhältnis : 

(22)  ^  =  {g,ci,pch).  (22')        a  =  {G,G,PG,). 

Die  Gleichung  (21)  enthält  nur  die  Verhältnisse  je  der  Koordi- 
naten tii,'i\,s^]  u.2,v^,s^]  ^07  ^0?  ^0  '^^^  -^jy^i- 

Kommt  es  nicht  auf  die  genaue  Feststellung  der  Bedeutung  von  ii 
an,  kann  man  die  Gleichungen  (21)  und  (21')  auch  in  der  kürzeren 
Form  schreiben  (vgl.  §  18,  ,14j  und  §  20,  ^3^): 

(23)  X,  -  .u  X,  =  0.  (23')  U,  ~^U,  =  0. 

Hier  ist  dann  u  im  allgemeinen  als  das  multiplizierte  Teilungs- 
verhältnis.  nach  dem  g  den  Winkel  von  g^^g.i,  oder  der  Punkt  P  die 
Strecke  P^Po  t^üt,  zu  erklären;  es  bleibt  aber  naturgemäß  um  einen 
Faktor  unbestimmt,  da  mit  den  Grundstrahlen  //, ,  r/o  nur  die  Ver- 
hältnisse  u^  :  v^  :  s^  und  u.^  :  %  •  ^2  gegeben  sind,  während  die  Glei- 
chung (23)  nicht  ausschließlich  von  diesen  Verhältnissen  abhängt. 

11.  Parameterdarstellung  im  Strahlbüschel  und  auf  der  Punkt- 
reihe. Im  Anschluß  an  (23)  und  (23')  kann  man  die  Sätze  von 
§  22,  10  auch  so  aussprechen: 

Siiui  Uj^,  i\,  s^  und  u=>,  v^,  Sg  die  Sind  '\,  g^,  f^  und  x.^,  y.2,  t^  die 
Koordinaten  der  beiden  Grund- '  Koordinaten  der  beiden  Grund- 
stralden  eines  Strahlbüsclwls,  so  sind  punlde  einer  Pnnldreilie,  so  sind 
die  Koordincden  des  laufenden  die  Koordinaten  des  laufenden 
Strahles  des  Büschels  mit  einem  Pro-  ■  Punktes  der  Reihe  mit  einem  Pro- 
port ioii  cd  itäfsfaltor  Q  in  der  Form  portioncditfdsfaldor  q  in  der  Form 
darstellbar :  darstellbar  ^)  : 

{  QU  =  K^  —  aU2,  ^QX  =  X^  —  J».''2> 


(24) 


Ol"  =  r,  —  a  Vo 


QS  =  Sj  —  ^  S2 . 


(24') 


9y 

ot 


Es    sind    die    auf   homogene    Koordinaten    bezogenen   Pararaeter- 
darstellungen  §  20,  G. 
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§  -22,  12.     §  23,  1—2. 


12.  Büschel  paralleler  Geraden  und  unendlich  ferne  Punkt- 
reihe. Ein  Spezialfall  der  Gleichung  X^  —  ^X^  =  0  des  Stralil- 
büschels  in  (23)  wird  die  Gleichung: 

die  nach  §  18,  2   oder  §  22,  6  ein  Büschel  paralleler  Geraden   darstellt. 
Ein  Spezialfall   der  Gleichung   U^  —  ^U^  =  0   der  Punktreihe   in 
(23')  wird  die  Gleichung: 

(Äj^u  -i-  B^v)  —  ii{Ä^u  +  B^v)  =  0, 

die  nach  (10)  eine  unendlich  ferne  Punktreihe  darstellt. 


i^l 


§  23.    Die  Transformation  der  homogenen  Koordinaten. 

1.  Übergang  von  der  Ebene  auf  die  Punktreihe.  Wir  be- 
merken vorerst,  daß  in  den  homogenen  Koordinaten  x,  y,  t  der 
Punkte  und  u,  v,  s  des  Strahles  in  der  Ebene  die  Koordinaten  in  der 
Punktreihe  und  im  Strahlbüschel  wieder  mit  enthalten  sind. 

Für  einen  Punkt  der  ^-Achse  ist  y  =  0,  während  x,  t  die  in 
§  7,  1  eingeführten  homogenen  Koordinaten  der  Punktreihe  sind  (vgl. 
§  10,  5). 

Mit  Rücksicht  aber  auf  §  22,  6  erklären  wir: 
Unter  homogenen  gemeinen  Koordinaten  x,  y  eines  Punlfes  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden   in  hezag  auf  ein  Koordinatensiceieel ,   dessen 

Ecken  von  einem  reclitwinkligen  Achsensystem 
Oxy  derEhenc  ausgesehnitten  iverden,  verstehen 
wir  zwei  ZaJden,  die  sich  verhalten,  ivie  die 
RicJitungsJiüsinus  a,  ß  der  durch  den  PunJct 
gehenden  Strahlen  in  hezng  auf  das  System 
Oxy  fFig.  130). 

Sie   stimmen    übereiu   mit    den   Koordi- 
naten   der    Bichfiing    in    der  Ebene   i^  11,  T 
und    des   Straldes    itn    SfraldhiiscIirJ   §  7,  (2), 
für  die  x  :  y  =  1  :  tgcp  war. 

2.  Übergang  von  der  Ebene  auf  den  Strahlbüschel.  Für  eine 
durch  den  Punkt   O  gehende  Gerade  (Fig.  131  i: 

MX  -j-  vy  =  0 

(vgl.  §  16,  (15))  ist  von  den  homogenen  Linienkoordinaten  u,  r,  .v  nach 
%22,(2)',  (3)  s  =  0,  während  ii,  v  sich  nach  §  17,(6)  wie  die  Richtungs- 
kosinus a,  h  der  Normale    der  Geraden   verhalten  und  die  in  §7,(3) 


O 


'^J/ 


§  23,   3. 
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einoreführten  Koordinaten  der  Geraden  im  Büschel  sind,  für  die 
II  :  V  =  —  tgq)  war. 

Für  eine  der  ?/-Aclise  parallele  Gerade: 

ux  +  sf  =  0 

(vgl.  §  16,  (IG))  ist  von  den  homogenen  Linienkoordinaten  it,  v,  s 
nach  §22,  (2);  (3)  v  =  0,  während  wir  u,  s  als  homogene  Koordi- 
naten im  Parallelstrahlbüschel  betrachten  können. ^^j 

Unter   liomogenen   gemeinen    Koordinaten    u,  s    eines    Strahles    im 
FaraJJelstraMhäschel  in  hemg  auf  ein  rechtivinMiges  ÄcJtsensystem  Oxy, 

ky 


Fig.  132. 

dessen  y-Achse  hei  heliehiger  WaJd  von  0  dem  JBüscliel  angcliört,  ver- 
stehen irir  zivei  Zahlen,  deren  negatives  reziproJces  Verhältnis  —  s,  n 
gleieh  dem  Abschnitt  OL  (Fig.  132  und  §  19,  1)  der  Geraden  auf  der 
X-Achse  ist. 

3.  Die  Transformation  der  homogenen  Koordinaten.  Nach  den 
Begriifsbestimmungen  von  §  22,  1  entnehmen  wir  aus  ij  21,  ( 1 )  und  (2) 
und  §21,(6)  und  (9)  für  den  Übergang  von  einem  rechtwinkligen 
System  Oxy  zu  einem  andern  0' x  y'  mit  dem  Anfangspunkt  0'  =  x^, 
y^,  1  und  den  Achsenrichtungen  a^,  h^  und  a.^,  h.^  (Fig.  133)  die 
Transformationsformeln : 

iQX  =  a^x  +  flo!/'  +  ^0^ 

(1)        \Qy  =  h'''+Ky'+iiJ 
\Qt=  r, 

{QU  =  a^ H  -\-  a.2 v 

(2)  9^'  =  &i'<'  +  ^^2^"' 

Ips  =  x^u  ^r  Ho'i''  +  -S 

Iöx'  ==  a^x  +  h^y  -f-  Xq  t 
Gij  =  a_^x  +  h^y  -f- .(/(,' ^ 
at'  =  t, 

Staude,  analyt.  Geometrie. 


M.A.O 


0-x;,yJ,l 


Fig.  ia;5. 
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§  23,  4—5. 


(-1) 


6v'  =  a^n  +  tgr 

ÖS'  =  XqU  +  v/o'i-  +  s. 

Hier  bedeuten  ic^j',  i/q',  1   die  Koordinaten  von  0  in  bezug  auf  0' x  y 
(vgl.  §  21,  (3))  und  ^,  6  Proportionalitätsfaktoren. 

Die  neuen  Koordinaten  des  PunJites  und  der  Geraden  sind  daher, 
von  dem  FaMor  o  abgesehen,  lineare  liomogene  FunJdionen  der  alten,  die 
gleich  Null  gesetzt  nach  §  22,  (16);  (19)  die  Gleichungen  der  Seiten 
und  Ecken  des  neuen  Koordinatendreiecks  in  bezug  auf  das  alte  geben. 

4.  Parameterdarstellung  einer  Punktreilie.  Mit  Hinblick  auf 
§  23,  1  folgt  aus  (1)  mit  ^'  =  0  (Fig.  134): 

Ist  eine  Gerade  durch  einen  Purdt  0'  =  x^,  y^^,  1  und  ihre 
RicJdungslxOsinus  o^,  h^  gegeben,  so  stellen  sich  die  Koordinaten  x,  y,  t 


Fig.  134. 


Fig.  135. 


ihres  lanfenden   PunJdes   in   hezug  auf  das  ebene   System    Oxy   mittels 

der  Formehl  : 

(ö)  QX  =  a^x  +  XqI',     (jy  =  6^^'  +  i/^/',     qI  =  t' 

durch  die  Koordinaten  x ,  t'  des  Punldes  auf  der  Geraden  dar. 

Diese  bereits  in  §  IG,  1  nicht  homogen  gegebene  Parameter- 
darstellung einer  endlichen  Geraden  ist  also  in  den  Transformations- 
formeln ( 1 )  enthalten. 

Für  die  unendlich  ferne  Gerade  haben  wir  nach  §  23,  1  schon 
in  den  beiden  ersten  homogenen  Koordinaten  x,  y  eines  Punktes  in 
bezug  auf  das  alte  System  zwei  unal)hängige  Parameter,  die  zugleich 
Koordinaten  de.s  Punktes  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  sind. 

5.  Parameterdar Stellung  eines  Strahlbüschels.  Mit  S  =  0  er 
hält  man  aus  (2)  eine  Parameterdarstelhmg  der  durch  0'  gehenden 
Strahlen.  Man  kann  dabei  zur  Vereinfachung  das  System  ^^' x  y 
mit   Oxy  parallel  ndinien  und  findet  (Fig.  135): 

Ist    der   Mittrlpunld    0'    r/)irs    Sfrfddbiischels    durdi    seine   Koordi- 


§  -23,  G.     §  24,   1. 
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naten  x^,  i/q,  1  gesehen,  so  lassen  sich  die  Koordinaten  ii,  v,  s  des  laufen- 
den Strahles  in  hezuf/  auf  das  ebene  System  Oxy  inittels  der  Formeln: 

(6)  Qi(  =  u',     QV  =  V,  ps  =  —  Xf^ii  —  y^v' 

durch  die  homogenen  Koordinaten  u,  v'  des  Strahles  im  Strahl- 
hüschel  in  hezug  auf  das  zu  Oxy  parallele  System  0' x  y  (vgl.  §  23,  2) 
darstellen. 

6.  Parameterdarstellung  des  Parallelstrahlenbüscliels.  Mit  r'  =  () 
ergeben  sich  aus  (2)  die  der  ?/ '-Achse  parallelen  Geraden,  wobei  man 
zur  Vereinfachung  0'  =  0  nehmen  kann 
(Fig.  136): 

Ist  ein  ParallelstrahlenhüscJiel  durch 
die  RicJdungshosinus  a^,  h^  einer  zu  iJim 
senkrechten  Geraden  gegeben ,  so  stellen 
sich  die  Koordinaten  u,  v,  s  der  laufen- 
den Geraden  des  Büschels  in  bezug  auf 
das  ebene  System  Oxy  mittels  der  Formeln: 

(7)  QU  =^  a.ji\     ?^"  =  ^^i"';     QS  =  s 

durch    die   honmgenen    Koordinaten   u.  s' 
der  Geraden  im  Büschel  (vgl.  §  23,  2)  dor.^^) 


?a^A^ 


§  24.  Lagebezieliungeii  zwischen  zwei  oder  drei  Geraden  oder  Punkten. 

1.  Identität  zwischen  den  Gleichungen  von  zwei  Geraden  oder 
Punkten.  In  §  10,  5  wurden  die  Bedingungen  für  den  Zusammen- 
fall von  zwei  Geraden  angegeben.  Wir  wiederholen  sie  in  homogenen 
Koordinaten  mit  anderer  Bezeichnung  und  mit  Hinzufügung  des 
dualen  Satzes: 


.1) 


Die  beiden  Geraden: 
I X^  =  a^x  +  bj^y  +  e^t  =  0 
l  X^  =  a.^x  -\-  b.^y  -\-  cj  =  0 


(1' 


Bie  beiden  Punlfe: 
I  L\  =  a^'u  -f-  b^v  +  f/s  =  0 

'  /  r  > 

I  t.  o  =  a.,  u  +  b.^  V  +  c-,  s  =  0 


fallen  immer  dann  und  nur  dan)>  fdlen  immer  dann  und  nur  dann 
zusammen  (Jiaben  oo^  Punkte  ge-  zusammen  (Jiaben  cc^  Gerade  ge- 
mein), wenn  eine  Identität  von  der  mein),  icenn  eine  Identität  von  der 
Form  besteht:  Form  besteht: 

(2)  A,A'j-f  A^X,  =  0.  (2')         A,L^  + A.,6;  =  0. 

In  dieser  verschwindet  keiner  der  beiden  Faktoren  A^,  l^,  wenn  nicht 
alle  Koeffizienten  der  einen  der  beiden  Gleicliung;eu  (\ )  verschwinden. 
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24    2 3. 


2.  Die  Unterdeterminanten  aus  den  Koeffizienten  der  Glei- 
chungen zweier  Geraden  oder  Punkte.  Da  die  Identität  (2)  mit 
den  drei   Gleichungen: 

(3)  A^«!  +  A-artg  =  ^j     ^J'i  +  ^ih  =  ^*>     '^i'^'i  +  A2C2  =  0 

gleichbedeutend  ist,  so  folgt  auch  (§  16,  (11)): 


Die  beiden  Geraden  (1)  fallen 
immer  dann  und  nur  dann  zusammen, 
wenn  die   Unterdeterminanten: 


(4) 


2/0 


^0  = 


I  "-2       ^2 

sämtlich  versch  ivinden. 

Wenn  die  drei  Unterdetermi- 
nanten (4)  nicid  alle  verschwinden, 
haben  die  beiden  Geraden  (1) 
einen  einzigen  Punlt  gemein, 
dessen  Koordinaten  die  drei  Unter- 


])ie  beiden  PunJde  (!')  fallen 
immer  dann  und  nur  da  im  zusammen, 
trenn  die   Uiderdeterminanfei/: 


(.^') 


säm il ich  cerschivinden. 

Wenn  die  drei  Unterdetermi- 
nanten (4')  nicht  alle  verschivinden, 
Jiaben  die  beiden  Pitnhte  (1')  eine 
bestimmte  Verbindungslinie ,  deren 
Koordinaten  die  drei  Unterdetermi- 


1          1 

1    q 

< 

«1' 

fh 

«2' 

1«/  ?>/ 
«2   ^2 

determinanten  Xq,  y^^,  t^  sind  (vgl.   nanten  Uq.Vq,  s^  sind  {\'^\.%22,{lb}-^ 
§22,(10')).  '  '  Anm.  2,  II,  (12)). 

3.  Identität '^^)  zwischen  den  Gleichungen  von  drei  Geraden 
und  drei  Punkten.  Nach  §  18,  7  wird  jede  durch  den  Schnittpunkt 
der  beiden  Geraden  X^  =  0  und  Xg  =  0  gehende  dritte  Gerade  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  X^  —  ,uA'^o  =  0  dargestellt,  wie  auch 
umgekehrt  jede  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellte  dritte  Ge- 
rade durch  diesen  Schnittpunkt  geht.  Bezeichnet  man  also  die  Glei- 
chung der  dritten  Geraden  kurz  mit  X.^  =  0,  so  muß  nach  (2) 
Aj  (X^  —  M-^a)  +  ''-3^3  =  ^  sein.  Aus  der  mit  —  Aj,«  =  Ao  sich  er- 
gebenden Symmetrie  der  Bedingung  folgt  dann: 

Die  drei  Geraden:  Die  drei  Funkte: 


U^  =  a^  u  -\-  b^  V  -\-  CyS  =  0 
U^  =  a.2  u  -\-  b.^  V  -\-  c.^  s  =  0 
U.^a'n  +  b'v  +  c's  =  0 


Xj  =  a^  X  +  b^  y  -\-  cj  =  0 

(5)  j  X2  =  a^x  +  />,//  -f  C2  /  =  0  (5') 
\X^  =  a„x  +  b^y -\- c.J  =  0 

haben   immer  dann   und  nur  dann  liegen   immer  dann   und  nur  dann 

einen    Punlt    gemein ,    wenn    eine  in  einer  Geraden,  wenn  eine  Iden- 

Identität  von  der  Form  besteht:  tität  von  der  Form  besteht: 

(6)  Ai  Xi  +  A,  X.,  +  A3  X3  =  0.  ( 6')    Ai  r,  +  A2  U.  +  A3  U.  =  0. 


§  24,  4-5. 
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In  dieser  verschwindet  nach  §  24,  1  keiner  der  Faktoren  Aj,  yl^? 
A3,  wenn  nicht  zwei  von  den  drei  Geraden  (5)  (Punkten  (5'))  zu- 
sammenfallen. 

4.  Die  Determinante  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichungen 
von  drei  Geraden  oder  Punkten.  Da  nach  §  22,  1  die  homogenen 
Koordinaten  x,  1/,  t  niemals  alle  drei  verschwinden,  so  ist  dafür,  daß 
den  drei  Gleichungen  (5)  überhaupt  durch  einen  Punkt  x,  y,  t  ge- 
nügt werde,  das  Verschwinden  der  Determinante  der  Koeffizienten  er- 
forderlich (Anm.  2,  II,  3j: 

Die    drei    Geraden    (5)    gehen  |        Die    drei    PuuJde    ( 5')     liegen 
immer  dann   und  nur  dann  durch  |  immer    dann    und    nur   dann    auf 
einen  Pun]{t,  ivenn  die  Determinante:   einer  Geraden,  wenn  die  Determi- 
nante: 


(7) 


D  =    a^ 


verschuindet. 

Die    Koordinaten    des    Schnitt- 
punktes sind  nach  (4): 

(X  :  !/ :  t  =  Äj^:  B^:  C\ 
(8)       j  =  J,  :  B,  :  C, 

=  A^  :  B^:  C\, 


(7')       D' 


«., 


verschwindet. 

Die    Koordinaten    der    Verbin- 
dungslinie sind  nach  (4'): 

Iu.  :  y  :  s  =  Ä^  :  B^  :  C\' 
=  A.^  :B^:C^ 
=  .4.'  :  B^'  :  C^', 


wo  die   großen  Buchstaben   die   bei   verschwindender  Determinante  D 
{D')  reihenweise  proportionalen    (Anm.  2,  II,  (10))  Unterdeterminanten 
der  gleichnamigen  Elemente  von  D  (1)')  bedeuten. 
Da  überdies  die  Identität  (6)  bedeutet,  daß: 

so  haben  die  Faktoren  A^,  Ag,  /I3  in  (6),  (6')  bei  verschwindendem  D 
(D)  die  Werte  (Anm.  2,  II,  ("lO)): 


ßi  '•  h  '■  h  ~  ^'^i  ■  ^i  '•  ^^3 
(9)  ^B,:B,:B, 


(9') 


—  C|  :  Gg 


C3. 


Aj  :  Ag  :  A3  —  A^  :  A<^  :  A^ 
==  5/  :  B.2  :  B^' 


5.  Das  Dreieck  von  drei  Geraden  und  drei  Punkten.  Wenn 
die  Determinante  D  in  [1}  nicht  verschn-indet,  so  gibt  es  keinen 
Punkt,  der  auf  allen  drei  Geraden  (5)  läge.  Diese  bilden  dann  die 
drei  Seiten  eines  Dreiecks.  Die  alsdann  nicht  mehr  proportionalen 
Unterdeterminanten  von  D  in  (8)  bestimmen  nach  (4)  die  Koordi 
naten  der  Eckpunkte  des  Dreiecks,  nämlich: 


102 


§  24,   6. 


(10) 


Daher  ist  (§  22,  (3'))  das  von  den  drei  Geraden  (5)  bestimmte  Drei- 
eck mit  dem  von  den  drei  PunJcten  (5')  bestimmten  Dreieck  (Fig.  137) 
identiscb,  wenn  die  Elemente  von  D'  die  Unterdeterminanten  von  I): 

(11)  a;^Ä„     i;^B.„     c!  =  C„     i=\,2,?>, 

nnd   damit   (Anm.  1,  II,  (5))    die   Unterdeterminanten   von   D'   bis   auf 
den  Faktor  D  die  Elemente  von  D  werden: 

.A'  =  x>ff.,   b: 

(12) 


ABA 


(tJj.C 


c: 


De,- 


DK 
B'  =  B\ 


ABC 


Bie  Koordinaten  der  Ecken  eines  Brei- 
^'^4C    eclis  verhalten   sich   tvie  die    ünterdetermi- 
nanten  der  Beter rninante  aus  den  Koordi- 
naten der  Seiten  (Fig.  137)  und  unigokehrt 
die  Koordinaten  der  Seiten  tvie  die  Unter- 
dcterniinanten   der   Beterminante    aus    den 
Koordinaten  der  Ecken. 
6.  Identität  zwischen  den  Gleichungen  von  vier  Geraden  oder 
vier    Punkten.      Zwischen    den    linken   Seiten    der    Gleichungen    von 
vier  Geraden: 


Fig.  137. 


(13) 


I  Xi  =  a^x  +  \y  +  c^t  =  0,         X^  =  a.^x  +  hy  +  c.^t  =  0, 
1  Xa  =  «2^  +  h^y  +  Cg/  =  0,         X^  =  a^x  +  h^y  +  cj  =  0 
besteht  stets  eine  Identität  von  der  Form: 

(1 4)  X,  X,  +  k,  X,  +  A3  X3  +  A,  X4  =  0. 

Denn  die  Verhältnisse  der  Faktoren  /Lj,  Ao,  L,  l^  bestimmen  sich 
aus  den  Gleichungen: 

«lAi  +  «2^2  +  «3 A3  4-  (U^i  =  ^; 
h^X,  +  b,X,  +  h,X,  +/>,A,  =  0, 
qAi  +  CgAg  +  C3A3  +  r^X^  =  0, 
nämlich  (Anm.  2,  III,  (14)): 

(15)  X^:X.,:  A3  :  A^  =  |  a^h^c^    :    a^h^c^    :    a^h./-^    :    a.^h,c,  . 

Nach  §  24,  3  ist  keiner  der  vier  Faktoren  Null,  falls  keine  drei  der 
vier  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen,  t'ber  die  Bedeutung  der 
Faktoren  X-  vgl.  §30,  11. 


§  24,   7-9. 
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7.  Endlicher  oder  unendlich  ferner  Schnittpunkt  z-weier  Ge- 
raden. Der  Selinittpimkt  (4)  der  beiden  Geraden  (1)  ist  endlich 
(Fig.  138  a)  oder  unendlich  fern  (§  22,  (6)),  je  nachdem 


^0  = 


«1 


«..      h 


4=  0  oder  0  ist. 


Im  letztem  Falle  sind  die  Geraden  selbst  endlich  und  parallel  (Fig.  VdSh), 
wenn  weder  «^  und  h^  noch  a.^  und  h.,  beide  verschwinden.  Ist  aber 
«2  =  0,  l>2  =  0,   so  ist  die  zweite  unendlich  fern  (Fig.  138c). 


Die  Verbindungslinie  (4'j  der  beiden  Punkte  (1')  ist  die  unend- 
lich ferne  Gerade  Hq  =  0,  r^  =  0,  wenn  mit  (\'  =  0,  c.^'  =  0  beide 
Punkte  unendlich  fern  sind  (§  22,  (10)). 

8.  Endlicher  oder  unendlich  ferner  Schnittpunkt  von  drei 
Geraden.  Je  nachdem  bei  drei  getrennten  Geraden  ( 5)  die  drei 
Unterdeterminanten  C^,  C^,  Q  in  (8)  nicht  (>  oder  Ö  sind,  ist  der 
gemeinsame  Punkt  endlich  (Fig.  139  a)  oder  unendlich  fern.  Im  letztern 
Falle  sind  alle  drei  Geraden  parallel  (Fig.  l'ddh)  oder  zwei  parallel 
und  eine  die  unendlich  ferne  Gerade  (Fig.  139  c). 

9.  Endliche    oder    unendlich    ferne    Ecken    eines   Dreiecks.*^-) 

Die   Ecken  (10)    des   Dreiecks    der    drei    Geraden   (5)    sind    alle    drei 
endlich  (Fig.  140a)  für  C;  +0,  (^  +  0, 
Cg  =1=  0.      Dagegen  ist  eine  Ecke  un- 
endlich fern  (Fig.  140  &%   wenn  etwa 
Cg  =  0  und  zwei  Ecken  unendlich  fern 


(Fig.  140c),  wenn  0^  =  0  und  Q 
Im  letzteren  Falle  muß  wegen: 
(\  =  a.,h.^  _  h..a,^  =4=  0 

—  C.2  =  ?'3«i  -  f'sh  =  0 
4-  C3  =  h^a^  —  a.^h^  =  0 


0. 
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(16) 


notwendig  a^  =  0,  h^  =  0,  also  die  eine  der  drei  Geraden  selbst  un- 
endlich fern  sein. 

10.    Durchschnitt    eines    Strahlbüschels    mit    einer    Geraden. 
Sind: 

\  X^  =  a^x  +  v^y  +  S2t  =  0 
die  Gleichnngen  der  Grundstrahlen  e^,  e^  eines  Büschels,   so  ist  nach 

§22,(23): 

(17-)  X,-^X,  =  0 

die  Gleichung  des  laufenden  Strahles  j^  des  Büschels.  Ist  nun  eine 
Gerade  f/^,  die  nicht  durch  das  Zentrum  des  Büschels  geht  (Fig.  141 1, 
durch  die  Gleichung: 

(18)  H^^X  +  i'o//  +  So^  =  0 

gegeben,  so  sind  nach  §  22,  (14')  die  Gleichungen 
ihrer  Schnittpunkte  E^,  E^  mit  den  Geraden  (16) 
in  laufenden  Linienkoordinaten  «,  v,  s: 

s   i 


(19) 


Fig.  141. 


H 

V 

l\  = 

«0 

^1 

'». 

V 

^2   = 

V 

.§.-) 


=  0, 


=  0, 


und  ist  die  Gleichung  ihres   Schnittpunktes  P  mit  der  Geraden  (IT): 
n  0  s 


a  /fo     i\ 


i"  ^2 


US« 


=  0, 


oder  in  den  Abkürzungen  (19)  geschrieben   (Anm.  1,  II,  (6)): 

(20)  l\  -  .u  U,  =  0. 

£'/«e  zu  dem  Strahlbüschel  (17)  perspeldive  Funldrcilie  Jiat  also 
die  Gleichmifj  (20);  ein  Strahl  des  BiischeJs  and  ein  PnnJct  der  Heike, 
die  einander  entsprechen,  haben  in  beiden  Gleiehungen  denselben  Para- 
meter II, 

Daher  besteht  nach  §  18,  9  und  §  20,  5  auch  zwischen  den  Doppel- 
verhältnissen von  vier  entsprechenden  Elementen,  p^,  p.,,  p^,  p^  einer- 
seits und  P,,  Po,  Pg,  P4  anderseits,  die  Gleichheit: 

(21)  {AP.PzP.)-{PMhlh), 
wie  bereits  §  5,  (3)  gefunden  wurde.^^) 


§  25.   1-2. 
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V.  Kapitel. 

Das  Dreieck  und  das  Viereck. 

§  25.    Die  Transversalensätze. 

1.  Gleicilungen  der  Seiten  und  Ecken  des  Dreiecks.  Die  Glei- 
chungen der  drei  Seiten  e^,  f,?  ^'s  ^^'^^  ^^i'  •^i'^i  Ecken  7^\,  E.,,  E^ 
eines  Dreiecks  (vgl  i?  24,  5)  seien  m 
laufenden  Punktkoordinaten  .r,  y,  t  und 
laufenden  Linienkoordinateii  n,  v,  s  be- 
züglich : 

j  Xj  =  a^x  -\-  h^y  -\-  c^t  =  0 
(1)  X2  =  a.^x  +  i/g//  -f  c-,  f  =  0 

X3  =  «3a;  +  63^  +  ^3^  =  0, 

C/;  =  ./i^y^  -f  ^1  r  +  C\s  =  0 


Fig.  142. 


(1')        W.,  ^  Ä,u  +  B.,v  +  CjS  =  Q 

Die  Determinante  D  =  1  (iih^c.^  \  wird  von  0  verschieden,  voraus- 
gesetzt. Wir  nehmen  den  Koordinatenanfangspunkt  0  im  Inneren 
des  Dreiecks  gelegen  an  und  richten  die  Seiten  nach  §  17,  1.  Die 
innere  Winkelfläche  im  Sinne  von  §  18,  4  ist  dann  au  jeder  Ecke 
die  den  „Außenwinkel"  bedeckende  (in  Fig.  142  schraffierte )  Fläche. 
Zur   Abkürzung  sei  endlich  gesetzt: 

(2)  x,  =  f,yä7+l?,    .^.  =  -sign.„     .=  l,2,n. 

2.   Transversalen  und  Teilpunkte. 
Drei   beliebige   durch    die   drei  Drei  beliebige  auf  den  drei  Seiten 

Ecken  gezogene  Transversalen  f^,  angenommene  Teilpunkte  T^,  T^,  Tg 
4,  t^  (Fig.  14oa)  mögen  die  Winkel   (Fig.  14)5  bi  mögen    die  Seiten  des 


FiL'.  Il3a. 


Fig.  IJ'Jb. 
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der  jjerichteten  Seiten  in  den  Sinus-   Dreiecks    in    den    Streckenverhält- 
Verhältnissen  AjjAo,  Ag  teilen,  so  daß:   nissen  A^,  Ag,  Ag  teilen,  so  daß: 


(3) 


sin  gg  ij 


sm  e,  t 


S  "1 


^1} 

sin  Cj  tg 
sin  (»2  #3 


sin  e„  i._, 
sin  f  1  ^2 

=  A,. 


A,, 


(3') 


Die   Gleichungen   der    drei   Traos-   Die  Gleichungen  der  drei  Teilpunkte 
versalen  lauten  dann  nach  §  18,  4:   lauten  dann  nach  §  20,  1: 


(•1) 


wo: 


(5) 


X,  —  ,«1X3  =  0, 
X^  —  ,«3X2  =  0, 


(^'; 


wo: 


(5') 


I U,  -  .«,  C/3  =  0, 

L\  —  n^  L\  =  0, 

\Ü,-^,U,  =  0, 

^21  ^3     1 

l_3  l^j 


"1       ? 


^3 


^■A 


3.  Notwendige  Bedingung  für  drei  Transversalen  durch  einen 
Punkt.  Wenn  die  drei  Transversalen  (4)  alle  durch  einen  gegebenen 
Fimld  Pq  =  a'o,  //(,,  f^  gehen,  so  ist  nach  (4): 

(6)  X,*^ -  u, Xg»  =  0,     X3O -  ,«2 X/  =  0,     X,o -  «3 X,°  =  0, 

wo  X^",  Xo*^,  Xy"  die  für  den  Punkt   P^  gebildeten   Ausdrücke   Xj, 
Xg,  X3  sind.     Die  drei  Parameter  haben  also  die  Werte  f§  18,(19)): 

(7)  .a,=^X/:X30,     ^u,  =  X^:  X,«,     ^3  =  X,°:X7 
und  genügen  somit  der  Bedingung: 

('^)  ."l."2^3  =   l- 

4.  Hinreichende  Bedingung  für  drei  Transversalen  durch  einen 
Punkt,  Wenn  nnigekelirt  die  Parameter  der  (ilricJinngcn  (4)  die  Be- 
dingung (8)  erfidlen,  und  wir  setzen,  unter  X3"  eine  beliebige  Kon- 
stante verstehend: 

^^3  ."1  —  ^2  >       „     —  ^^1  » 

WO   Xg",  Xj"  zwei   weitere   durch  /i^,  ju-,,  Xg"   bestimmte   Konstanten 
sind,  so  erhalten  wir  mit  Benutzung  von  (8)  für  die  drei  Parameter: 

(9)  .a,  =  X^o :  X3«,     a,  =  X3° :  X,",     a,  =  1  :  /t, «,  =  X,»  :  X," 

Andererseits  gibt  es  stets  einen  bestimmten  Punkt  x,  1/ ,  f,  der 
den  Gleichungen: 

(10)  X,  :A\,:X3  =  X7:XV:AV' 

genügt,  nämlich  (Anm.  2,  II,  2)  den  Punkt: 
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.r  ■.ii:t  =  A,  A\«  +  A,  X.^  +  Ä,  X.^  :  B,  X,'  +  B,  X,'  +  B,  X,' : 

Dieser  genügt  aber  nach  TlO)  den  drei  Gleichungen  (4),  deren  Para- 
meter die  Werte  (9)  haben.  Daher  gehen  die  drei  Transversalen  (4) 
durch  diesen  Punkt. 

5.  Die  Transversalensätze.  Indem  wir  die  Resultate  von  §  25,  3 
und  4  zusammenfassen,  können  wir  den  gefundenen,  sowie  den  dualen 
Satz  in  folgenden  beiden  Formen  aussprechen: 

I.  Die  drei  Transversalen:  Y.  Die  drei  Teilpunlie: 

X,  —  u^  X.  =  0,  \Ü2  —  Ui  l\  =  0, 


(11)           X,  -  (i,  X,  =  0,  (11')           Tg  -  a,  l\  =  0, 

I  A\  —  ,1^3  X,  =  * '  '  l\  —  H  ^  =  ö 

des  Dreiecks  X^  =  0,  X^  =  0,  X^  =  0  des  Dreiecls  L\  = ' ),  U2  =  0,  U.^  =  0 

(vgl.   §  25,  (1))   gelten    immer  dann  (vgl.  §  25,  (1'))  liegen  immer  dann 

und  nur  dann  durcli  einen  F/odd.  und  nur  dann   auf  einer  Geraden, 

ivenn:  tvenn: 

(1-)              Mi«2,"3  =  l-  (12")             n^u,a.  =  \. 

IL  Die  drei  Transversalen  (11)  11'.    Die    drei    TcdpunJde    (11') 

gehen    immer  dann    und   nur   dann  liegen    immer   dann    und  nur  dann 

durch  einen  P/ndd  P^  =  Xq,  y^,  t^,  auf  einer  (reraden  p^  =  a^,  Vq,  Sq, 

tvenn    ji^,    11.^,   ^.^    von    drei    Kon-  ivenn  ji^,  u^,  ^^  von  drei  Konstanten 

stanten  Xj»,  Xg»,  X3»  in  der  Weise:  ü^'',  Z7/,   U^^  in  der  Weise: 


!■" 


."2  = 

X/' 

."3  = 

x/ 

X," 

(13)  ^        ,^0       '  (130 


Z7/  U' 

—        II    =  — 

T^  0  7       .2  7"  ( 

«3  =   i{o 


abhängen.       Zivischoi     den     Kon-  abhängen.       Zwischen     den     Kon- 
stanten   und   dem    Funlde   bestehen  stanten   und   der   Geraden    bestehen 
die  Gleichungen:  die  Gleichungen: 
(14)      a,x^  +  b,ij,+c.t^  =  qX^,  (W)     ä.u^  +  5,1-0  -  <^>o  =  9  ^^7, 

wo  /  =  1,  2,  3  und  (j  ein  Proportionalitätsfaktor  ist. 

Da  nach  (5  1  und  ( 5' )  stets 
(15  I  iU^iUo.Ug  =  A^AgAg 

ist,  so  lauten  die  Sätze  I  und  I'  unabhängig  vom   Koordinaiensijstem.^^) 

III.  Drei  Transversalen  t^,  t.,,  t.^         IIP.  Drei  TeiljmnJcte  T^,  T.^,  T^ 

des  Dreiecls  e^e.2e^  (Fig.  14:4a)  gehen  des  Dreiechs   E^E^E.^    (Fig.  144b) 

immer  dann   und  nur  dann  durch   liegen  immer  dann   und  nur  dann 
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einen  Ptmli,  wenn: 


16) 


sin  e^  f  1     sin  fg  t^     sin  e^  t^ 
sin  ßy  fj     sin  e^  /^     sin  e,  ^3 


=  1 


auf  einer  Geraden^  wenn: 
{ia'\   -^2^1    -^3^'ä    ^1^3  ^^  1 


'^..-^^ 

\5 

/ 

\ 

Fid.  lJ4b. 

\ 

Fig.  144  a. 

Bei  (16)  kommt  es  auch  auf  die  Richtung  der  Seiten  nicht  mehr  an, 
da  bei  Umkehr  der  in  §  25,  1  festgesetzten  Richtung  einer  Seite 
immer  zwei  von  den  drei  Quotienten  auf  der  linken  Seite  von  (16) 
ihr  Vorzeichen   ändern  { vgl.  §  4,  6 ). 

6.  Die  Halbierungslinien  der  Dreieekswinkel  und  die  Mittel- 
punkte der  Dreiecksseiten.  Die  Halbierungslinien  der  drei  innern 
Dreieckswinkel    (der    äußern    Halbierungslinien    der    Seitenpaare    im 


Fig.  14.Ta. 

"^ 

Fi?.   I4.^1> 

Sinne  von  §  18,  6)  entsprechen  den  Werten  l^  =  \,  Xo=\,  1.^  =  1, 
die  Halbierungslinien  der  drei  Außenwinkel  des  Dreiecks  (innere  im 
Sinne  von  §18^0)  den  Werten  Ai'  =  —  1,  k.2'  =  —\,  A3' =  —  1  des 
Teilungsverhältnisses  (Fig.  145a).     Da  somit: 

Aj/o^s  "^  I7      ^1 ''■2  ''";!    ^  1;      ^'i'^s  '^•i    ^^  1?      ^^s^i  Aj    =  1, 

so  folgt  aus  (16): 

Die   Halbier un<jdinien    der   drei   Itutenwinhel   des   JJrciechs   yclien 


§  25,  7—8. 
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durch  einen  Piotli.  Die  Halbierungslinien  zweier  Außen winlcl  und 
des  gegrnüherJiegcnden  Innenwinh'Js  gehen  durch  einen  Punht. 
Die  dualen  Sätze  lauten  nach  (16')  (vgl.  §  20,  2): 
Die  drei  äußern  Halbierungspuukte  d.  h.  die  drei  unendlich  fernen 
Punkte  der  Seiten  liegen  auf  einer  Geraden,  der  unendlich  fernen. 
Die  innern  Halbieruugspunkte  d.  h.  die  Mittelpunkte  zweier  Seiten 
und  der  unendlich  ferne  Punkt  der  dritten  liegen  in  einer  Geraden: 
die  Verbindungslinie  der  Mittel pujd.ie  zweier  Seiten  ist  der  dritten  Seite 
parallel  (Fig.  145b:  §22,6). 

7.  Die  Höhen  des  Dreiecks.     Soll  die  Transversale: 


^^2  -  ^1  ^3  =  («2 

auf  der  Seite: 


."l  «s)  ^'^  +  (^2  —  ."l  ^3)  y  +  (f'2  -  ^1  ^3)  i  =  ^ 


Xi  =  a^x  -\-  b^g  +  qf  =  0 

senkrecht  stehen  (eine  Hölie  sein),  so  muß  nach  §18,(5): 
a^ { «o  —  ti^ O3 )  -{-  h^ib.^  —  Uj b.^)  =  0 

,  jUo    der   in  Form  (11)  dargestellten   drei 


sein.     Die  Parameter   u^ 
Höhen  sind  somit: 


(IT) 


u, 


«j  Oj  -|-  tj  &., 

flj  a,  -f-  />j  h„  ■ 


ß.i  = 


«ä  «3  +  h  h 


f^Z 


a.,  a.y  4"  ^3  &2  ' 


a.,  flj  -f  &.,  ftj  ' 
und  genügen  daher  der  Bedingung  (12): 

."lif^2l^3  =   1- 

Die  drei  Holten  des  Dreiecls  gelten  durch  einen  Punl-t.^°) 

8.  Übergang  von  den  Transversalen  auf  die  Teilpunkte.  Seien 
jetzt  T^,  T.^,  T3  die  Schnittpunkte  von  drei  Transversalen  t^^,  ty,  t.^ 
mit  den  Gegenseiten.  Wir  bezeichnen  mit 
cc^,  a^,  «3  die  absoluten  Größen  der  drei 
Innenwinkel  des  Dreiecks  (Fig.  146).  Drehen 
wir  dann  einen  Augenblick  die  in  §  25,  1 
festgesetzte  Richtung  der  Seite  Cg  in  die 
entgegengesetzte  (der  eingeklammerten  Pfeil- 
spitze in  Fig.  146  entsprechende)  Richtung 
um,  so  ist  nach  §  ö,  {1): 

-£"3  T,         sin  a,     sin  e^  ^, 
Für  die  ursprüngliche  Richtung  von  e^  wird  daher: 


("<) 


Fig.  146. 


und  ebenso: 


EX 


sin  «3 
sina» 


sm  e,  tj 
sin  e,  ij 
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E,T, 

smc, 

sin  pj  U 

E,T, 

sincg 

sin  Cg  t^  ' 

E^T., 

sincfg 
sinKj 

sin  «2  4 
sin  gj  #3 

Fig.  147. 


Sind  daher  1\,  T.^,  1\  die  Schnittpunlite 
dreier  belieb  igen  Transversalen  t^,  t^,  i^  mit 
den  gegemiherliegenden  Seiten  (Fig.  147),  so  ist: 

sin  Cg  t^     sin  e,  f„     sin  e^  t^ 
sin  ßg  ti     sin  ^3  f,     sin  Cj  fj 

Danach   können  wir 


(18j 


9.    Zweite  Form   der  Transversalensätze. 
den  Sätzen  in  8  25,  5,  III  nud  IIF  auch  folgende  Form  gehen 


IV.  Drei  Transversalen  des  Drei- 
erl;s  ^'^JE'gjE'g  gehen  immer  dann 
nud  nur  dann   durcli    einen   Fuydd 


IV'.  Drei  Teilpmikte  des  Dreiecks 
^^63^3  li'-ff€^^^  immer  dann  und  nur 
dann  (Inf  einer  Geraden  fFig.  148 b)^ 


V\a    14Na  Fig.   lisl). 

(Fig.  14:80),  ire)>n  ihre  Schnittpunlie  ^tcenn  ihre  Verbindungslinien  t^,  t.,^ 
T^,  Tg,  T3  mit  den  Gegenseiten  der  1 1^  mit  den  Gegenecken  der  Bedingung 
Bedingung  genügen:  genügen: 

/iQA        -^s^     ^2      -^ijs__-|  /in'>    ^^°^2^      sin^*,     s^°''i^__1 

^^       E^T^  '  E,T/ K_T^  ^       -    sinc„fj     sin^i«,     sine^es 

Da  aber  die  Teilpunkte  7',,  T^,  T^  in  IV  wieder  durch  die  Glei- 
chungen (11')  dargestellt  werden  können,  wo  Ui,  }i.j,  u..  die  Bedeutung 
(5'),  (3')  haben,  so  stellen  sich  neben  die  Sätze  I  und  I'  die  weiteren: 
V.    Die     Verbind nngsUnien    dir  V.    Die  Schnittpunkte  der  drei 

drei  Teilpunkte:  Transrersfden: 

(2U)  I  U^  -  ^,  l\  =0,  ( 20' )  A:.  -  .a,  A'i  =  0, 

I\  —  jUg  U.  =  n  I  Xi  -  ,«3  A'.,  =  0 


§  25,   10—11. 
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auf  den  Seiten  des  Dreiechs  L\  =  0,  durcJi  die  Ecken  des  Dreiecks  X^  =  0^ 
CTg  =  0,  Cg  =  0  mit  den  Gegenecken  X.^  =  0,  Xg  =  0  mit  den  Gegenseiten 
gehen  immer   dann   und  nur  dann  liegen    immer  dann   und  nur  dann 


durch  einen  Punkt,  wenn: 

(21)  Uj»,ili3  =  -1. 


auf  einer  Geraden,  ivenn. 
(21')  i^i."2/*3  "^  —  1- 


f^-vZ 


10.  Verbindungslinien  der  Seitenmittelpunkte  mit  den  Ecken. 

Da   die  Mittelpunkte    T^,  T.^,  Tg   der   drei  Seiten    (Fig.  149)  diese  im 
Verhältnis  yl^  =  A,  =  Ag  =  —  1  teilen  (Tgl.§  3, 3 j, 
so  folgt  aus  (19)  unmittelbar: 

Die  Yerhindungslinien  der  Mittelpunkte 
der  drei  Seiten  eines  Dreiecks  mit  den  Gegen- 
ecken  gehen  durch  einen  Punkt. 

11.  Neuer  Übergang  von  den  Trans- 
versalen auf  die  Teilpunkte.  Die  durch 
die  Ecke  E^  gebende  Transversale: 

X,  +  uj  Xg  =  0 
(§1S,  (14)  mit  — /U.J  für  u)  schneidet  die  Gegenseite: 

X,  =  C» 
in  einem  Punkte,  dessen  Gleichung  nach  §  22,  1 14')  lautet: 
u  V  s 

a.2  +  u^  «3     h^  +  u^  />3      c.^  +  Uj  Cg 
«^  h^  C'j 

oder  mit  Benutzung  der  Abkürzungen  in  il'i: 

f/g    —    JU-i    U2    =    0. 

In  gleicher  Weise  folgt  allgemein: 


0 


Die  Transversalen: 


X,-\-^i,X,  =  0, 


Die  Yerhindungdinien  dt'r  Teil- 
punkie: 


(22)         jXg  +  a.X,  =  0, 
X, +.UgX2  =  0 


(22') 


L\  +  U]  V^ 


Tg  4-  ^2  Ui  =  0, 

l\    +    Ug  ü.    =    0 

schneiden    die    Gegenseiten    in    den   mit  den  Gegenseiten  Jtahen  die  Glei- 


Punkten: 


(23) 


U, 


^3  - ;  ^^ 

f  1  -  '  u. 


0, 
0. 


chungen: 

(23'j 


X., 


X.. 


Ai 


Xg     =     0, 


X,  =  0, 


X,  =  0. 
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12.  Neue  Form  der  Sätze  §  25,  9,  V  und  V'. 

Die   drei    Geraden    (23')   gehen  Die    drei    Punkte    (23)    liegen 

nach  §  25,  o,  II  durch  einen  Punkt  nach  §  25,  5, 11'  auf  einer  Geraden 
Xq,  1/q,  t^,  wenn  mit  drei  Kon-  u^,  v^,  s^,  wenn  mit  drei  Kon- 
stanten X,«,  X.^,  A7:  stauten   t^,   l\\   L\^: 

(9A  \      ^   =  ^^     —  =  '^     —  :=  — "-  I  (94-' \     -^  =  ^^     —  =  — ?^     —  =  —1-** 

und     zwischen    Punkt    und    Kon-   und    zwischen    Gerader    und    Kon- 
stanten   die    Gleichungen   (14)   be-   stanten   die  Gleichungen  (14'j   be- 
stehen, stehen. 
Wir  erhalten   daher  die  Sätze: 
VI.    Die  Verbindungslinien   der         VI'.  Die  Schnittpunlite  der  drei 
drei  Teilpunlie:  Transversalen: 

i  U2  +  Ui  Us  =  0,  I  I  X2  -f  Iti^  Xg  =  0, 

(25)  T\  +  a,  U^  =  0,  (25')  X,  -f  ^u,  X^  =  0, 

l  r/i  +  ,u,  t;  =  0  i  X,  -f  .ug  X2  =  0 

auf  den   Seiten  e^,  e,,  Cg    W2?Y   f/e?«  durch    die  Eclen  E^,  E.^,  E^   mit 

Gegeneclen  E^,  E^,  E^  gehen  durch  den  Seiten  e^,  e^,  e^  liegen  auf  einer 

einen  Pmikt,    wenn  die  Parameter  Geraden,  wenn  die  Parameter  a^, 

ftj,  ^2,  ^3  von  drei  Konstanten  X^",  ju^o,    ^3    von    drei   Konstanten    U^, 

Xg",  Xg^  in  der   Weise  abhängen:  T,",   ZJg"  in  der   Weise  abhängen: 


(20)     iL, 


X., 


Uc, 


Y  0  '    ^3 


(26')  a. 


U  " 


tV 


/^3  = 


r," 


Die  Kooi-dinaten  des  gemeinsamen  Die  Koordinaten  der  gemeinsamen 
Punktes  stehen  wie  in  (14)  mit  den  Geraden  stehen  mit  den  drei  Kon- 
drei Konstanten  in  der  Beziehung:   stanten  in  der  Beziehung: 

.^_ .      [  a,x^  +  /y,2/o  +  c.t^  =  9 X7,     ^  |  A.u^  +  B^v^  +  C>o  =  Q  L^, 

^^'^    \  /=i,2,3.  ^^''    \  /=1,2,3. 

Die  Sätze  VI  und  VI'  enthalten  mit  umgekehrten  Vorzeichen  der 
drei  Parameter  wieder  die  Sätze  V  und  V,  geheu  aber  insofern  über 
diese  hinaus,  als  sie  in  (27)  und  (27')  die  Bestimmung  des  Punktes 
Xq,  Pq,  /q  und  der  Geraden  u^y,  Vq,  Sq  aus  den  Parametern  jti^,  ^u^,  ju.^  er- 
möglichen. 


Sei 


§  26.    Harmonikale  und  Harmonikaipunkt. 

1.  Begriff  der  Harmonikale  und  des  Harmonikaipunktes. 

.?/u,    /q    ein    ge-  Sei  ;>(,=  (*o,  ^o»  *^o  ^'"e  gegebene 


■^0  "^0  7 


gebener  Punkt.     Sind  dann : 


Gerade.     Sind  dann: 
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Xo     —     »1   Xg     =     0,  tUo    ^l    Ug     =     ^} 

(1)  j  X,  -  u,  X,  =  0,  (!')  l\  -  ^,  L\  =  0, 

wie  in  §  25,  5,  II  die  Gleichungen  wie  in  §  25,  5,  11'  die  Gleichungen 

seiner  Yerbinduugslinien   t^,  t.^,  t^  ihrer  Schnittpunkte  T^,  T^,  T^  mit 

mit  den  Ecken  des  Dreiecks,  so  ist:  den  Seiten  des  Dreiecks,  so  ist: 
X  "             XJ             X," 


(2)    fi.= 


X  0: 


f^2 


X '"  "3     X' 


(2')       .t*i  =  ^'o;    /^2=  t-^^>: 


CT/ 


worin   mit   einem  Faktor  q,  auf  den   es  für  die  Quotienten  nicht  an- 
kommt: 


(3) 


/  =  1,  2,  3 


(3') 


\  /  =  1,  2,  3. 

Die  vierten  harmonischen 
Punkte  T/,  T/,  Tg'  (Fig.  150b) 
auf  den  Seiten  e^,  e.-,,  e^  be- 
züglich zu  E.2,  -Eg,  T^  zu 
-Eg,  -Ej,  To  und  zu  E^,  EJ^, 
Tg  sind  nun  nach  §  20,  (15): 

(     U,     +     Ui    fg     =     0, 

^'^^'""  U^, +  agt4  =  0. 

Die  vierten  harmonischen  Strah- 
len ^/,  ^2',  ^3'  (Fig.  150a)  in 
den  Ecken  E^,  E^,  E^  bezüg- 
lich zu  e^,  ßg,  t^,  zu  gg,  e^,  t, 
und  zu  gj , 
§  18,  (27): 

(X,  -[-.1/1X3  =  0 

(4)  Xg     +     .«2-'^l=0 

l   Xj     +     jLlg  Xo     =     0 

Damit    die    Schnittpunkte    T/,  Damit     die     Verbindungslinien 

T,',  Tg'  dieser  drei  Strahlen  f/,  ^^/,  ^/,  t,',  t^  dieser  drei  Punkte  1\', 
Tg'  mit  den  Gegenseiten  e^,  e.,,  fg  T/,  Tg'  mit  den  Gegenecken  E^, 
auf  einer  Geraden  7^  =  «0?  ^o?  ^0  ^2?  -^3  durch  einen  Punkt  Pq  =  Xq, 
liegen,  müssen  nach  §25,12,  VF  y^,  t^  gehen,  müssen  nach  §25, 
die  Parameter  11^,  fi^,  lUg  von  drei  12,  VI  die  Parameter  u^,  .Uo,  u.. 
Konstanten    L\^,    U^^,    f7g°    in    dei-  von  drei  Konstanten  Xj",  X^\  A'g" 

Staude,  analyt.  Geometrie.  8 


(?2,    ^3    sind    nach 
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Weise  abliängen: 


(O)       ^1  —  rr  0  7    ^•2~  TT  oy    ^3~  TT  o        (.'^  ) 

O«  Ug  '■■'i  \ 

und  zugleich  für  die  Gerade  Uq,  Vq, 


in  der  Weise  abhängen: 

X/ 


.«o  = 


X> 


Sq  die  Gleichungen: 


(6) 


(4^0+ 5/ '-0+  C'.-5o=P^'A 


/  =  1,  2,  3, 
bestehen. 

Das   erstere   ist   aber   nach   (2) 


f*l         X  0)    ."2         V 

und    zugleich    für    den   Punkt    a'^, 
iJq,  fß  die  Gleichungen: 

\  i  =  l  2  ?) 

l  ±,      -I,      Kfj 

bestehen. 

Das   erstere   ist  aber  nach  (2') 


(6') 


der  Fall;   man   hat  nur  zu  setzen:    der  Fall;   man   hat  nur  zu  setzen: 


(7) 


U,' 


1 


3  X 


Setzt  man  hier  für    Ul^  die  Werte 
(6),  so  erhält  mau  durch  Auflösung 


(7') 


[V-fj^o: 


X  0  =  — 


-^*-3  U  0 


Setzt  man  hier  für  X^  die  Werte 
(6'),    so    erhält    man    durch    Auf- 


(Anm.  2,  n,  2)  nach   den  Verhält-   lösung    (Anm.  2,  II,  2)    nach    den 
nissen  von  Uq,  Vq,  Sq  (vgl.  §  24,  (12)j:  i  Verhältnissen  von  Xq,  y^,  tf^: 


(8] 


OH^ 


1  ,  "2  .  u^ 

x/  "^  :x,"  ^  Xs"«' 


G  V^  = 

(?.So  = 

X/*  ^  X  «"*"  X, 

(8') 


'^•^o  ^  rr  0  ~t~  jT  0    i    77^0' 


L^,' 


Ca. 


"  /'o        u  >i  '^  U  "        L  " ' 
/?/    =  -^1-    1     ^2    4_    ^s 


Man  gewinnt  also  die  Sätze ^®): 

Verbindet  man  (Fig.  150a)  einen  Schneidet  man  (Fig.  150b)  eine 
gegebenen  Punli  P^  mit  den  drei  gegebene  Gerade  p^  mit  den  drei 
Eclen  E^,  E^,  E^  des  Dreiecks  durch  Seiten  e^,  e^,  c^  des  DreiecJis  in  den 
die  Geraden  t^,  t^,  t^  und  konstruiert  \  Punlien  T^,  T^.  T^  und  lonstruiert 
in  jeder  Ecke  den  vierten  harmo-  auf  jeder  Seite  den  vierten  harmo- 
nischen Strahl  t^',  t^',  ^3',  so  schnei-  nischen  Punkt  1\,  T^,  T.^',  so  gehen 
den  diese  Strahlen  die  Gegenseiten  die  Verbindungslinien  t^',  t.2,  t^  dieser 
in  drei  Punkten  T^',  T,',  Tg',  die  Punkte  mit  den  Gegenecken  durch 
in  einer  Geraden  Pq  liegen.  einen  Punkt  P^. 

Die   mittels   (8)    durch  Pq  be-  Der  mittels  (8')   durch  Pq    be- 

stimmte Gerade  2^0  heißt  die  Har-   stimmte  l'unkt  P^  heißt  der  Har- 
monikale des  Pu)tkt(S  pQ.  monikidpuidd  der  Gcradm  p^^. 

2.  Die  Reziprozität  von  Harmonikale  und  Harmonikalpunkt. 
Da  die  beiden  Gleichungssysteme  (7)  und  (7'),  mit  Rücksicht  auf  (3), 
(3'),  (6),  (6')  identisch  sind  und  je  den  Punkt  P^  =  x^,  y^,  t^  und  die 
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Gerade  ii^,  Vq,  s^  wechselseitig  eindeutig  durcheinander  ausdrücken, 
so  folgt,  daß  die  Harmonikale  p^  eines  beliebigen  Punktes  Pq  diesen 
als  Harmonikaipunkt  und  der  Harmonikaljjunkt  einer  beliebigen  Ge- 
raden diese  als  Harmonikale  hat. 

Je  ein  Puult  nnd  eine  Gerade  der  Ebene  entsprechen  sich  als 
Harmonikalpnuikt  und  Harmonikale  in  hezug  auf  ein  Dreieclc  ivechsel- 
seitig  eindeutig. 

Zwischen  den  Koordinaten  x^,  ?/„.  /q  und  u^,  v^,  s^  beider  be- 
stehen nach  (7)  und  (7'),  da  es  überall  nur  auf  die  Yerhältuisse  der 
X^  und  der   U^  ankommt,  die  Gleichungen: 

Auch  ergibt  sich  durch  Addition  der  mit  x,  y^  t  multiplizierten  Glei- 
chungen (8)  und  durch  Addition  der  mit  u,  v,  s  multi2)lizierten  Glei- 
chungen (8')  bezüglich  (vgl.  §22,(4);  (4')): 

Die  Gleichung  der  Harmonilale  Die  Gleichung  des  Harmanikal- 
des  Punldes  Xq,  iJq,  t^  lautet  in  punlxtes  der  Geraden  Uq,  Vq,  Sq  lautet 
laufenden  Koordinaten  x,  y,  t:         \  in  laufenden  Koordinaten  n,  v,  s: 

(10)     1^  +  ^+^0  =  0.  1(10')    ^,-^£^  +  ^^  =  0. 

3.  Konstruktion  der  Harmonikale  oder  des  Harmonikaipunktes. 
Indem  wir  in  Fig.  151  zunächst  Fig.  150a  wiederholen,  füo-en  wir 
weitere  Elemente  hinzu.  Seien  2\,  T^,  T^  die  Schnittpunkte  der 
Transversalen  t^,  t.^,  t^  in  (\)  mit  den  Gegenseiten.  Dann  genügt  der 
Gleichung: 

_  ^  _L  ^  4_  ^  _  0 

der  Punkt  T^  als  Schnittpunkt  der  Geraden: 

X,  =  0    und     l\  -  :>'„  =  0 

und  der  Punkt  T^  als  Schnittpunkt  der  Geraden: 


X3  =  0      und     ^,  —      "^=  0. 


Die  drei  Gleichungen 
(11) 


X/^X/^X,"       ^'       AV       X"+X/ 
X,o"'"X,"        X.» 


stellen  daher  die  Verbindungslinien  r^  -=T.-,T^,  r^  =  J3 1\,  r^  =  T^  T^  dar. 

8^ 
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Die  Linie  r^  geht  aber,  wie  ihre  Grieichung  (11)  zeigt  durch  den 
Schnittpunkt  T/  der  Geraden  (vgl.  (4)): 

X,  =  0     und     ^^  +  ^0=0, 

d.  h.  e^  und  ^/;  ebenso  geht  r.^  durch  T/  und  r^  durch  Tg'. 


Man    erhält    daher     bei    Hinzunahme     der    dualen    Betrachtuuff 
folgende  ^^) 

Konstruliüon  der  Harmonilaie  hei  Konstruktion  des  HarmoniJcaljyunl-tes 
gcgehenem  Harmonilalimuld.  Ist  P^,  hei  gegehener  Harmouilalc.  Ist  p^ 
gegeben,  so  schneidet  man  die  gegeben,  so  verbindet  mau  die 
Seiten  r^,  e^,  e.^  mit  den  Transver-  Ecken  JS'i,  E^,  E.^  mit  den  Schnitt- 
salen  t^,  t^,  t^  durch  F^  in  T^,  Tg,]  punkten  1\\  T.{,  T.^  auf  p^  durch 
Ig  und  schneidet  ferner  mit  den  #/,  ^o',  f-^  und  verbindet  ferner  die 
Verbindungslinien  r^=T^T^,  r^=  Schnittpunkte  B^=  tj  xt.^,  B,y  = 
T^T^,  r.^  =  T^T^  die  Seiten  e^,  e^,  t/  X  f^',  Ji^  =  //  x  f^'  mit  den 
63  in  T/,  T^',  Tg'.  Dann  ist  Pq=-,  Ecken  E^,  E^,  jt'.,  durch  /j,  fgr  ^3- 
2\' T^' T^'  die  Harmonikale.  Zu-  Dann  ist  F^^  =  t^  x  t^  X  te^  der 
gleich  sind  ^/  =  ^^  T/,  ^o'  =  i^g  ^^g'?  i  Harmonikalpuukt.  Zugleich  sind 
.t^  =  Eo.T.^  die  vierten  harmonischen    Tj  =  Cj  x  fj,    T^  =  c.,  X  /g,    Tg  = 
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ZU   t^,  f.^,  fg    und   den  betreffenden   e^  X  ^3    die    vierten    harmonischen 
Seitenpaaren.  zu  T/,  T^',  T.^'  und  den  betreffen- 

den Ecken. 
Beide  Konstruktionen  sind  in  derselben  Fig.  151  dargestellt. 


§  27.  Das  vollständige  Viereck  und  Viersei t. 

1.  Begriff  des  vollständigen  Vierecks  oder  Vierseits*^''). 
Ein     voUstüiiilifieä     Viereck    ist  Ein     vollstäudigcs     Vierseif    ist 

durch  vier  beliebige  Fiinlie  1,  2,  3,   durch   vier  beliebige   Gerade   \,  2, 
4,  seine  Ecken,  gegeben  (Fig.  152a).   3,4,  seine /Se/few,  gegeben  (Fig.  152  b). 

Es    hat   seclt><  Eckci/^ 
die  Schnittpunkte: 
23,     31,     12, 
14,     24.     34 

je  zweier  der  vier  Seiten. 
Je  zwei  d  ieser  sechs  Ecken, 
die  zusammen  alle  vier 
Seiten  enthalten,  heißen 
Gegenecken. 

FifT.  152  a.  Es    hat    drei   Neben- 

seiten   (Diagonalen),    die 
Es  hat   seeJis   Seiten, 
die  Verbindungslinien: 
23,     31,     12, 
14     2  4,     3  4 

je  zweier  der  vier  Ecken. 
Je  zwei  dieser  sechs  Seiten, 
die  zusammen  alle  vier 
Ecken  enthalten,  heißen 
Gegenseiten. 

Es    hat    drei    Nehen- 
ecken,  die  Schnittpunkte: 

23,14;     31,24;     12,34 
je  zweier  Gegenseiten. 


VrV^-O 


12,34 


Verbindungslinien : 

2  3   14-     3  1    2  4- 

je  zweier  Gegenecken. 

'l.  Gleichungen  der  Ecken  oder  Seiten  und  ihre  Normierung. 
Indem  wir  entweder: 
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JJ.  =  a^ti  +  h-u  +  c.s     oder     U-  =  a^x  +  h^y  -\-  c.t, 

i=  1,2,  3,4,  setzen,  denken  wir  uns  die  vier  Ecken  des  Vierecks 
oder  die  vier  Seiten  des  Vierseits  durch  die  gleichbezeichneten  Glei- 
chungen : 

^7^  =  0,     C/2  =  0,     U,  =  0,     ü,  =  0 

gegeben.     Sie  sind  nach  §  24,  6  durch   eine  Identität  von  der  Form: 

X,  U,  +  k,  II,  +  A3  f73  +  l,  U,  =  0 
verknüpft.     Setzen  wir  daher: 

so  werden  die  Gleichungen  der  vier  gegebenen  Elemente: 

(1)  F,  =  0,     K  =  0,     F3  =  0,     F,  =  0, 

und  besteht  zwischen  den  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  die 
Identität: 

(2)  F,  +  F,  +  F3+  F,  =  0. 

Bei  der  doppelten  Bedeutung  der  Gleichungen  (1)  als  Gleichungen 
von  Punkten  und  Geraden  gestatten  auch  die  an  sie  angeknüpften 
Betrachtungen  eine  doppelte  Auslegung  für  Viereck  und  Vierseit  mit 
Vertauschung  der  Worte  Punkt  und  Gerade,  Verbindungslinie  und 
Schnittpunkt.  Wir  sprechen  die  Entwicklung  nur  für  das  Viereck 
aus,  stellen  aber  die  gefundenen  Sätze  für  Viereck  und  Vierseit 
gegenüber.  ^^ ) 

3.  Die  Gleichungen  der  drei  Nebenecken  oder  Nebenseiten. 
Die  beiden  Gleichungen: 

F2  +  F3  =  0  und  Fl  +  F,  =  0 
stellen  nach  (2)  denselben  Punkt  dar  (vgl.  §  24,  (2')).  Dieser  Punkt 
liegt,  wie  nach  §  24,  (6')  die  eine  Form  der  Gleichung  zeigt,  mit  den 
Punkten  2  und  3  in  (1)  und,  Avie  die  andere  Form  zeigt,  mit  den 
Punkten  1  und  4  in  einer  Geraden.  Die  Gleichung  stellt  daher  den 
Schnittpunkt  der  Geraden  2  3  und  14  dar.     So  gilt  überhaupt: 

Die  Gleichungen  der  drei  NebenecJxen  des  Vierecls  (Nehenseiten  des 
Vierseits)  sind,  je  in  doppelter  Form: 

j23,14:     F,+  F3  =  0,     F,  +  F,  =  0, 
(3)  31,24:     F3+F,  =  0,     F,  +  F,  =  0, 

I12,  34:     Fi+F2  =  0,     F^  +  F^  =  0. 

4.  Harmonische  Punkte  auf  den  Seiten  des  Vierecks  (Strahlen 
an  den  Ecken  des  Vierseits).    Auf  jeder  der  sechs  Seiten  des  Vierecks 
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liegen  zwei  Ecken  und  eine  Nebeuecke  (Fig.  152  a  und  zur  dualen  Be- 
trachtung Fig.  152b),  z.  B.  auf  der  Seite  2  3: 


K  =  0, 


n  =  0, 


n+^^3=0     oder      F,+  r,==0. 


Der   vierte   harmonische   Punkt   zu   diesen   drei  Punkten  ist  nach 

(4)  n -F3  =  0. 

Da  nun  nach  (2)  identisch: 

(T'2- F3)  +  (^3+ F,^  +  (F3+ r,)  =  0, 
so    liegt    nach   §  24,  ((3')    dieser    vierte    harmonische    Punkt   mit    den 
Xebenecken  31,24  und   12,34  (vgl,  §  27,  loV)  in  gerader  Linie.     So 
folgt  allgemein: 

I.  Auf  jeder  Seife  des  vollstän-  1'.  Li  jeder  Ecle  des  voJlstä>i- 
digen  Vierechs  hildcn  die  auf  ihr  digen  Vierseifs  hiJdeii  die  durch  sie 
liegenden  Ecl'en,  die  auf  ihr  liegende  gehenden  Seifen,  die  durch  sie  gehende 
Neheneclie  und  der  Sch)iiftpunJd  Nehenseite  und  die  Verbindungslinie 
mit  der  Verhindungslinie  der  beiden  mit  dem  Schnittpunlie  der  beiden 
andern  Xebeneel'en  vier  harmonische  andern  Sebenseifen  vier  Jiarmonische 
PunJife.  Strahlen. 

5.  Konstruktion  des  vierten  harmonischen  Elementes  zu  drei 
gegebenen.^*)  Aus  diesen  Sätzen  ergeben  sich  folgende  linearen 
(allein  mit  dem  Lineal  auszuführenden^  Konstruktionen  des,  vierten 
harmonischen  Elementes,  wenn  drei  Elemente  gegeben  sind: 

Auf    einer    Geraden    sind    drei  An    einem    Punkte     sind    drei 

Punkte/, 77, ///gegeben  (Fig.  153a).  ,    Strahlen    /,    //.    ///    gegeben 


\jK(12,3iJ 


Fig.  153  a. 


Wir  nehmen  einen  beliebigen  Punkt  (Fig.  153b).  Wir  nehmen  eine  be- 
1  und  auf  der  Verbindunopslinie  liebige  Gerade  1  und  an  dem  Schnitt- 
1  ///  einen  beliebigen  Punkt  4  an.   punkt    1  X  ///    einen    beliebigen 
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§  27,  6. 


Der  Schnittpunkt  der  Verbindungs- 
linien / 1  und  II 4  sei  5,  der  der 


Strahl    4    an.      Die    Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  2x1  und 


Verbindungslinien    7  4    und    11 1   77x4  sei  5,  die  der  Schnittpunkte 


Fig.  153b. 

sei  6.  Der  Schnittpunkt  der  Ver-  7x4  und  II  x  l  sei  G.  Die 
bindungslinie  ö  6  mit  der  gegebenen  Verbindungslinie  des  Schnittpunktes 
Geraden  ist  der  gesuchte  Punkt  IV.   5x6   mit  dem  gegebenen  Punkt 

ist  der  gesuchte  Strahl  IV. 
In  der  Tat  bilden  die  Punkte  1 ,  77,  7.  4   der  Konstruktion   links 
ein  vollständiges  Viereck,    und  die  Punkte  7,  77;  777,  IV  sind   nach 
§  27,  4,  I    harmonische.     Die    in    Fig.   153  a   und  153  b   in  Klammern 
beigefügten  Bezeichnungen  weisen  auf  Fig.  152a  und   152b  /.urück. 

(>.  Härmonisclie  Punkte  auf  der  Verbindungslinie  zweier  Neben- 
ecken (Strahlen  am  Schnittpunkt  zweier  Nebenseiten).  Wir  gehen 
noch  einmal  auf  den  durch  Gleichung  (4)  dargestellten  Punkt  zurück, 
in  dem  die  Seite  2  3  von  der  Verbindungslinie  der  beiden  Neben- 
ecken 31,24  und  1  2,  34  geschnitten  wird  (Fig.  154a  und  zur  dualen 
Betrachtung  Fig.  154  b). 

Dazu  nehmen  wir  den  Punkt: 


(5) 


F,-F,  =  0     oder     (F,  +  F^)  -  (F^  +  n)  =  0, 


der,  wie  seine  beiden  Darstellungen  zeigen  (vgl.  §  24,  (6')),  sowohl 
mit  den  Punkten  l'und  4  als  mit  den  Punkten  12,34  und  31,24 
(vgl.  §  27,  (3))  in  einer  Geraden  liegt,  also  der  Schnittpunkt  der 
Seite  1  4  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Nebenecken  31,24 
und  12,34  ist.  Nun  köiuien  diese  beiden  Nebenecken  mit  Rück- 
sicht auf  (3)  und  (2)  in  der  Form  dargestellt  werden: 


§  27,  (5-7. 
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2  (F,  +  V,)  =  (F,  +  F,)  -  (F3  +  FJ  =  (T^,  -  F3)  +  (F,  -  FJ  =  0. 

Sie  sind  also  nach  §  20,  (15)  zu  den   durch   die  Gleichungen  (4) 
und  (5"!  dargestellten  Punkten  harmonisch. 


Also  allgemein: 


IL  Auf  der  Verhindungs- 
11  nie  ziveier  NehenecJcen  des 
vollständigen  Vierecks  sind 
diese  selbst  zu  den  ScJmitt- 
punJiten  tnit  den  beiden 
durch  die  dritte  Xeben- 
ecke  gehenden  Seiten  har- 
monisch. 


Fig.  lölb. 

•  7.  Perspektive  Übertragung 
Die  vier  harmonischen  Punkte 
auf  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Nebenecken  3  1,  2  4  und  12,  3  4 
(Fig.  154a)  geben,  mit  der  Xeben- 
ecke  2  3,  1  4  verbunden,  nach  §5,6 
vier  harmonische  Strahlen,  also: 

III.  Im  vollständigen  Viereck 
sind  in  jeder  Nebenecke  die  durch 
sie  gehenden   Seiten   und  die   Ver- 


ir.  An  dem  Schnitt- 
punkte zweier  Nebenseiten 
des  vollständigen  Vierseits 
sind  diese  selbst  zu  den 
Verbindungslinien  mit  den 
beiden  auf  der  dritten 
Nebenseite  liegenden  Ecken 
harmonisch. 


der  Sätze  II  und  II . 

Die  vier  harmonischen  Strahlen 
an  dem  Schnittpunkte  der  beiden 
Xebenseiten  3  1,  2  4  und  12,  34 
(Fig.  154b)  geben,  mit  der  Xeben- 
seite  2  3,  14  gesclinitten,  nach 
§5,6  vier  harmonische  Punkte,  also: 
lir.  Im  vollständigen  Vierseit 
sind  auf  jeder  Nebenseite  die   auf 

I  ihr  liegenden  Ecken  und  die  Schnitt- 
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§  27,  8—9. 


hindungslinien  mit  den  beiden  andern  pimlde  mit  den  beiden  andern  Neben- 
NebenecJ\en  harmoniscJi.  '  seifen  harmonisch. 

8.   Spezialfall  der  Parallelogramrae. 
Faßt  man  ein  Parallelogramm  als  i        Faßt  man  ein  Parallelogramm  als 
vollständiges  Viereck  auf  (Fig.  155a  |  vollständiges  Vierseit  auf  (Fig.  155b 
in  übereinstimmender  Bezeichnung   in  übereinstimmender  Bezeichnung 
mit  Fig.  154a),  so  sind  zwei  Neben-   mit  Fig.  154b),  so  ist  eine  Neben- 


Fig.  15.') a.  :  Fig.  l.ö.'ib. 

ecken  3  1,   1  4  und  12,  3  4  unend-   seite  2  3,  1  4   die  unendlich  ferne 
lieh  fern  und  §  21,  7,  III  lautet:       Gerade  und  §  27,  7,  IIP  lautet: 

Die  beiden  Seiten  2  3  und  1 4  (Dia-  Jede  der  beiden  endlichen  Nebcn- 
gonalen  im  geivöhnlichen  Sinne)  und  Seiten  3  1,  2  4  und  12,  3  4  (Dia- 
die  durch  ihren  SchnittpunJd  zu  den  goncden  im  geu-ühnlichcn  Sinne)  wird 
andern  Seiten  gezogenen  FaraUelen  v<m  der  andern  hcdbiert  (§  3, 10,  II  i. 
bilden  vier  harmonische  Strcthlen. 

9.    Spezialfall  beim  Dreieck.     Bei    einem   vollständigen   Vierseit 

seien  (Fig.  156  in  übereinstimmender 
Bezeichung  mit  Fig.  154b  i  die  beiden 
Nebenseiteu  3  1,24  und  12.34  par- 
allel. Wendet  man  dann  §  27,  7,  IIP 
in  der  Buch.stabenbezeichuung  der 
Fig.  156  auf  jede  der  drei  Nebenseiten 
3  1,2  4;  12,34  und  23,14  an,  so 
erhält  man  den   Satz: 

In    einem    Dreieck  ABC  sei   DE 

irgend    eine    Parallele    zur   Seite  AB, 

und  sei  CGF  die  Verbindungslinie  der 

Ecke  C  mit  dem  Schnittpunkt  H  der  Diagonalen  des  Vierecks  ABDE. 

Dann    sind  F  und  G  die   Mittelpunkte   der  Strecken  AB  und  DE, 

und  sind  die  Punkte  F,  G   zu  H,  C  harmonisch. 


' 12,3'i 


Fig.  15C. 


§  28,  1. 
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i<o,I\ß 


■-'■^ol/J 


OL'/..' 


rig.  157 


VI.  Kapitel. 

Die  Dreieckskoordiuateii. 

§  2^.  Die  Dreieckskoordinaten  des  Punktes  und  der  Geraden. 

1.  Analytische  Definition  der  Dreieckskoordinaten  des  Punktes. 
Beim  Übergano-  von  einem  rechtwinklio-en  Koordinatensvsteni  O.r?/ 
zu  eiuem  beliebigen  schiefwinkligen  -Q|)j 
(Fig.  157\  dem  allgemeinsten  bisher  be- 
trachteten System,  werden  bei  homo- 
gener (§  22,  (1)  auch  auf  schiefwinklige 
Koordinaten  angewendet)  Schreibweise 
der  Formeln  §  14.  ( 14 )  die  neuen  Ko- 
ordinaten ^,  )],  X  eines  Punktes  P  pro- 
portional linearen  homogenen  Funktionen 
der  alten  x,  y,  t,  nämlich  mit  einem  Pro- 
portionalitätsfaktor Q : 

pr=  Dt. 

Diese  Funktionen  geben^  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichungen  der 
drei  Seiten  des  neuen  Koordinatendreiecks  (vgl.  §  23,  3)  in  bezug  auf 
das  alte.  Die  zwei  ersten  Seiten  |  =  0,  7j  =  0  sind  beliebige  Ge- 
rade, die  dritte  t  =  0  aber  ist  die  unendlich  ferne  Gerade. 

Indem  wir  dieses  Bildungsgesetz  weiter  verfolgen ,  erhalten  wir 
statt  der  homogenen  schiefwinkligen  allgemeinere  homogene  Koordi- 
naten, die  wir  schlechthin  DreiecJishoordinaten^^)  nennen  und,  wie  folgt, 
zunächst  im  Anschluß  an  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  Oxy 
definieren: 

Unter  Dreieclsliooräinaten  x.^,x^,Xo^  eines  Punktes  P  verstehen  ivir 
drei  Größen,   die   proportional   sind   drei   heliebig  gegebetien   homogenen 
linearen  Fmiktionen  seiner  homogenen  gemeinen  Koordinaten  x,  y,  t,  also: 
QX^  =  X^  =  a^x  -f  h^y  -f  c^t, 
QX.2  =  Xg  =  a^x  +  h^y  +  c^t, 


T)^  t 


(1) 


QX^ 


X^  =  a^x-\-b^y  +  c^t, 


wo  Q  einen  Proportionalitätsfaktor  bezeichnet,  und  X^,  Xg,  X^  als 
Abkürzungen  für  die  linearen  Funktionen  wie  in  §  16,  (12)  ge- 
braucht sind  (vgl.  §  7,  (13)). 
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Das  von  den  drei  Geraden: 
(2)  ^^1  =  0,     X,  =  0,     X3  =  0 

gebildete   Dreieck  (vgl.  Fig.  158)   nennen   wir    das  Koordinatendreieck 
...      ^  des    neuen    Koordinatensystems,     wobei 

wir  voraussetzen  (vgl.  §  24,  5),    daß  die 
Determinante: 


0 


\ 


1 


(3)  D  =  I  «2     \     c^ 

!       , 

flo  IK  Cn 


Fig.  i.i.s.  nicht  verschwinde. 

2.  Analytische  Berechtigung  der  Dreieckskoordinaten  des 
Punktes.  Bezeichnen  wir  die  Unterdeterminanten  der  Determinante  7) 
wie  in  §  24,  5  mit  A^,  B^,  C\;  A^,  B^,  Cg;  A^,  B^,  C\,  so  folgt  durch 
Auflösung  (Anm.  2,  II,  2l  der  drei  Gleichungen  (1)  mit  dem  Propor- 
tionalitätsfaktor a: 

{ax  =  A^x^  +  AiTg  +  A.^x.^, 

(4)  Gij  =  B^^x^  +  B^x^  +  -Bs^s, 
\6t  =  f\x^  +  C^x^  +  C^x^. 

Die  Verhältnisse  x  :y:t  und  die  Verhältnisse  x^ :  x^ '.  x^  bestimmen 
sich  nach  (1)  und  (4)  wechselseitig  eindeutig.  Wie  jene  (vgl.  §  10,  3 ; 
§  22,  1)  stehen  also  auch  diese  in  wechselseitig  eindeutiger  Beziehung 
zu  dem  Punkte  P. 

Zu  jedem  gegebenen  PimMe  F  gehören  drei  ihren  Verhältnissen  nach 
hestimmie  Breieclsl'oordinaten  Xy,x^,x.^  und  zu  drei  ihren  Verhältnissen 
nach  gegebenen  Brcieclskoordinaten  x^,  x^,  x^  gehört  ein  bestimmter 
PunJd  F. 

3.  Abhängigkeit  der  Dreieekskoordinaten  der  Linie  von  denen 
des  Punktes.  Durch  Multiplikation  der  Gleiclnnigen  (4)  mit  den  auf 
das  rechtwinklige  System  Oxy  bezüglichen  homogenen  Koordinaten 
H,  r,  s  einer  Geraden  (vgl.  §  22,  1)  und  nachfolgender  Addition  er- 
gibt sich: 

6(nx  -\-  V1J  -\-st) 

=  {A,n  +  B^v-\-  (\s)x^  +  (A^u  +  B^v  +  C\s)x2  +  (A.^n  +  B^v  +  rV'^)'^3 
oder: 

(5)  ux  -{-  vy  -\-  st  =  u^Xy  -f  iLyV^  -\-  u^x^, 

falls  wir  die  Koeffizienten  u^^u.2,u^  definieren  durch: 
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0u^  =  l\  =  Ä^u  -^  B^v  +  C\s, 

(6)  j  <3U.2  =  U2  =  Ä.^u  4-  B.2V  4-  C^s, 

Infolge  von  (5)  erhält  nun  die  Gleichung  der  Geraden  u,v,s, 
die  in  laufenden  Punktkoordinaten  x,  y,  t  lautet  (§  22,  (4)): 

(7)  ux  +  vy  +  s^  =  0, 

m  laufenden  Dreieclsloordinaten  x^,x^,x^  des  Punktes  die  Form: 

(8)  u^x^  +  Ha^;,  +  u^x^  =  0. 

Die  in  (6)  eingeführten  Koeffizienten  nehmen  ivir  als  DreiecJcs- 
koordinaten  der  Geraden. 

Unter  den  DreiecA-sloordinaten  u^ ,  u^ ,  u.^  einer  Geraden  p  verstehen 
tvir  also  drei  Größen,  die  proportional  sind  drei  homogenen  linearen 
Funliionen  der  homogenen  recht ivinldi gen  Koordinaten  u,  v,  s  der 
Geraden. 

Diese  drei  Funktionen  sind,  da  ihre  Koeffizienten  die  Unter- 
determinante der  Determinante  [?>)  sind,  durch  die  gegebenen  For- 
meln (1)  schon  mitbestimmt.  Gleich  Null  gesetzt,  geben  sie  nach 
§  24,  5  in: 

(9)  U,  =  0,     U,  =  0,     U,  =  0 

die  Gleichungen  der  Eden  des  Koordinatendreiecks  (Fig.  158). 

4.  Analytisclie  Berechtigung  der  Dreieckskoordinaten  der  Ge- 
raden. Durch  Auflösen  der  Gleichungen  (6)  folgt  (vgl.  §  24,  (.12)) 
mit  einem  Proportionalitätsfaktor  q\ 

IQU  =  a^^u^  +  «^2^2  +  %%, 
QV  =  hj^n^  +  ?^2"2  +  ^3  ^'3? 
QS    =    q«i   +    C^U.2  +    C3»3- 

Daher  gilt,  wie  in  §  2S,  2: 

Zu  jeder  gegebenen  Geraden  p  gehören  drei  ihren  Verhältnissen  nach 
bestimmte  DreiccJcsloordinaten  11^^,112,  u^,  und  zu  drei  ihren  Verhältnissen 
nach  gegebenen  Dreieclshoordinaten  u^,  u^,  u^  gehört  eine  bestimmte 
Gerade  p. 

5.  Gegenseitige  Abhängigkeit  der  Dreieekskoordinaten  des 
Punktes  und  der  Geraden.  Die  Dt'tinition  (1)  enthält,  da  sie  wegen 
des  unbestimmten  q  nur  von  den  Verhältnissen  der  neun  Koeffizienten 
«1,  b^,  .  .  .,  Ty  abhängt,  acJd  Konstanten.  Die  neun  Koeffizienten 
A^,  B^,  .  .  .,  (3    sind    aber   als   Uuterdeterminanten   von  I)   durch    die 
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Koeffizienten  «i,  &i,  •  .  •;  Cg  mitbestimmt.  Umgekehrt  sind  aber  nach 
§  24,  5  auch  diese   ihren  Verhältnissen    nach  durch  jene  bestimmt. 

Man  hinn  daher  ebensogut  die  neun  Koeffizienten  von  (G),  ivie  die 
neun  Koeffsienten  von  (1)  als  die  ursprünglich  gegebenen  betrachten. 

In  dieser  Auffassung  folgt  durch  Multiplikation  der  Gleichungen 

(10)  mit  X,  y,  t  und  Addition  mit  Hinblick  auf  ( Ij  wiederum  die 
Gleichung  (5),  und  damit  (vgl.  §  22,  (4'))  dual  entsprechend  wie  in 
§  28,  3,  daß  die  Dreieclsloordinaten  a\,x^,oc.^  eines  Punldes  zugleieh 
die  Koeffizienten  seiner  Gleichung: 

(11)  x^u^-l-  x^u^  +  x^iH  =  ^^ 

in  laufenden  LimenTxoordinaten  sind. 

Die  Dreieckskoordinaten  des  Punktes  und  der  Linie  stehen  also 
wechselseitig  in  solcher  Abhängigkeit  voneinander,  daß  die  Bedingung 
der  vereinigten  Lage  von  Punkt  und  Gerader  in  ihnen  dieselbe  lineare 
Form  (8)  und  (11)  behält,  wie  nach  (7)  in  liomogenen  rechtunnJdigen 
Koordinaten  (§  22,  (5)). 

6.  Koordinatendreieck  und  Multiplikatoren  des  neuen  Koordi- 
natensystems. Ist  das  neue  Koordinatensystem  der  x^,  x»,  x.^  und 
*'i7  "2?  ''3  '^^"■^'^''  (^'^^  (i^^^  Funldionen  X^,  X^,  Xg  in  (1)  mit  ihren  acht 
Konstantenverhältnissen  gegeben,  so  ist  das  Koordinatendreieck  mit 
seinen  Seiten  (2)  und  seinen  Ecken  (9)  vollkommen  bestimmt. 

Ist  dagegen  das  Koordinatendreieck  gegeben,  so  bestimmt  es  nur 
die  drei  Gleichungen  (2)  und  damit  sechs  Konstanten,  die  Verhältnisse 
a^  :b^:  c^,  a^  :  b^  :  c^,  a.^  :  63  :  fg,  läßt  aber  jede  der  drei  Funktionen 
Xj,  X2,  Xg  noch  um  einen  Faktor  unbestimmt  (§  IG,  5). 

Will  man  bei  fest  angenommenen  Koeffizienten  a^,  b^,  .  .  .,  Cg  alle 
zu  demselben  Koordinatendreieck  (2)  gehörigen  Systeme  von  Dreiecks- 
koordinaten umfassen,  kann  man  die  Definition  (1)  ersetzen  durch: 

(12)  QX^  =  miX^,     pa^g  =  >>^2-^2>     9^3  = '"'■s^zf 

wo  m^,7n.,,m^  drei  „Midtiplikatoren"  sind,  die  ihren  Verhältnissen 
nach  zwei  völlig  verfügbare  Konstanten  darstellen.  Die  Definition  (12) 
ist  nicJd  aUgemeiner  als  (1);  enthält  sie  doch  wie  diese  die  Verhält- 
nisse von  neun  Konstanten,  nämlich  tn.a-,  ni^b-,  ni.c^,  /  =  1,  2,  3;  aber 
es  ist  in  der  Form  (12)  der  bei  festgehaUenem  Koordi)iatendreierk  noch 
veränderliche  Bestandteil  des  Koordinatensystems  in  Gestalt  der  Multi- 
plikatoren nij  ausdrücklich  kenntlich  gemacht. 

Neben  (12)  hat  man  alsdann  au  Stelle  von  (6): 

(13)  öw,  =  J/i  Ui,     6U.J,  =  3/2  L\,     6U3  =  J/3  U^, 
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wo  die  Multiplikatoren  31^,  M.^,  M^  von  den  Multiplikatoren  m^,  m.,.  m^ 
abhängig  sind.  Da  nämlich  die  früheren,  in  (1)  und  (6)  definierten 
Koordinaten  x-  und  u^  durch  die  jetzigen,  in  (12)  und  (13)  definierten" 
ausgedrückt,  gleich  a\ :  ;>/.  und  u^ :  J/.  werden,  so  würde  die  Be- 
dingung (11)  der  vereinigten  Lage  jetzt  lauten: 


1  1         I  2      *^2        I  3      *^*' 

7ir    TTT  ~l     Tir    T^  T    i/t 


0. 


Soll   diese   also   auch   in  den   neuen  Koordinaten  x-,  u-  die  Form  (11) 
behalten,  so  muß  sein: 

Ersetzt  man  die  Definition  (1)  und  (6)  durch  (12)  und  (13),  indem 
man  hei  gleichUcihendem  Koordinatendreieck  die  Multiplikatoren  des 
Koordinatensystems  ändert,  so  muß  zwischen  den  Multiplikatoren  M^ 
in  (13)  und  m-  in  (12)  die  Beziehung  hestehen: 

111 


(14) 


M,:M,:M,=^ 


Sie  folgt  auch  daraus,  daß  die  Koeffizienten  M^A^,  .  .  .,  J/3C3  in  (13) 
die  Unterdeterminanten  2'®''  Grades  der  Determinante  der  Koeffizienten 
w/j«j,  .  .  .,  W3C3  in  (12)  sind,  gerade  so  wie  die  Koeffizienten  in  (6) 
von  denen  in  (1)  abhängen. 

7.  Die  Bestandteile  des  Koordinaten- 
dreiecks. Wir  bezeichnen  die  Ecken  (9)  des 
Koordinatendreiecks  mit  E^,  E^,  E^  und  die 
Seiten  (2)  mit  e^^e^je^. 

Der  Ecke  E.  liegt  die  Seite  e^  {i  =  1,2,  3) 
gegeniiher  (Fig.  159). 

Mit  Rücksicht  auf  die  Grleichungen  (2) 
und  (9)  der  Seiten  und  Ecken  in  gemeinen 
Koordinaten  folgt  aus  (1)  und  (ß): 

Für  alle  Punkte  auf  der  Seite  Für  alle  Geraden  durch  die  Ecke 
ßj,  ^2  oder  63  verschwindet  hezüglich  i  E^jE^  oder E^verschtvindet  bezüglich 
die  eine  Dreieckskoordinate  x^,  xAdie  eine  Dreieckskoordinate  u^,  u^ 
oder  x^ .  |  oder  u^ . 

Für  die  Ecke  E^  verschwinden  x.,  und  x^,  und  kann  mit  Rück- 
sicht auf  die  Willkür  des  Faktors  q  kurz  x^  =  1  gesetzt  werden,  so 
daß  allgemein  folgt  (vgl.  §8,(4)): 

Die  Dreieckskoordinaten  der  drei  \  Die  Dreieckskoördinaten  der  drei 
Ecken  des  Koordinatendreiecks  sind:  Seiten  des  Koordinatendreiecks  sind: 


Fig    159. 
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(15) 


x^ 

^2 

x^ 

E, 

1 

0 

0 

E. 

0 

1 

0 

E.   0     0     1 


(15') 


M,      ?l„ 


e^\l     0     0 

«2 1  0     1     0 
e  J  0     0     1 


8.  Die  Dreieckskoordinaten  als  multiplizierte  Abstände.  Um 
die  bisher  analytisch  eingeführten  und  erklärten  Dreieckskoordinaten 
geometrisch  zu  deuten,  setzen  wir  zur  Abkürzung: 


(16)  X.  =  £,  Va^^  +  6^^     £,  =  -  sign  c.,     ?  =  1 ,  2,  3 . 

Der  senkrechte  Abstand  p.  eines  Punktes  P  =  x,  y,  f  (für  den 
wir  hier  der  Kürze  wegen  ^  =  1  gelten  lassen^  vgl.  §  22,  1)  von  der 
Ebene  X,.  =  0  ist  dann  nach  §  17,  (7): 


(17) 


Pi 


und  der  senkrechte  Abstand  q-  einer  Geraden  })  =  u,  v,  s  (für  die  wir 
hier  s  =  1  nehmen)  von  der  Ecke   U^  =  0  ist  nach  §  19,  (15) : 


(17') 


C^: 


C.yn-^v^ 


Die 


Fig.  160. 

Dre  icclslioorcl  h  ?  a  Um 


Die  Abstände  sind,  was  ihr  Vor- 
zeichen betrifft,  im  Sinne  von  §  17,  3 
nach  der  Lage  des  Koordinatenanfangs- 
punktes  0  zu  bestimmen. 

Die  Definitionen  (1)  und  (6)  können 
hiernach  folgendermaßen  gedeutet  werden 
(Fig.  160): 


eines  Die  Breiechslxoordinaten  einer 
Punktes  P  verhalten  sich  tvie  die  Geraden  p  verhalten  sich  tvie  die 
mit  den  Konstanten  x.  multiplizierten  mit  den  Konstanteti  C^  multiplizierten 
Ahstünde  p^  des  Punktes  von  den  Abstände  q.  der  Geraden  von  den 
Seiten  des  Koordinatendreiecks:  Ecken  des  Koordinatendreiecks: 

(18)  Xy:x^'.x^==  x^pi :  x^m  :  XgPg.  (18')  x^ :  u.-. :  ^3  =  (\q^ :  C^q., :  C^q^. 
Die  Verhältnisse  der  drei  Größen  x,,  welche  die  Stelle  der  in 
§  28,  6  betrachteten  3Ldtiplikatoren  vertreten,  können  hei  gesehenem 
Koordinatendreiecl,-  mit  Rücksicht  auf  §  28,  6  noch  ganz  beliebig  ge- 
wählt werden.  Setzt  man  z.  B.  x.  =  1  :  sin«.,  so  ist  x^  =  x,/)-  (Fig.  161) 
der  unter  dem  "Winkel  a  ijecren  die  Seite  X.  =  0  gemessene  Abstand 
des  Punktes  P  v(m  dieser. 


§  28,  9—10. 
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9.  Übergang  von  Dreieckskoordinaten  zu  schiefwinkligen 
Koordinaten,  Xehmen  wir  ein  Dreieck,  dessen  Seite  c^  von  der 
Ecke  i'.g  einen  sehr  großen  Abstand  p^  hat,  und  dessen  Innenwinkel 
bei  E^  gleich  d-  sei  (Fig.  1G2).  Liegt  0  im  Innern  des  Dreiecks,  so 
sind  Pq  und  für  einen  innern  Punkt  P  auch  2h  j  Ih^  Ih  negativ. 
Setzen  wir  nun  in  (1<S): 

_       _  1  1 

^1  =  ^^2  -  -  ^in^>      ^=^~K' 
SO  erhalten   wir: 


Pi 


sm  Q- 


Pi     .  1\ 
sin  Q-  '  pp 


Wir   lassen   nun    die    Seite   c.^    'zur    unendlich    fernen    Geraden    werden 
und   bezeichnen   den   Punkt  E.^  mit  i2    und    die  von  E.^  nach  E^   und 


-  --^E 


FiiT.  161 


£"2  laufenden  Seiten  p,  und  t\  mit  t,  und  >;.  Dann  hat  für  jeden 
endlichen  Punkt  P  das  Verhältnis  ^^3  :  ^;q  den  Grenzwert  1,  während 
—  p^  :  sin  %■,  —  pn  sin  O-  die  schiefwinkligen  Koordinaten  ^,  t]  des 
Punktes  P  in  bezug  auf  das  Achsensystem  ß|>;  werden  (§  10,  6).  Es 
wird  somit: 
(19)  x^:Xo_:x^  =  l:i]:l, 

so  daß  die  in  (18)  definierten  Dreieckskoordinaten  in  die  gemeinen 
schiefwinkligen  Koordinaten  übergehen. 

10.  Einführung  von  Einheitspunkt  und  Einheitslinie.  Eine 
andre  geometrische  Deutung  der  Multiplikatoren,  wie  die  in  §  2%,  8, 
gewinnt  man,  indem  man  neben  dem  Koordinatendreieck  einen  Ein- 
heitspunkt Eq  =  .r^,,  ?/q,  /y,  bezüglich  eine  Einheitslinie  e^  =  u^^  r^,  .s'^ 
als  gegeben  annimmt  (Fig.  1(33). 

Legt  man  dabei  die  zweite  Definition  (12),  (13)  der  Dreiecks- 
koordinaten zugi'unde  und  nimmt: 

Staude,  analyt.  Geometrie.  9 
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(20) 


m..  = 


X:" 


M.. 


1 


wo  Xf  und  Uj^  durcli  Substitution  der  Koordinaten  von  E^  und  Cq 
in  X^  und  JJ^  entstehen,  so  stellen  sieli  die  DreiecJisloordinaten  durch 
die  recJitwinMigen  in  der  Form  dar: 


(21) 


-1l 


=  1,2, 


Der  Punli  Eq  und  die  Gerade  e^  seihst  erliaUen  hiernach  die  Dreiecls- 

koordinaten  : 

(22)  x^  :  Xc,  :  Xg  =  1  :  1  :  1 ,  v^  :  ?<._,  :  n^  =  1  :  1  :  l , 

worin   auch   die   Erklärung   der   Namen    Einbeitspunkt   und   Einheits- 
linie liegt  (vgl.  §  7,  (12)). 

Da  aber  nach    §  28,  6   die  Multiplikatoren  m^  und   M.  der  Be- 
ziehung (14)  genügen  müssen,  so  wird  nach  (20): 

^Vj  ^^2  ^^S 

und  folgt  mit  Hinblick  auf  §  2(S,  (9),  wo  nach  §  25,  (1)  und  (1')  X., 
Ui  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  hier  in  (1)  und  (6): 

EinJieitspunJd  und  Einheitsehene  müssen  als  HarmonikalpunJct  und 
Hnrmonikale  in  hezug  auf  das  Koordinatendreieck  zusammengehören. 

Im  Gegensatz  zu  den  Gleichungen  (1), 
die  von  den  acht  Verhältnissen  der  neun 
Konstanten  a-,  h-,  c.  (/=1, 2, 3)  abhängen, 
enthalten  die  Gleichungen  (21)  nur  die 
sechs  Verhältnisse  a- :  h. :  c^  (die  Koordi- 
naten der  drei  Geraden  (2)),  daneben  aber 
die  zwei  Verhältnisse  Xq  '•  ya'-  t^  (die  Ko- 
ordinaten des  Punktes  E^^  vgl.  §  7,  (17)), 
zusammen  wieder  acht  Konstanten  (Eig.  103): 
Das  Koordinatensystem  der  Dreiecks- 
koordinaten ist  daher  vollkommen  bestimmt, 
ivenn  das  Koordinatendreieck   und  der  Einlieitspunkt  gegeben  ist. 

11.    Beziehung   zwischen   Harmonikalpunkt   und   Harmonikale 

in  Dreieckskoordinaten.     Schreibt   man   die  nach   §26,(9)  zwischen 

.Harmonikalpunkt    Xq,    y^,    t^    und    Harmonikale    Uq,   Vq,   Sq    allgemein 

bestehende  Gleichung  (23)  selbst  in  den  Dreieckskoordinateu  (1)  und 

(6),  so  folgt  unter  Weglassung  des  Index  0: 

Zwischen    den   Dreieckskoordinaten   x^,  x^,  x^  eines  Punktes   und 


U 


i'.ra.,b.,  c 


^ff^o^UAn 


Fig.  163. 


§  28,   12. 
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den   Breieckskoordinaten   u^,   ii.^,   u.^    seiner   Harmonikale   in   hezug  auf 
das  Koordinatendreieck  bestehen  die  Gleichungen^): 

(  111,  111 


(24) 


tA/-t       •      cA-Q       •      fA  Q 


od( 


u,  :  Ho  :  H, 


oder 


«2         «S 

Dem  Einheitspunkte  x^,  X2,  x^  =^  1,  \ ,  1  entspricht  insbesondere 
die  Einheitsgerade  u^,  u^,  i<s  =  1,  1,  1. 

Die  Beziehungen  (24)  bleiben  ivie  die  Gleichung  (11)  nngeändert, 
tvenn  man  unter  der  Voraussetzung  (14)  x^,  x^,  x^'^  u^,  u^,  u^  durch 
m^Xi,  m^x^,  ^>'3^3<  -3^1  ^'1?  -3^2%;  -^^3%  ersetzt,  gelten  also  für  alle  bei 
ivechselndem  EinJteitspunkt  zu  demselben  Koordinatendreieck  gehörigen 
Breieckskoordinaten. 

12.  Die  Dreieckskoordinaten  als  Abstandsverliältnisse.  Die 
Gleichungen  (21)  können  mit  Rücksicht  auf  i^lTj;  ,17')  auch  geschrieben 
werden : 


(25) 


9^i-fo, 


(25') 


WO  i)^  die  Abstände  des  Einheitspunktes   von  den  Seiten  (Fig.  164  a) 
und  q^  die  Abstände  der  Einheitsgeraden  (Fig.  164b)  von  den  Ecken 


Fig.   164  a. 


(der  Faktor  Vu^^  +  v^^  :  Vu^  +  r^ 
dreiecks  bedeuten.  Es  ist  auch 
«0  =  1  genommen. 

Bie  Breieckskoordinaten  eines 
Punktes  P  verhalten  sich  wie  die 
Abstände  p.  des  Punktes  von  den 
Seiten  des  Koordinatendreiecks,  di- 
vidiert durch  die  entsprecJienden  Ab- 
stände p^  des  FÄnheitspunktes  von 
diesen: 

Pl_  .  Ih   .  Ps  ^ 
Pi"  '  Pi"  '  Pa" 


(26) 


«A"|       •t/'QabCQ 


Fig.  lG4b. 

geht    in   6    ein)    des    Koordinaten- 
hier,    wie    in   §  28,  8,    ^0  ^  ^    "^^^ 

Bie  Breieckskoordinaten  einer 
Geraden  p  verhalten  sich  tvie  die 
Abstände  q^  der  Geraden  von  den 
Ecken  des  Koordinatendreiecks ,  di- 
vidiert durch  die  entspreclienden  Ab- 
stände q^  der  Einheitsgeraden  von 
diesen: 

(26')     h,:h2:"3  =  ^.-Ä:;V 

1\         Ht         'ia 

9* 
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Diese  Auffassung  der  Dreieckskoordinaten  ist  von  dem  Koordi- 
natensystem Oxy  nunmehr  unabhängig  geworden.  Die  Verhältnisse 
Pi'.pi  sind  in  der  Tat  ohne  Rücksicht  auf  die  Lage  von  0,  auf  die 
in  §  28,  8  noch  Bezug  genommen  wurde,  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  P  und  Eq  auf  gleicher  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Greraden  X-  =  0  liegen.  Die  Abstände  p^  und  p^  brauchen  auch  nicht 
mehr  senkrecht,  sondern  nur  einander  parallel  zu  sein.  Entsprechen- 
des gilt  für  g. :  </ .». 

13.  Die  Dreieckskoordinaten  als  multiplizierte  Teilungsver- 
hältnisse. 


Legt  man  durch  die  Ecke  E^ 
des  Koordinatendreiecks,  in  der  sich 
die  Seiten  e^  und  e^  schneiden 
(Fig.  165a),    eine  Transversale   t^, 


Fig.  icna. 

die  den  Winkel  der  beiden  Seiten 
in  dem  multiplizierten  Sinusver- 
hältnis: 


Nimmt  man  auf  der  Seite  e^, 
auf  der  die  Ecken  E.2  und  E.;^ 
liegen  (Fig.  165b),  einen  Teilpunkt 


(27)    /.,  =  ^A,= 


Xg      sin  Cj  ij 
x„      sin  e«  t. 


teilt  (vgl.  (16)),  so  ist  die  Gleichung 
dieser  Transversale  in  laufenden 
Koordinaten  x,  y,  t  nach  §  18,  (14): 

(28)  X,-ii,X,  =  0. 

Geht  nun  die  Transversale  ^^  durch 
einen  gegebenen  Punkt  P  =  x,  y,  t, 
so  ist  durch  diesen  das  Teilungs- 
verhältnis bestimmt,  und  zwar: 

(29)  ^h  =  ^^ 


Fig.  165  b. 

1\,  der  die  Länge  der  Seite  in  dem 
multiplizierten  Strecken  Verhältnis 
(vgl.  §6,(7)): 

(27')  ^i  =  c;^i  =  ^-4--z( 

teilt,  so  ist  die  Gleichung  dieses 
Punktes  in  laufenden  Koordinaten 
u,  V,  s  nach  §  20,  (3): 
(28')  U,  -^i,U,  =  0. 
Liegt  nun  der  Punkt  T^  auf  einer 
gegebenen  Geraden  ^)  =  u,  v,  s,  so 
ist  durch  diese  das  Teilungsver- 
hältuis  bestimmt,  und  zwar: 


(29') 


^1 


§  -'8,   14. 
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wo  nunmehr  in  X^  und  Xg  unter 
x,  (/,  t  nicht,  wie  in  (28),  die  laufen- 
den, sondern  die  Koordinaten  des 
gegebenen  Punktes  P  verstanden 
werden  (§  18,  (19)). 

Dann   folgt   aber   aus  (29)  mit 
Rücksicht  auf  (1): 

(30)  i«i  =  ?- 

Die  Verhältnisse  der  Dreiecksl^oordi- 
naten  des  Punktes  P  sind  die  miü- 
tiplizierten  Sinusverhältnisse,  nach 
denen  die  Verbindungslinien  f^,  f^, 
#3  des  Punktes  P  mit  den  Ecken  i\, 
E.2.  Eo,  des  Koordinatendreiecks  die 
hezüglichen  Winkel  teilen  (Fig.  165  a ), 
also: 


(31) 


iX^ 

y... 

sin  f ,  <j 

Xs 

■''■s 

sin  Cg  t,  ' 

x^ 

—  '^ 

sin  63  t^ 

^1 

"i 

sin  e^  t^  ' 

X, 

"i 

sin  Cj  ig 

•     — ; —     -     • 

■/.,      sm  e»  L 


wo  nunmehr  in  U2  und  I\  unter 
u,  V,  s  nicht,  wie  in  {'2^'),  die  laufen- 
den, sondern  die  Koordinaten  der 
gegebenen  Geraden  p  verstanden 
werden  (§  20,  (8)j. 

Dann  folgt  aber  aus  (29')  mit 
Rücksicht  auf  (6): 

(m      ^1 = ;;j  • 

Die  Verhältnisse  der  Dreieckskoordi- 
naten der  Geraden  p  sind  die  mul- 
tiplizierten Streckenverhältnisse,  nacli 
denen  die  Schnittpunlde  T^,  T^.  T^ 
der  Geraden  mit  den  Seiten  e^,  c^, 
63  des  Koordinatenclreiecks  die  he- 
züglichcn  Seiten  teilen  (Fig.  165b), 
also: 

^''■.  "C3 
",       c, 

M,     C'j 

^  ^  c 


(31') 


E,T, 

E.,T. 

Die  Lage  des  Punktes  0  muß  zur  Bestimmung  des  Teiluugsverhält- 
nisses  (27)  noch  gegeben  sein. 

Bei  gegebenen  Dreieckskoordinaten  x\,  x^,  x^  sind  nach  (31)  die 
drei  Sinusverhältnisse  und  damit  die  drei  Transversalen  t^,  t.^,  t^  be- 
stimmt. Schon  zwei  von  diesen  bestimmen  im  allgemeinen  den  Punkt 
P  als  ihren  Schnittpunkt.  Daß  auch  die  dritte  durch  P  geht,  folgt 
aus  dem  Transversalensatz  §  25,  ( 16 ). 

14.  Die  Dreieckskoordinaten  als  Doppelverhältnisse.  Die  mul- 
tiplizierten Teilungsverhältnisse  von  §  28,  13  werden  Doppelverhält- 
nisse, wenn  man  Einheitspunkt  und  Einheitslinie  (vgl.  §  28,  10)  benutzt. 

Legt  man  (Fig.  16(ja)  durch  die  Ecke  E^  neben  den  Seiten  e.^  und 
^3  eine  dritte  Gerade  t^^,  die  die  Ecke  E^  mit  dem  Einheitspunkt  Eq 
verbindet  und  dann  eine  vierte  Gerade  t^,  die  mit  den  drei  andern 
das  Doppelverhältnis: 

^^^  '"1        y^2(^^hh)        sin 63 f,  -sine,?/ 

bildet,   so   ist   die   Gleichung  dieser  vierten   Geraden   nach  §  18,  (22) 
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in  laufenden  Koordinaten  x,  y,  t: 


0. 


Geht   die  Gerade    durch   einen   gegebenen   Punkt   P  =  x,  y,  t,   so   ist 
durch  diesen  das  Doppelverhältnis  bestimmt,  und  zwar: 


(33) 


^1 


wo  nunmehr  in  X^  und  X^  unter  x,  y,  t  die  Koordinaten  des  gegebenen 
Punktes  P  verstanden  werden.     Dann  folgt  aber  aus  (33)  mit  Rück- 
sicht auf  (21): 
(34)  ft,  =  f-- 

Die  drei  Verhältnisse  der  Drei-  Die  drei  Verliältnisse  der  Drei- 
ecJcsJcoordinaten  des  PunJites  P  sind ,  eckskoordinaten  der  Geraden  p  sind 
die  Doppelverhältnisse,  nach  denen  i  die  Dopjielverhältnisse ,  nach  denen 
die  Verhindungslinien  t^,  t^,  t^  desUlie   Schnittpunkte    Tj,   T^,   T^    der 


Fig.  166  a. 


Fig.   lG6b. 


Punktes  P  und  die  Verbindimgs-  \  Geraden  p  und  die  Schnittpunkte 
linien  t^^,  t^"",  /g"  des  Einheitspunktes  T^^,  T^\  Tg"  der  FJnhcitslinie  c^ 
Eq  mit  den  Ecken  des  Koordinaten-  mit  den  Seiten  des  Koordinaten- 
dreiecks die  hezüglichen  Winkel  teilen   dreiecks  die  hezüglichen  Seiten  teilen 


(Fig.  166a): 


(35) 


■Xä 

sin  Cj  t^     sin  e,  t^ " 

a-, 

sin  Pj  ij     sin  e^  t^ " 

=  (62^3  ^1^1  ), 

5 

X, 

=  (gj Ci t^t^  ), 

5_ 

=  {eihW)' 

(Fig.  166b): 


(35') 


=  {E^E^T^T^  ), 
l^^^^E.E.T.T,^), 


§  28,   15. 
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Diese  Deutung  der  Dreieckskoordinaten  setzt  nur  das  Koordinaten- 
dreieck mit  Einheitspunkt  und  Einlicitslinie  voraus  und  ist  für  Punkt 
und  Gerade  vollkommen  dual. 

15.  Projektion  des  laufenden  Punktes  aus  einer  Ecke  auf  die 
Gegenseite. 

Die  Verbindungslinien  t^,  t.2,  t-  Die    Schnittpunkte    T^,    Tg,   T.^ 

und  ^i",  t^,  ^3"  der  Punkte  P  und    und    J\\   T,«,    Tg»   der   Geraden   p 
Eq    mit    den    Ecken    E^,    E.^,    E.,    und    c^    mit    den    Seiten   e^,   e^,  c.^ 


Fig.  167  a. 


mögen  die  Gegenseiten  in  den 
Funkten  P^,  P„  P^  und  E^\  E.^ 
E.^^  schneiden  l^Fig.  167a): 

Da  die  Punktreihe  E^,  E^,  P^, 
E^  zu  dem  Strahlbüschel  e^,  e^, 
t^,  t^  perspektiv  ist,  so  folgt  nach 
§  5,  (3): 

{E,E,P,E,^)  =  ^e,e,t,t,') 

und  daher  mit  Rücksicht  auf  (35) 


mögen  mit  den  Gegenecken  durch 
die  Strahlen  p^^,  ih)  Ih  ^^^^-  ^'1°?  ^2^ 
63^  verbunden  werden  (Fig.  167b): 
Da  der  Strahlbüschel  e.^,  e^,  p^, 
e^  zu  der  Punktreihe  E^,  E^,  7\, 
2^"  perspektiv  ist,  so  folgt  nach 
§ö,(3): 

(^^e,p,e,')^i^E,E,T,T,'^) 

und  (35'): 


x^ 

E,P,     E,E,o 
E,F,     E,E,'^ 
=^{E,E,P,E,^), 

^{E,E,P,E,'), 
=  {E,E,P,E,'). 

(36')     . 

«2^ 

sin  e,  Pj 
sin  e,  p^ 

=  (^1^31^2 

sin  Cj  Cj 

0 

x^ 

X, 

sin  ßg  e^ 

"ö 

(36) 


und  hieraus  im  Hinblick  auf  §  7,  (11 );  ( U')  und  §  8,  (4): 

Sind   x^,  x^,   Xo,    die   Dreiexks-         Sind   u^,  n^,   u^    die   Dreiecks- 
koordinaten  des  Punktes  P  und  he-  koordinaten  der  Geraden  p  und  he- 
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deuten  P^,  P^,  P^  und  E^,  E.^,  deuten  i\,  p^,  p^  und  e^^,  e^^,  e^ 
E^,'^  (Fig.  161  a)  die  Punlie,  in  denen  (Fig.  167  b)  die  Strahlen,  die  die 
die  Verhindunyslinien  von  P  und  SchnittpunJde  von  p  und  Cq  auf  den 
Eq  mit  den  Ecken  E^,  E^,  E.^  die  Seiten  e^,  e^,  e^  mit  den  Gegenecken 
Gegenseiten  schneiden,  so  sind  x^,\  verbinden,  so  sind  u^,  u^;  u.^,  tti; 
x^;  x^,  x^;  x-^,  x^  die  Zweiecksko-  H^,  «2  ^^^  Ztveiscitskoordinaten  der 
ordinaten  der  Punkte  P^,  P.2,  P^  Straläen  p^,  p^,  p^  in  hezug  auf 
in  hezug  auf  die  Ziveiecke  E^E^,  die  Ziveiseite  e^e^,  e^e.^,  e^e^  und 
E^E^,  E^E.2  und  die  Einheitspunkte  die  Einheitsstrahlen  e^,  e.^,  e^. 
E,\  E,',  E,'. 

16.  Punkte  auf  einer  Seite  und  Strahlen  durch  eine  Ecke  des 
Koordinatendreiecks.     Aus  §  2'^,  15  geht  weiter  sofort  hervor: 

Für  alle  Punkte  ü\,  x^,  x^  eines  \        Für  alle  Strahlen  u^,  u^,  u.^  eines 

durch  die  Ecke  E^  gehenden  Strahles  auf  der  Seite  e^  liegenden  Punktes 

ist  das   Verhältnis  x^  :  x^  konstant. ,  ist  das  Verhältnis  u^  :  «2   konstant. 

Insbesondere  gibt  die  Annahme  P  =  P.^  und  p  =  p.^  in  §  2S,  15 

die  Sätze  (vgl.  %  2S,  7): 

Für  einen  Punkt  x^,  x^,  0  der\  Für  einen  Strahl  u^,  u^,  0  der 
Seite  63  sind  x^,  x^  zugleich  die  Ecke  E^  sind  u^,  u.2  zugleich  die 
Ziceieckskoordinaten  in  hezug  auf  Zweiseitskoordinaten  in  hezug  auf 
E^E.^E^''  (Fig.  167a)  (vgl.  §10,  2).  e^e^e.J'  (Fig.  167b)  (vgl.  §  23,  2). 

17.  Beziehung  der  in  §  28, 14  und  15  benutzten  festen  Punkte 
und  Strahlen. 

Wie  der  Einheitspunkt  Eq,  sind  Wie  die  Einheitsgerade  e^^,  sind 

auch  seine  Verbindungslinien  t^^,  auch  ihre  Schnittpunkte  T^^,  T^^, 
t^^,  t^  mit  den  Ecken  E.^,  E^,  E^\  Tg"  mit  den  Seiten  e^,  c^,  e^  und 
und  deren  Schnittpunkte  E^,  E^,  \  deren  Verbindungslinien  e.^,  e^,  e.^ 
.  ^3*^  (Fig.  167a)  mit  den  Seiten  e^,  '(Fig.  167b)  mit  den  Ecken  E^,  E.,, 
e^,  63  feste  Bestandteile  des  Koordi-  LEa  feste  Bestandteile  des  Koordi- 
natensystems. I  natensystems. 

Zur  Vereinfachung  sind  diese  Bestandteile  in  Fig.  167  a  und 
167  b  unabhängig  voneinander  dargestellt.  Um  sie  in  ihrer  ver- 
einigten Lage  zu  übersehen,  kann  man  §  26,  Fig.  151  benutzen,  in- 
dem man  die  dortigen  Bezeichnungen: 

-^o5    i'oi   'l7   '2?   '31     '  1  >   '  i  7   ^3  5     ^\i   ^^1    ^;ii     ^\i   ^2?   -^3 
bezüglich  durch: 

ersetzt.     Damit  folgt  aber  aus  §26,3  (Fig.  167a  und  167b). 
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Die  auf  den  Seiten  e^,  e,^  und  Die  durch  die  EcJcen  E^,  E.^ 
gg  liegenden  Punktpaare  E^.  T^:  und  E^  gehenden  StrahUnpaare  e.^ , 
E^^,  1;°  ««f^  ^3^  ^3"  sind  har-  t^\-  e.^,  t^  und  e^,  t^  sind  har- 
monisch zu  den  bezüglichen  EcJcen-  monisch  zu  den  hezüglicJien  Seiten- 
paaren E.^,,  E^;  E.^,  E^  und  E^,  E.^.  paaren  e.^,  e^:  e^,  e^  und  e^,  e^. 

Dalier  haben  die  am  Schluß  von  §  28,  16  genannten  Koordinaten- 
systeme E^E^E^   und  e^e^e^  die  §  8,  3   erwähnte  Lage   zueinander. 

§  29.    Gleichungen  von  Geraden  und  Punkten  in  Dreieckskoordinaten. 

1,  Die  Bedingung  der  vereinigten  Lage.  Beim  Übergang  von 
den  homogenen  gemeinen  Koordinaten  x,  g,  t  und  n,  v,  s  zn  den  Drei- 
eckskoordiuaten  x\,  x.2,  ^3  und  »^,  «2,  u^  findet  nach  %2%,  (5)  die 
Beziehung  statt: 

ux  +  vy  +  st  =  u^x^  +  u.2X:2  -r  a^x^. 

Mit  Rücksicht  auf  §  22,  (5)  folgt   daher   die  für  den  Zusammenhang 
zwischen  Punkt-  und  Linienkoordinaten  wesentliche  Eigenschaft: 

Ein  Punlt  u)id  eine  Gerade  mit  den  DreiecJiSkoordinaten  x^,  x^, 
X3   und   u^,   U.2,   Hg  liegen   immer  dann   und  nur  dann   vereinigt,  wenn: 

(1)  u^x^  +  u,x.2  4-  n.^-i'3  =  0. 

'l.   Die  Gleichungen  der  Geraden  und  des  Punktes.     Je  nach- 
dem   man   daher   u^,    u^,   u.^   als   fest   und  x^,   x.^,  x^   als   veränderlich 
ansieht  oder  umgekehi-t,  ergeben  sich  die  beiden  Hauptsätze  (§  2'2,  3): 
SimJ  u^,  ^9,  u^  die  Koordinaten         Sind  x^,  x^,  x^  die  Koordinaten 
einer  Geraden,  so  ist^'^):  eines  Punktes,  so  ist: 

(2)  n^x^  -\-  U2X.2  -f  ^^3^3  =  0  (2')    x^Ui  +  XgU^  +  -^3 ''3  =  ^ 

die  Gleichung  der  Geraden  in  lau-   die  Gleichung  des  Punktes  in  laufen- 
f enden  Punktkoordinaten  x^,  x^,  x^.   den  Linienkoordinaten  u^,  u^,  »3. 

Umgekehrt  sind  die  Koeffi-  Umgekehrt  sind  die  Koefß,- 
zienten  der  Gleichung  (2)  einer  zienten  der  Gleichung  (2')  eines 
Geraden  zugleich  deren  Koordi-  Punktes  zugleich  dessen  Koordi- 
naten, naten. 

3.  Verkürzte  Gleichungen  von  Geraden  und  Punkten.  Die 
Koordinaten  a-^,  x.2,  j;3  =  0,  0,  1  der  Ecke  ig  (vgl.  §  28,  (15)  und 
Fig.  159j  genügen  immer  dann  und  nur  dann  der  Gleichung  (2\  wenn 
«3  =  0  ist.     Also  (Vgl.  §  19,  01: 

Eitle  Gerade  geht  immer  dann  Ein  Punkt  liegt  immer  dann 
und   nur  dann  durch  die  Ecke  E.,   und   nur  dann  auf  einer  Seite   e^ 
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§  29.  4. 


des  KoordmatendreiecTxS,  ivenn  ihre  des  KoordhiatendreiecJis,  ivenn  seine 
Gleichung  die  Form  hat:  i  Gleichung  die  Form  hat: 

(3)  u^^i\  +  u^x^  =  0.  !  (3')  .r^^^^  +  X.2II2  =  0. 

Hieran  schließen  sich  unmittelbar  in  Übereinstimmung  mit  §  28,  16 
die  Bemerkungen  (Fig.  l()8a  und  ))): 


■r,.r^jr^ 


"'"z'h 


""'/_"//" 


EJiifO) 


<\J-i', 


Epi,  o, 


Fig.  168  a. 


Fig.  168  b. 


CJX,0) 


Fig.  169. 


<'/.r,-'» 


Kjii.,  Ol 


Die  Verl indtmgsli nie  eines  be- 
liebigen Punhtes  x^,  x.^,  x,^  mit  der 
Ecke  E^  hat  in  laufenden  PunJct- 
l'oordinatcn  die  Gleichung: 

(4) 


h  =  ^^'i"  :  .^2^ 


Die   Gleichungen    der    drei    Seiten 
e^,  e^,  f'g  sind  (Fig.  169): 


Der  Schnittpunkt  einer  beliebigen 
Geraden  ^t^",  iq^,  u.^^  mit  der  Seite  e^ 
hat  in  laufenden  Linienhoordinaten 
die  Gleichimg: 

(4') 


«1  :  u^  =  H^°  :  u.,^. 


Die   Gleichungen    der    drei    Ecken 
E„  E„  E,  sind  (vgl.  §22,9): 


(5) 


0,    X,  =  0,    x^  =  0.        '  (5')     H,  =  0,    «2 


u,  =  0. 


4-,    Identität  zwischen  den  linken  Seiten  zweier  Gleichungen. 

Der  Umstand,  daß  die  Verhältnisse  der  drei  Dreieckskoordinaten  eines 
Punktes  oder  einer  Geraden  in  umkehrbar  eindeutiger  Beziehung  mit 
dem  Punkte  oder  der  Geraden  stehen  (vgl.  §  'l'^,  2;  4)  findet  wiederum 
(vgl.  §  24,  1)  seinen  Ausdruck  in  den  Sätzen: 

Die  beiden  Geraden:  Die  beiden  Punlic: 


(6) 


I  X  =  u^x^  +  u.^x^  -{-  M3X3  =0, 


(6') 


U  =  x^u^  +  x^n^  +  x^u^  =0, 


\  Xi=M/i)a;i+M2(%2+W:/'^-^'3=0, 1        '  l\=^x^^'hi^-\-x^^'yu^x^^^^u^=0, 


fallen  immer  dann  und  nur  dann  fallen  immer  dann   und  nur  dann 


zusammen,  wenn  eine  Identität  von 
der  Form: 


(7) 
bestellt. 


XX+  l,X^  =  0 


zusammen,  wenn  eine  Identität  von 
der  Form: 


(7') 
besteht. 


A  C7  4-  Ai  f/,  =  0 


§  29,  5  —  6. 
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5.  Unterdeterminanten  aus  den  Koeffizienten  der  Gleieliungen 
zweier  Geraden  oder  zweier  Punkte.  Dieselben  Sätze  können  auch 
so  ausgesprochen  werden  ( Anm.  1,  11,   9  i: 

Die   heiden  Geraden   (6)  fallen         Die    beiden    Punkte  (6')   fallei^i 

zusammen,    nenn    die    Matrix   der 
Koeffizienten  versehuindet,  also: 

Xt  Xi)  Xo 


zusammen,    nenn    die    Matrix   der 
Koeffizienten  verschwindet,  also: 

IL  «<«  Mq 


(8) 


«/!) 


»,(») 


«3(^) 


==0. 


(8'j 


a;/i) 


x,('^ 


xß^ 

''3 


0. 


Man  könnte  die  Bedingungen  (8 )  Man  könnte  die  Bedingungen  (8') 

als    die    Gleichungen    der    Geraden  als    die    Gleichungen    des    Punktes 

"i^^^7  'h''^\  "3^^^  ''*  Linienkoordinaten  x-^^^\  x^^^\  x^^^^i  in  Pnnktkoordinaten 

u^,    U.2,    u..    bezeichnen   (vgl.  §  29,  x^,    x^,   x..   bezeichnen    (vgl.  §  29, 

(13)),  da  sie  mit:  (13')),  da  sie  mit: 


(9) 


P''i 


=  >,  «1; 


OUa 


u,W 


OUo  =  u„ 


(9') 


ox,  =  X 


\ 


3      ''-3 


=  r  (1) 


gleichbedeutend     sind    (vgl.    §  29,   gleichbedeutend  sind. 
(18)). 

Ist  die  Bedingung  (8)  nicht  Ist  die  Bedingung  (8')  nicht 
erfüllt,  so  haben  die  beiden  Gre-  erfüllt,  so  bestimmen  die  beiden 
raden  (6)  einen  Punkt  gemein,  und  Punkte  (6')  eine  Verbindungslinie, 
die  Unterdeterminanten: 


(10) 


X,  = 


x„  = 


"2 

''3 

Mo^'' 

u,i^ 

«3 

"1 

»3(^) 

«^(l) 

«1 

"2 

h/1) 

U.2^'^ 

und  die 

Unterdeterminanten : 

t//Q 

x^ 

•*3 

(10')     , 

'■'=    .1'" 

xW    ' 

X, 

x^ 

sind  dessen  Koordinaten. 


sind  deren  Koordinaten. 


0.  Identität  zwischen  den  Gleichungen  von  drei  Geraden  und 
drei  Punkten.     In  derselben   Weise,  wie  §  24,  3,  gelten  die  Sätze: 
Die  drei  Geraden:  Die  drei  Punkte: 


(11) 


'X  =    n^x^    -J-    H^Xj 


=  0. 


A'i  =  u^^^^x^  +  u^'^^'x.. 


0, 


(11') 


Xg  =  U^^^^X^  +  i<5 


(2). 


+  uS')x.  =  0 


ü  = 

=     X^U^     -\-     X^Uo 

+     ^3  "3     =  ^; 

l\- 

=^x,Wu^  +  j:,^^)u, 

+  ^3^^^«3  =  0, 

l\- 

=  Xi^^>Ui  -\-  x^^^^u^ 

^ 

+  ^3^'^»3  =  0 
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§  20,  7—8. 


gehen  durch  einen  Punkt,  wenn  eine  j  liegen  auf  einer  Geraden,  icenn  eine 
Identität  von  der  Form:  Identität  von  der  Form: 

(12)      /lX  +  A,Xi  + A,X,  =  0         (12')     Af7+/liL^  + 1,^2  =  0 

besteht.  besteht . 

7.  Deterrainante  der  Gleichungen  von  drei  Geraden  und  drei 
Punkten.  Dieselbe  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  kann, 
wie  in  §  24,  4,  in  die  Form  gekleidet  wei-den  (vgl.  §  22,  7 ): 

Die  drei  Geraden  (11)  gehen.  Die  drei  Punkte  (11')  liegen  auf 
durch  einen  Punkt,  irenn  die  De-  einer  Geraden,  wenn  die  Determi- 
terniinante  der  Koeffizienten  ver-  nantc  der  Koeffizienten  verschtvindet, 
seil  windet,  <dso:  also: 

u,  u.>         u.,      \  X.         X.)         X., 


(13) 


h/^) 
.,(^) 


»  (2) 


0. 


(13': 


r(2) 


0. 


Dies  ist  zugleich  die  Gleichung  \  Dies  ist  zugleich  die  Gleichung 
des  Schnittpunktes  der  beiden  Ge-  der  Verbindungslinie  der  beiden 
raden  u^'^^\  u.,''^^  »3^^^  und  u^^^\  u^^'^\  \  Punkte  x^^^\  x^^^\  x^^'^^  und  ir/^\ 
«3^^^  in  laufenden  Linienkoordinaten  :  x^^'^\  x^^-'^  in  laufenden  Punktkoordi- 
"i>  ^'2'  **3-  yiaten  x^,  x.^,  x^. 

8.  Die  Gleichung  des  Strahlbüschels  und  der  Punktreihe. 
An  die  Identität  {l'l)  knüpft  sich  wiederum  die  Darstellung  des 
Strahlbüschels.  Die  fundamentale  Beziehung  §  29,  1  gibt  auf  zwei  Ge- 
rade mit  den  beiderseitigen  Koordinaten  u^,  ?\,  s^\  u^^\  »2^^\  "3^*'  '^^^ 


'2?     '•2J    "^21 


u  (2) 


U 
U^X 


,(2) 


uS^^  angewendet: 
i\\j  -\r  s-^t  =  u^^'^x^  +  ^'2^^^^2  +  ^h 


W' 


u^x  +  v^ii  -r  s^t  =  Hj^2) j.^  _j_  u^C^)^.,  +  u.^'^^x^:, 

damit  folgt  aber  auch  die  Übertragung  der  Sätze  §  22,  10  auf  Drei- 
eckskoordinaten : 
Siml: 


Sind: 


(14) 


0, 


X,     =     U^'^^^X^     -f    M; 


(2)' 


(14') 


Z7i  =  X^'^^hl^  -f  J^2^^'"2 

+  x,Wu,  =  0, 
+  x.^^hi,  =  0 


die  Gleichungen  der  beiden  Grund-  die  Gleichungen  der  beiden  Grund- 
strahlen g^,  g^  eines  Strahlbüschels,  punlde  G^,  G^  einer  Punktreihe,  so 
so  ist  die  Gleichung  des  laufenden  ist  die  Gleichung  des  laufenden 
Strahles  p  des  Büschels:  \  Punktes  P  der  Reihe: 


§  29,  9—10. 
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(15)         ^,  -  .a  ^0 


0: 


(15') 


r; 


=  0: 


hier    ist   x 


0       ..  0 
1  }     '*2 


.r3°  e//?  ^»v  Be-  hier  ist  }(^^,  uj^,  ^3"  eine  zur  Be- 
stimmung des  Einheitsstrahles  g^  Stimmung  des  EinheitspunMes  Gq 
gegehener  Pnnld,  sind  X^'^,  X^**  die  gegebene  Gerade,  sind  L\'^,  U^  die 
für  ihn  gebildeten  Ausdrücke  Xj,  für  sie  gchildeten  Ausdrücke  U^, 
X2  und  bedeutet  ,u  das  Doppeher-  U^  und  bedeutet  ^  das  Boppelver- 
hältnis:  Ihältnis: 


(16) 


«  =  {9i92P9o)- 


1(16')        }i  =  (G,G,PG,). 


Die  Gleichung  (15)   enthält  nur  die   Verhältnisse  je   der  Koordi- 


naten    Uy^^\     U^^^\ 


u  (1^ 
"3     1 


u  (2) 
"1    ? 


U-2^\    «3 


(2). 


vt  q  LlXi-Ll         •■^  1    •         **  O   •         «Xo 


Kommt  es  nicht  auf  die  genaue  Feststellung  der  Bedeutung  von 

o  o  O 

/u.  an,  so  kann  man  (vgl.  §22,(23);  (23'))  die  Gleichungen  (15)  und  (15') 

auch  in  der  kürzeren  Form  schreiben: 

(17)  Xi-.aX2  =  0,  (IT'j  U^-iiL\=0. 

Hier  ist  nun  /t  schlechthin  das  multiplizierte  Teilungsverhältnis,  nach 
dem  der  Strahl  p  den  Winkel  von  g^,  g.^  oder  der  Punkt  P  die 
Strecke  G^,  G.2  teilt. 

9.  Parameterdarstellung  im  Strahlbüschel  und  auf  der  Punkt- 
reihe. Im  Anschluß  au  (17)  und  (17')  kann  mau  die  Sätze  von 
§  29,  8  auch  so  aussprechen  (vgl.  §  22,  11  j: 

Sind  u^^'^\  u^^^\  itg^^)  und  u.^^^\  \  Sind  x^^^\  x^^^'^,  x^^^'^  und  x^^^\ 
U2^^\  11^^^^  die  Koordinaten  der  beiden  x^^\  x.^^  die  Koordinaten  der  beiden 
Grundstralden  eines  Straldbüschels,  Grundpmikte  einer  Bunlireihe,  so 
so  sind  die  Koordinaten  des  laufen-  sind  die  Koordinaten  des  laufenden 
den  Strahles  des  Büschels  mit  einem  Punktes  der  Peilte  mit  einem  Pro- 
Proportionalitätsfaktor    Q     in     der  portionalitätsfaktor  q  in  der  Form 


Form  darstellbar 

(18)      \qu.2  =  „,, 

QU^  =  «3^^^ 


1 ^"1^^^, 


darstellbar^'^): 

QX^  =  Xj 

(18') 


(1)  _ 


QX, 

ox.. 


=  .-rJi)  — 


x^^'-' 


ILX, 

tix.^ 

^X. 


Die  Elimination  von  q  und  ^  gibt  wieder  die  Bedingung  (13)  und  (13'). 

10.    Das    Dreieck    und    die   Determinante    aus    drei   Geraden. 
Drei  durch  die  Gleichungen: 


(19) 


Aj  —  a.2iX^   -\-  «22**  2     I     0^23^3  —  'Jj 


A3  —  ^31^1  ~r  ^32*^2     '     ^3 


0 
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§  30,  1. 


gegebene  Gerade  bilden  die  Seiten  eines  Dreiecks,  wenn  die  Deter- 
minante (§24,  5): 

^Jl       '^12        ^13 

(20)  Ä  =  \  «21        «22       ««3 

;  I 

I   ^31        %2        %3   1 

nicht  versehwindet.    Die  Gleichungen  der  Ecken  sind  dann  nach  (10/ 

(  U^  =  ^11^1  4-  .4i2Mo  +  -^13  ^'3  =  ^> 

(21)  C/g  =  ^21  «'l  +  ^2**2  +  ^23  "3  =  ^> 
l  ^3  =  AiU,   +  ^32^2   +  As ''3  =  0; 

WO  die  Koeffizienten  Ä,^-  die  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  von 
Ä  sind. 

Verschwindet  die  Determinante  Ä,  so  gehen  die  drei  Geraden 
(19)  nach  (13)  durch  einen  Punkt,  der  durch  jede  der  drei  Glei- 
chungen (21)  dargestellt  wird  (Anm.  1,  II,  (7)). 

Verschwinden  auch  alle  Unterdeterminanten  Ä/^-,  so  fallen  die 
drei  Geraden  (19)  nach  (8)  in  eine  zusammen,  die  durch  jede  der 
Gleichungen  (19)  dargestellt  wird  (Anm.  1,  II,  (8)). 


§  30.    Die  Transformation  der  Dreieckskoordinaten. 

1.  Allgemeine  Form  der  Transformationsformeln. ^V)  Zwischen 
den  homogeneu  genieineu  Koordinaten  x,  y,  t  eines  Punktes  in  bezug 
auf  das  Achsensystem  Oxy  und  seinen  Dreiecksloordinafen  x^,  x^,  x^ 
in  bezug  auf  das  Koordinatendreieck  E^E^E^  bestehen  die  Glei- 
chungen §  28,  (1)  und  (4).  Zwischen  .r,  //,  t  und  den  Dreieckskoordi- 
naten y^,  y^,  y^   in  bezug  auf  ein  anderes  Koordinatendreieck  J^J-yJ^ 

(Fig.  170)  bestehen  dieselben  Glei- 
chungen mit  entsprechend  geänderten 
Koeffizienten.  Man  hat  daher  unter 
andern  die  Beziehungen: 

QX^  =  a^x  -\-  h^y  -f  c^t, 

QX^  =  a^x  -\-  hy  +  cJ, 

QX3  =  a^x  +  ^3^  +  c^t, 

'6x  =  A^y^  +  A^'y^  -f  A^y^, 

öy  =  B^'y^  -f  B^'y,  +  B^'y^, 

i  <?^=  <^\'.'/i  +  C^'y-i  +  C.,'y.,. 

Durch  Substitution   der  Ausdrücke   für  x,  y,  t  in   die  Ausdrücke  für 

x^f  X2,  .Tg  erhält  man  zwischen  x^,  x^,  x.^  und  i/j,  y^,  y^  Gleichungen 


Fig.   170. 
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von  der  Form  (vgl.  §  8,  (11)): 

(1)  [q^2  =  Cnlk  +  ^'2-2^2  +  c-2zllz, 

ZtviscJieu  den  DreieclxShoordinaten  eines  Punktes  in  heutig  auf  zivei 
verschiedene  Koordinatendreieckc  bestehen  also  jedenfalls  Gleichungen 
von  der  Form  (l)."^^) 

Da  sowohl  die  Verhältnisse  der  x^,  x.^^  x^  als  auch  die  der  y^, 
y^,  y^  nach  §  28,  2  in  umkehrbar  eindeutiger  Beziehung  zu  dem 
Punkte  Xy  y,  t  stehen,  müssen  die  Gleichungen  (1)  auch  nach  den 
Verhältnissen  der  y^,  y^,  y-^  eindeutig  auflösbar  sein.  Daher  ist  die 
Determinante: 

^11        ^^12       ^13 

^21       ^22       ^23      ^      ^kl  \  "T  ^• 

Coi  toi)  6qo 


(2)  C 


2.  Die  Elemente  des  neuen  Koordinatensystems  bei  gegebenen 
Koeffizienten  q,.  Wir  stellen  uns  die  auf  das  Dreieck  E^E-yE^  be- 
zogenen Koordinaten  x^,  x^,  x^  als  die  ursptiin glichen  (alten)  Koordi- 
naten vor  und  denken  uns,  jetzt  ohne  Vermittlung  der  x,  y,  t,  die  neuen 
Dreieckskoordinaten  y^,  y^,  y^  durch  die  Gleichungen  (1)  mit  ge- 
gebenen und  der  Bedingung  (2)  entsprechenden  Koeffizienten  c^i  ein- 
geführt. 

Die  Gleichungen  (1)  geben  dann  unmittelbar  die  alten  Koordi- 
naten x^,  X.2,  x^  eines  Punktes  an,  dessen  neue  Koordinaten  y^,  y^,  y^ 
bekannt  sind.  Nun  haben  die  Ecken  J^,  J^,  J^  und  der  Einheitspunkt 
Jq  des  neuen  Koordinatensystems  die  Koordinaten  (§  28,  (15);  (22)): 

Vu  If2,  .^3=  1,0,0;    0,1,0;     0,0,1;     1,1,1. 
Bezeichnen  wir  daher  ihre  alten  Koordinaten  mit: 

'  ^l,  ^2,  ^'3  =  ^1^^^;  ^2^^^;  *'3^^^;      ^X^'\  ^2*%  ^3^^^ 


(3) 

so  ist  nach  (1)  (vgl.  §  8,  (13)): 

.^x       \x^^'^'.x^^'):  x.,^')  -c,,:c,,:  c,, ;     x^^'^ :  x,^'^ :  x,^'^  =  c,, :  c,, :  C32 ; 

(Oj         x^  1X2  :x^   =  Cjj  -|-  r^.,  -f  C'j3 :  Cgj  +  c^o  -f-  ^23  •  ^.-u  ~t"  '^32  ~^  ^33  • 

Bei  gegebenen   neun  Koeffizienten  c^,  sind  die  Eckpmikte  und  der 
EinheiispunM  des  neuen  Koordinatensystems  vollkommen  bestimmt. 
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Infolge  der  Voraussetzung  (2)  liegen  keine  drei  dieser  vier  Punkte 
in  gerader  Linie,  da  (§  29,  (13'))  die  Determinante  der  Koordinaten 
von  je  drei  solchen  Punkten  nach  (4)  und  (5)  immer  den  Wert  C 
bat  (Anm.  1,  IV,  4). 

3.  Die  Koeffizienten  f^;  bei  gegebenen  Elementen  des  neuen 
Koordinatensystems.  Ist  umgekehrt  das  neue  Koordinatensystem 
durch  die  Koordinaten  (3)  der  vier  Punkte  J^,  J^,  J^,  Jq  gegeben,  so  er- 
hält man  zuerst  aus  (4)   mit  drei   unbestimmten  Faktoren  n^,  n^,  n^: 


Cn  =  n^oc^W^ 

C21=«V^2^^ 

C31  =  ''1^3^'^; 

Cn  =  ^2^1^'^; 

^22  =  n,x,(^\ 

^32  ^^  *^2*^3      5 

(6) 

und  danach  aus  {p)  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  n^  die  Glei- 
chungen : 

n^x^'^^)  +  n^x^^^'^  +  «ga^g^ä)  =  n^x^^, 

n^x.^^^^  +  n^x.p  +  «3^;/^)  =  J?o^3^ 

aus  diesen  ergeben  sich  n^,  n^,  n^  bis  auf  einen  Faktor  n^  eindeutig  und 
alle    drei    von    0    verschieden,    da    von    den   vier   oregebenen   Punkten 

7  OD 

J^,  J.2,  J3,  Jq  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen  dürfen  (vgl.  §29,  (13')). 
Danach  sind  also  die  neun  Koeffizienten  c^.,  aus  (6)  bis  auf  einen 
gemeinsamen  Faktor  ii^  bestimmt.*^) 

Bei  gegebenen  EcJqninlien  und  Einheitspunld  des  neuen  Koordi- 
natensystems sind  die  neun  Koeffizienten  Cf.^  ihren  acht  VerJiältnissen 
nach  eindeutig  bestimmt. 

Ihre  Determinante  ist  nach  (6): 

1  Ch    =  nm^^h  .  ^'/^  :  +  0. 
4.  Die  Umkehr  der  Transformationsformeln  (1).    Indem  wir  in 
den  Gleichungen  (\)  den  Faktor  q  nicht  ausdrücklich  schreiben,  haben 
wir  statt  ihrer,  ausgeschrieben  oder  zusammengefaßt: 

(^1  =  ^11  ?/i  +  ^'1 -.';'/:>  + Ci3  2/3  3 

(8)  ^2  =  C01//1  +  <^-'2.'/2  +  ^23^/3 ;      .r^.  =  21  ''kiVi ' 

\Xg  =  C31//1  +  ^32^2     I     ^33^3  7.  1     .j>    •.:> 

Durch  Auflösung  (Anm.  2,  II,  (2))  nacli  //j,  //^>,  //^  ergibt  sich  hieraus: 

^i/i  =  ^'u^i'i  +  ^21^2  +  Qu  •'■3  3 

(9)  j  6'//2  =  fi,.ri  +  6;2a;2  +  C^2^3  5      '"•'A  =  i'  '^a'-^V, 

^!h  ^^  ^13 '^1    I    '23*^2    I    '33  "^3  7 1    o  •) 

i  —  i.,  ^,  o, 
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WO  die  Koeffizienten  Q.j  die  Unterdeterminanten  der  Determinante 
C  sind. 

Der  für  die  Veihältnisse  //^  :  //o  :  if.^  bedeutnngslose  Faktor  C  soll 
nur  stehen  bleiben,  damit  die  Gleichungen  (9)  die  genauen  Auf- 
lösungen der  Gleichungen  (8)  sind. 

Von  jenen  gelangt  man  auch  durch  Auflösung  nach  .r^,  x.^,  x^ 
zu  diesen  zurück  (Anm.  1,  II,  (4),  (5)),  so  daß  ebensogut  die  C\^  wie 
die  Cj^,  als  gegeben  betrachtet  werden  können. 

5.  Die  Transformation  der  Linienkoordinaten.  Sind  u^,  u.2,  u^ 
die  Koordinaten  einer  Geraden  im  alten  System  iSj,  E2,  E^\  Eq,  so 
ist  (vgl.  §  21,  2)  die  Gleichung  der  Geraden  nach  §  29,  '2: 

Durch  die  Substitution  (8)  erhält  man  nun: 

(10)  H^x^  +  H^x^  +  ^3^3  =  i\ii^  +  r^?/o  +  v^y^, 
wo  die  Koeffizienten  die  Werte  haben: 

(1 1)  ^2  =  ^12  «1   +  ^22  ^<2  +  C32  ^'3  ;         ^'j  =  ^*  Ck  l  f'k , 
I  t'g  =  Cj^3  U^  -\-  C23  »2     1     ^33  ^'3  7=19^ 

Die  Gleichung  der  Geraden  wird  daher  im  neuen  System: 

^ilh  +  i'2^2  +  «"si/a  =  0. 
und    folglich    sind    nach    §  29,  2    i\,  i\,  v^    ihre    neuen   Koordinaten. 
Umgekehrt  folgt  aus  (11): 

fC»,  =  C\^i\  +  C^^v,  +  (\^v^  3 

(12)  Cn,  =  C,,  V,  +  C\,  V,  +  C,,  c,  ■      Cu,  =  ^  C,,  v, . 

l  C  H3  =  »   31  l"i  +  '-32  ^'2  ~r    ^33^3  7.  1     90 

''  ^>  -;  "• 

6.  Bedeutung  der  Koeffizienten  der  Transformationsformeln. 
Ebenso  wie  sich  aus  (1)  die  Darstellung  (4)  der  Koordinaten  der 
Ecken  des  neuen  Koordinatendreiecks  ergab,  folgen  aus  (12)  mit 
^"i7  %>?  ^3  =  1>  ö>  O5  Ö,  1,  0;  0,  0,  1  die  Koordinaten  von  dessen  Seiten. 
Weiter  aber  liefern  die  Gleichungen  (9)  und  (11)  in  entsprechender 
Weise  die  Koordinaten,  welche  die  Ecken  und  Seiten  des  alten  Drei- 
ecks in  bezug  auf  das  neue  haben.  Indem  wir  von  den  Einheits- 
punkten absehen,    stellen   wir  das  Ergebnis  in  dem  Satze  zusammen: 

Für  den  Übergang  van  einem  alten  Koordinatensystem  x^,  x^,  x.^\ 
?(j,  u^j  u^  zu  einem  neuen  y^,  y^,  y^\  v^,  v^,  v^  gelten  die  zHsa)nnien- 
gehörigen  Transformationsformeln  (8j,  (9),  (11),  (12j  und  sind: 

Staude,  analyt.  Geometrie.  10 


146 


§  30,  7. 


«1  :  IL,  :  1^3  =  C^i  :  C.^^  :  C^^ 

—  r   •  (^    •  (^ 


'  ^^  ^13  •  ^23  •  ^33  "^   '^IS  •  ^-23 

die  alten  Koordinaten  der  neuen  Ecken  und  Seiten  und: 


13 


(', 


^'2  •  ^'3  "^  ^11  •"  '^'12  *  "^13 
"^  ^21  •  ^22  •  ^'2Z 

=  c,  :  C'32  :  C33 


^1  :  ^2  •  2/3  =  <^'ii  :  t'i2  :  (?, 
(14)     j                   =  ^21  :  C22  :  C\. 
(^    .  n    .  n 

die  neuen  Koordinaten  der  alten  EcJcen  und  Seiten  (vgl.  §  8,  (15);  (16)). 

Zusammengehörig  nennen  wir  die  Transformationsformeln  auch 
mit  Rücksicht  darauf,  daß  (9)  und  (12)  die  Auflösungen  von  (8)  und 
(11),  und  (8)  und  (12)  durch  die  Identität  (10)  miteinander  verknüpft 
sind  (Anra.  1,  II,  (6)),  während  an  sich  jede  Gruppe  von  drei  Koordi- 
naten Xj,  x^,  ^3;  ?/i,  y.2,  y^\  u^,  «2,  ''3;  ^ij  ^'2,  ^s  je  um  einen  gemein- 
samen Faktor  unbestimmt  bleibt. 

7.  Transformation  der  gemeinen  Koordinaten.  Bei  zwei  recht- 
winkligen Koordinatensystemen  Oxy  und  0' x' y  sind  in  der  Bezeichnung 
der  Fig.  171  die  alten  Koordinaten  der  neuen  Ecken  Jj,  J^,  J.^: 

'^ll  •  ^21  •  ^31  =  ö^i  •  f^i  •  '-'5       ^12  •  ^22  •  ^32  "^^  ^'2  '•  ^2  ■^'■1       ^13  •  ^23  '  ^33  ^^  -^0  •  ^0  *  ^ 

und  die  neuen  Koordinaten  der  alten  Ecken  Js\,  E2,  E.^: 
Cn  :  <^i2 :  ^ '13  =  «1  =«2  =  0;     <^ 21  =  <^'22  =  Qa  ==h:b,:0-     C,^:  C^, :  C33  =  x^ : < :  1  ■ 
Daher  sind  die  Formeln  §  23,  (1),  (2),  (3),  (4)  spezielle  Fälle  bezüg- 
lich der  hier  betrachteten  Formeln  (8),  (12),  (9),  (11);  die  Bezeichnung 


Mrbho 


l/^ 


J^J-^'j^.'\7-% 


J.^j-'rii':ir'" 


IV, ,(3),,  (3) 


Jfiq^o 


^3  O'a-^yj 


Fig.   171. 


» h 


Fig.  17 


x^,  X.,,  x.^\  Hj,  u^,  u^\  1/j,  y^,  i/g;  Vj,  v^,  v^  hier  entspricht  der  Be- 
zeichnung X,  y,  ^,  u,  V,  s;  x',  y',  ^';  u',  v,  s'  dort.  Der  Einheitspuukt 
Jq  (x  :  y'  -.^'  =  1:1:1)   hat  dort  die  alten  Koordinaten  x :  y :  t  =  a^  -\-  a^ 


§  30,  8—9. 
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8,  Einführung  der  Koordinaten  der  neuen  Ecken  und  Seiten 
in  die  Transformationsformeln.  Indem  wir  die  Proportionalitäts- 
faktoren ><i,  n.2,  »3  der  Formeln  [&)  in  x^^\  x^-\  a;^/^-  aufnehmen, 
geben  wir  dem  erhaltenen  Resultate  auch  folgende  Gestalt  (§  8,  (17)): 

Der  Übergang  von  den  auf  das  Dreieck  E^E^E.^  (Fig.  172)  hc- 
zügliclien  Koordinaten  x^.,  U/.  zn  den  auf  das  Dreieck  J^J^J^  bezüg- 
lichen Koordinaten  i/i,  v^  tvird  durch  die  zusammengeJiörigen  Transfor- 
mationsformeln vermittelt: 


(15) 


^*  =  ^'V^^n  /.•  =  !,  2,3, 

1 

3 


(17) 
(18) 


SiM  =  ^-u 


V,  = 


2 


*a:/)|/.^.. 


1  =  1,2,  3, 


l=h2,  3. 


Hier  -sind  a;/>  die  Koordinaten  des  neuen  Echpunides  J^  und  h/^ 
die  Koordinaten  der  neuen  Seiten  ij.  Zivischen  beiden  bestehen  die  Be- 
ziehungen (§  29,  (10);  (10');  Anm.  1,  II,  (2);  (5)): 


(19) 


u,W  = 


^{t^) 
:.■('■) 


^(U) 

"i 
a;/^) 


Sx^')  = 


ICO  kl\l-^  und  II J,.^  je  die  Permutationen  123,  231,  312  durchlaufen, 
und  (Anm.  1,  II,  (4)): 


(20) 


S  = 


.^3(1)     .^3(2) 


S'  = 


«(/^) 

u,^^ 

^(j(^) 

U2^'^ 

«3(2) 

u,^') 

u,W 

.3(2) 

u.f^ 

9.  Identische  Kovarianten.  Nach  dem  Multiplikationstheorem 
der  Determinanten  (^Anm.  1,  V,  2)  geht  aus  (8)  für  irgend  drei  Punkte 
*'i)  ^2y  ^s'i  ^i'^K  ^2^^^  ^3^^^;  ^i^^\  ^^2'^\  %^^^  (diese  nur  für  §30,9  ge- 
brauchte Bezeichnung  hat  mit  der  in  (3)   nichts  zu  tun)  hervor  (vgl. 

§8,  ,21)): 

•'^l  -^2  -^3  I    Vi  Vi  U-i 


(21) 


a:,(2) 


xS') 


x,i'^ 


C^y, 


(1) 

(2) 


^2^'^   y-i 


(1) 


i  Vi'-'   y^'"   y^' 

und  entsprechend  aus  (12)  für  drei  Gerade.     Es  folgt  daher 

10* 
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Die  Determinanten: 

{22)  Ä-a;(i).r(2) 


:r/i)     x,^'^     x,W 
x^^)     x/^)     x,^'^ 


(22') 


uu^^yd'^ 


(1) 


u,W     ,,3(1) 


m/2)     u. 


(2) 


.(2) 


ändern  sicJi,  tvie  auch  die  drei  Punlie  oder  Geraden  gewäJdt  tverden 
mögen,  heim  Übergang  von  einem  Koordinatendreiech  211  einem  andern 
nur  um  den  Faldor  C  {die  Substitutionsdeterminante),  bezüglich  1  :  C. 
Sie  heißen  identische  Kovarianten  der  Transformation.'*^) 

Ihr  Verschivinden  bedeutet  nach  §  29,  7  bezüglich,  daß  die  drei 
Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  und  daß  die  drei  Geraden  durch  einen 
Punkt  gehen. 

Ferner  ist  auch   der  Ausdruck: 


(23) 


U^X^    +  W^^2  +  ^'3  •''^3 


eine  identische  Kovariante,  da  er,  gebildet  für  irgend  einen  Punkt 
und  irgend  eine  Gerade,  nach  (10)  bei  der  Transformation  ungeändert 
bleibt. 

Mit  Rücksicht  auf  §  29,  (10');  (10)  kommt  er  auf  die  Determi- 
nanten (22)  und  (22')  zurück. 

10.  Übergang  von  den  Transformationsformeln  auf  die  Para- 
meterdarstellungen, Die  Transformationsformeln  (15)  und  (IG) 
können  auch  als  Parameterdarstelluugen  der  alten  Koordinaten  x^,  x^, 
x^  oder  «j,  11^,  u^  der  Punkte  oder  Geraden  der  Ebene  betrachtet 
werden.  Die  Parameter  y^,  y^,  7/3  oder  i\,  iiy,  v^  bedeuten  dann  selbst 
Dreieckskoordinaten  in  bezug  auf  das  Dreieck  der  drei  Punkte  x^^\ 
x^''\  x(')  oder  der  drei  Geraden  u^'\  h^^),  h.(3)  (Fig.  172). 

Für  die  Punkte  der  Seite  /.,  des  neuen  Dreiecks  ist  nun  nach 
§  28,  IG  y/g  ==  0,  während  y^,  y^  Zweieckskoordinaten  auf  der  Seite  i^ 
werden.     Daher  folgt: 

Ist  eine  Gerade  diircJi  zwei\  Ist  ein  Strahlbüschel  durch  zwei 
Funkte  J^  =  x/*\  x^^^\  x.^^'^^  und]  Gerade  /^  =  m^^^),  u^^^\  u.J^^^  und 
J^=Xi^%x,^'\xf-^gegeben{Fig.lTda),  i,=u,(-\uS\u^(^^ gegeben  (Fig.  173b), 
50  stellen  sich  die  Koordinaten  Xi,\so  stellen  sich  die  Koordinaten  u^, 
x^,  Ä'g    ihres  laufenden   Funhtes  in  ti.^,  «3  seines  laufenden  Strahles  in 
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hezuy    auf    das    Breieck    E^E^E^  hesug    auf    das    Breiedi    E^E^E.^ 
mittels  der  Formeln:  mittels  der  Formeln^^): 

(24)    \QX,  =  x,^'yii,^x,('~yi/,  (24') 


_  ^  (1) 


^s^^Ui  +  ^s^-'lh 


QU^  =  u^^^^v^  +  ((^^^^2 


Fig.  173  a. 


Fig.  173 b 


durch  die  Zweiecixskoordinaten  y^ji  durch  die  Za-eiseitshoordinaten  i\, 
1/2  desselben  Punlies  in  hesug  auf  v.,  desselben  StraJdes  in  bezug  auf 
das  Znrieclx  J^J.^  dar.  das  Zwciscit  i^ic.  dar. 

11.  Übergang  von  den  Transformationsformeln  auf  die  Iden- 
titätensätze. Wir  denken  uns  in  den  Formeln  ilöi,  wo  wir  links 
wieder  den  Pi-oportionalitätsfaktor  q  hinzufügen: 


(25) 


QX-, 


_  ^  (Dl 


^3'^^//i  +  ^^''!h  +  ^^'^1/b 


unter  y^,  y^,  y^  bestimmte  Werte,  so  daß  x^,  Xg,  x^  ebenso  wie  x^^'^\ 


X.-, 


(1)   ^  (1). 

■^3       7 


(2) 


X^ 


(2) 


(2). 


(3) 


(3) 


.Tg^^)    ein    bestimmter    Punkt    ist. 


Schreiben  wir  nun  —  //  für  q,  multiplizieren  mit  den  laufenden  Liuien- 
koordinaten  u^,  u^,  if«  und  summieren,  so  ergibt  sich  unter  Benutzung 
der  Abkürzungen  §  29,  (11'): 


(26) 


yU  +  y,U,^y,ü,  +  y^U,==0. 


Dies  ist  die  viergliedrige  Identität  zu-ischen  den  linlen  Seiten  der  Glei- 
chungen von  vier  Funkten,  die  in  §  24,  (>  ducd  für  gemeine  Koordinaten 
abgeleitet  ivurde.  In  ihr  bedeuten  also  die  Faktoren  y^,  y.,,  y.^  die 
Breieckskoordinaten  des  vierten  Punktes  V  =  0  in  bezug  auf  das  Brei- 
eck der  drei  andern  Fimkte  L\  =  0,   U^  =  0,   U^  =  0. 
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Ebenso  folgt  aus  (24)  mit  —  y  für  q   und  durch  Multiplikation 
mit  u^,  H.2,  »3  und  Addition: 
(27)  yU+y,l\  +  y,U,=-0. 

Dies  ist  die  in  §  24,  3  und  §  29,  6  abgeleitete  dreigliedrige  Identität 
zwischen  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  von  drei  Punkten  einer 
Geraden.  In  ihr  bedeuten  also  die  Faktoren  y^^,  y^  die  Zweiecks- 
koordinaten des  Punktes  ü  =  0  in  bezug  auf  das  Zweieck  der  beiden 
Punkte   Ij\  =  0,   U^  ^  0. 


IIT.  Abschnitt. 

Der   Raum. 


I.  Kapitel. 

Das  gemeine  Koordinatensystem. 

§  31.    Die  gemeinen  Koordinaten  eines  Punktes. 

1.  Das  rechtwinklige  Koordinatensystem.  Das  Koordinaten- 
system im  Räume  besteht  aus  drei  gerichteten  Geraden  (vgl.  §  1,  3), 
die  durch  einen  Punkt  0  gehen,  und  von  denen  jede  auf  den  beiden 
andern  senkrecht  steht  (Fig.  174). 

Der  Punkt  0  heißt  der  Koordi- 


Fig    174  Fip.   175. 

nateiianfangspunkt.  Die  drei  Geraden  selbst  heißen  die  Koordinaten- 
achsen und  werden  als  x-,  >/-  und  .^-Achse  unterschieden.  Die  Ebenen 
je  zweier  Achsen  ( Fig.  175)  heißen  die  Koordinaienehenen,  die  yz-,  zx- 
und  a:?/-Ebene. 

Der  Punkt  0  teilt  jede  Koordinatenachse  in  eine  positive  und 
eine  negative  H(dhachse.  Je  zwei  Achsen  bilden  in  ihrer  Ebene  ein 
ebenes  rechtivinMiyes  Koordinafensystetn  (vgl.  §  10,  1).  Die  drei  Ko- 
ordinatenebenen zerlegen  den  Raum  in  acht  Olianten. 

2,  Projektion  des  Punktes  auf  die  Koordinatenachsen.  Drei 
Ebenen,  die  durch  einen  Punkt  P  des  Raumes  senkrecht  zu  den  drei 
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Koordinateiiaclisen  gelegt  werden  (Fig.  176),  schneiden  diese  in  drei 
Punkten  P^,  P  und  P,,  den  orthogonalen  Projektionen  des  Punktes  P 
auf  die  drei  Koordinatenaclisen.  Die  relativen  Abstände  (vgl.  §  1,  4) 
dieser  Projektionen  vom  Koordinatenanfangspunkt   0: 

(1)  .'-^op,,   y=OP^„    z=OP^ 

heißen  die  Koordinaten  des  Pimldes'^^)  P  in  bezug  auf  das  Koordinaten- 
system Oxyz  (Fig.  174).  Sie  sind  positive  oder  negative  Zahlen.  Sie 
sind  zugleich  die  Koordinaten  der  Projektionspunkte  je  auf  ihrer 
Achse  (vgl.  §  1,  6).  Im  Gegensatz  zu  andern  Koordinaten  werden 
X,  y,  z  CartesiscJie  oder  gemeine  reclitivinJclige  oder  recldtvinMige  Porallcl- 
koordiuaten  des  Punlies  genannt. 

3.  Eindeutigkeit  der  Koordinatenbestimmung.  Bei  gegebenem 
Koordinatensystem  gehören  nach  §  31,  2  zu  jedon  Piodde  P  des 
Raumes  drei  eindeutig  hestimmte  Koordinaten  x,  ij,  z. 

Umgekehrt  bestimmen  drei  beliebig  gegebene  Werte  von  x,  y,  z 
die  Punkte  P^,  Py  und  P.  (vgl.  §  1 ,  6)  und  dann  als  Durchschnitt 
der  drei  durch  diese  Punkte  parallel  der  yz-,  zx-  und  a;?/-Ebene  ge- 
legten Ebenen  den  Punkt  P.  Zu  irgend  drei  als  Koordinaten  ge- 
gebenen Zalden  x,  y,  z  gehört  also  ein  eindeutig  l)€stinimter  Punld  P}^) 

4.  Projektion  des  Punktes  auf  die  Koordinatenebenen.  Die 
drei  durch  den  Punkt  P  gelegten  Ebenen  (Fig.  176),  die  ihn  auf  die 
Koordinatenachsen  projizieren,  bilden  zusammen  mit  den  Koordinaten- 


P. 

C'  - 


-^- 


Fig.  176. 


^ 


P..^ 


/P. 


E 


^.. 


Fig.  177. 
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ebenen  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon,  welches  neben  den  bereits 
bezeichneten  Ecken  0,  P,  P^,  P^,  P,  noch  drei  weitere  Ecken  P^,, 
P.j.  und  P^^  bezüglich  in  der  yz-,  zx-  und  a'//- Ebene  hat  (Fig.  177). 
Diese  letzteren  Punkte  sind  die  orthogonalen  Projeldionvn  des  Punktes 
P  auf  die  drei  Koordinatenrhencn. 

Aus  der  Gleichheit  paralleler  Kanten  des  Parallelepipedons  folgt, 
daß  neben  (1)  auch: 


§  31,  5—7. 
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(2)  X-P,:P,        !/=P:.P,        ^=P.,jP. 

Die  Koordinaten  sind  daher  auch  die  Abstände  des  Punlies  P  von  den 
drei  Koordinatenehcnen.  Dabei  wird  für  parallele  Gerade  gleicher 
Durchlaufuno-ssinn  angenommen,  so  daß  z.  B.  P„.P  und  OP^  ent- 
weder  beide  positiv  oder  beide  negativ  sind.^') 

Die  Projektionspunkte  P,^.,  P.^  und  P^^^  des  Punktes  P  =  x,y,z 
haben  in  den  ebenen  Koordinatensystemen  Oyz,  Oxx  und  Oxy  ihrer 
Ebenen  die  Koordinaten  y,z\  z,  x  und  .r,  y  (vgl.  §  10,  2). 

5.  Gebrochener   Linienzug   der   Koordinaten.      Neben    (1)   und 

(2)  ist  auch: 

(3)  -  x=(JP^,    y  =  P^P.,,,    ^  =  P.,P 

Die  drei  Koordinaten  bilden  in  dieser  Auffassung  einen  gehroclienen 
LinienziKj,  der  vom  Punkte  O  zum  Punkte  P  hinführt  (Fig.  178). 

6.  Besondere  Werte  der  Koordinaten.  Die  Koordinaten  des 
Anfangspiiultes  0  sind  ./;  =  0,  y  =  0,  s  =  0.  Für  alle  Punkte  der 
X-Achse  ist  y  =  0  und  2  =  0,  für  alle  Punkte  der  yz-Ehene  ist  x  =  0. 


-a.-b.c 


P, 

1 


Pr„ 


a,-br( 


Fig.  Ui 


Fig.  179. 


Acht  Punkte  von  gleichen  ahsohden  Werten  a,  h,  c  der  Koordi- 
naten X,  y,  z  bilden  (Fig.  179)  die  Ecken  eines  rechtwinkligen  Par- 
allelepipedons,  dessen  Kanten  den  Achsen  parallel  sind  und  dessen 
Mittelpunkt  0  ist  (vgl.  §  10,  5). 

Alle  Punkte  von  (ßeichem  x  liegen  auf  einer  der  //»--Ebene  par- 
allelen Ebene,  alle  Punkte  von  yleiclien  y  und  z  auf  einer  zur  .^'-Achse 
parallelen  Geraden. 

7.  Grundriß  und  Aufriß  des  Punktes.  In  Fig.  177  ist  die 
vertikale  yz-Ehane  als  Zeichnungsebene  gedacht  und  sind  die  nicht 
in  dieser  Ebene  liegenden  Punkte  und  Linien  in  schiefer  Projeldioii 
dargestellt.  Die  schiefe  Projektion  wird  dadurch  charakterisiert,  daß 
die  zur  Zeichnungsebene  senkrechten  Geraden  wie  OP    in  einem  ge- 
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gebenen    VerTiürmngsverhältnis    und    unter    einer    gegebenen    Neigung 
gegen  die  i/-Acbse  wiedergegeben  werden. 

Die  Rolle  der  einzelnen  Koordinateuebenen  ist  hierbei  vertauscb- 
bar.  Wir  können  auch  (Fig.  180)  die  a;?/ -Ebene  als  vertiJial  gestellte 
Zeichnungsebene  wählen  und  die  ^'*'- Ebene  horizontal  denken.  In 
dieser  Annahme  wollen  wir  die  letztere  als  Grundrißebene,  die  erstere 
als  Aufrißehenc  bezeichnen.  Wir  drehen  nun  die  ^rr-Ebene  um  die 
iC- Achse  in  die  Zeichuungsebene  hinein,  so  daß  die  positive  ^'-Halb 
achse,  um  90*^  nach  abwärts  gedreht,  in  die  negative  ?/-Halbachse 
hineinfällt  (Fig.  181).  Wir  haben  dann  in  x  =  OP^,  //  =  P^F^,^  =  OP,^, 
z  =  P^P,^=  OP.  alle  drei  Koordinaten  *y 
in  ihrer  wahren  Größe  vor  uns.  fv. '^^.n, 


h.y 


PrpP 


'P. 


P..-P 


Der  Punkt  P,^=  P'  heißt  der  Grundriß,  der  Punkt  P^^  =  P" 
der  Aufriß  des  Punktes  P.  Grundriß  und  Aufriß  liegen  bei  hori- 
zontaler .r -Achse  stets  senkrecht  idjercinander  (Fig.  181). 

Umgekehrt  bestimmen  zwei  beliebige,  senkrecht  übereinander 
liegende  Punkt  P'  und  P",  die  (Fig.  181)  als  Grundriß  und  Aufriß  ge- 
geben sind,  den  Punkt  P.  Denn  macht  man  die  obige  Drehung  der  zx- 
Ebene  von  Fig.  181  zu  Fig.  180  wieder  rückwärts,  so  schneiden  sich 

die  in  P'  und  P"  auf  der  zx-  und  xy- 
Ebene  errichteten  Perpendikel,  da  sie  in 
einer  Ebene  liegen,  im  Kaumpunkte  P.^") 
8.  Das  schiefwinklige  Koordinaten- 
system. Wenn  die  drei  Koordinaten- 
achsen nicht  rechtwinklig  zueinander 
sind,  sondern  beliebige  Winkel  mit- 
einander bilden  (Fig.  182),  so  projiziert 
man  den  Punkt  P  wie  in  §  31,  2  auf  die  r-,  y-  und  ^-Achse,  jedoch 
durch  drei  Ebenen,  die  der  yz-,  zx-  und  :2;//-Ebene  des  Koordinaten- 
systems  parallel   sind.     Man   erhält  dann  bei  entsprechender  Bezeich- 


Fip.  182 
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nung,  wie  vorher  beim  rechtwinkligen  Koordinatensystem,  in: 
(4)      x=OF_^=F^^P,    y=OP,^^P^^F,    ,=.OP,==P^,,P 

die  scIüeftvinMigen  oder  gemeinen  schief tcinläigen  oder  schiefivinTdigen 
ParaJJeRoordinaten  des  Punktes  P.  Auch  für  diese  gelten  die  An- 
gaben §31,  3 — 6  mit  entsprechender  Modifikation  (vgl.  §10,6). 


Fig.  183. 


§  32.    Winkel  zwischen  Geraden  und  Ebenen. 

1.  Winkel  zweier  Geraden  im  Räume.  Zwei  Gerade  im  Räume 
schneiden  sich  im  (dlgemeinen  nicJd.  Unter  dem  Winkel  co  zweier  ge- 
richteten, begrenzten  oder  unbegrenzten 
Geraden  //^  und  g.,  verstehen  wir  dann 
den  Winkel  zweier  sieh  in  einem 
Punkte  schneidenden  Geraden  g^'  und 
g^',  die  mit  g^  und  g^  bezüglich  parallel 
und  gleichgerichtet  sind  (Fig.  183).  Als 
Größe  dieses  Winkels  nehmen  wir  in 
der  Regel  die  absolute  Größe  des  Ivn- 
Ä'flie«  Winkels  zwischen  beiden  Schenkeln 
(Ygl§2,  1;2): 

(1)  Gi  =  g^g^  =  g^' g^ '. 

(2)  0<^io<7t. 

Für  cos  io  kann  der  Winkel  nach  §  2,  4  auch  in  relativer  Größe  ge- 
nommen werden. 

2.  Gerichtete  Ebene.  Eine  mit  einem  bestimmten  Drehungssinne 
begabte  Ebene  E  heißt  eine  gerichtete  Ebene.  Eir  Drehungssinn,  der 
durch  einen  auf  die  Ebene  aufgezeichneten  und  durchscheinend  ge- 
dachten Pfeilbogen  angegeben  wird  (Fig.  184),  erscheint  von  der 
einen  Seite  der  Ebene  als  positiv  (der  Be- 
wegung des  Uhrzeigers  entgegengesetzt), 
von  der  andern  als  negativ.  Jene  heißt 
die  positive,  diese  die  negative  Seite  der 
Ebene.^^) 

3.  Winkel  einer  Geraden  gegen  eine 

Ebene.  Die  senkrechte  Projektion  einer  gerichteten  Geraden  g  auf 
eine  gerichtete  Ebene  E,  d.  h.  der  Ort  der  senkrechten  Projektionen 
aller  Punkte  von  g  (vgl.  §  31,  4),  sei  g'  (Fig.  185).     Der  Winkel: 

(3)  x=^Eg  =  g'g 


Fig.  184. 
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heißt  der  NeigungsivinJcel  der  Geraden  g  gegen  die  Ebene  E.  Er  liegt 
seinem  absoluten  Werte  nach  stets  zwischen  0  und  — ,  da  der  positive 
Schenkel  der  Projektion  g,  vom  Schnittpunkt  0  der  Geraden  g  mit 
der  Ebene  E  an  gerechnet,  eben  derjenige  ist,  der  mit  dem  positiven 
Schenkel  von  g  einen  spitzen  Winkel  bildet.  Je  nachdem  aber  der 
positive  Schenlxl  von  g  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  E 
lifr/t,  tvollen  wir  die  Größe  von  ^  positiv  oder  negativ  rechnen,  so  daß: 


(4) 


+ 


4.    Winkel    einer   Geraden   gegen   die    positive   Normale    einer 
Ebene.    Eine  gerichtete  Gerade  n.  die  eine  gerichtete  Ebene  E  senk- 


Fi.u.  ISO. 


Fig.   ISG. 


recht  schneidet,  heißt  die  ^jo^^/Y/rc  oder  negative  yormaJe  der  Ebene, 
je  nachdem  ihr  positiver  Schenkel,  vom  Sclmittpunkt  0  mit  der 
Ebene  an  gerechnet,  auf  der  positiven  (Fig.  186)  oder  negativen  Seite 
der  Ebene  liegt.  Die  positive  und  negative  Normale  entsprechen  den 
Werten  %  =  \^    und   x  =  —  ~y    von  §  32,  3. 

Der  Winkel  einer  durch  0  gehenden  gerichteten  Geraden  g 
(Fig.  186)  gegen  die  positive  Normale  n  ist  nach  §  32,  1  seiner  ab- 
soluten Größe  nach  zu  nehmen: 

(5)  1/.  =  ng, 

(6)  0<^i'<,  z. 

Er  steht   zu   dem  Winkel  (3)  stets  in  der  Beziehung: 

(7)  t  =  1  -  ^ 

5.  Winkel  zweier  gerichteten  Ebenen.  Unter  dem  Winkel 
zvreier  gerichteten  Ebenen  verstehen  wir  den  (wie  in  §  32,  1  absoluten) 
AVinkel  ihrer  positiven  Normalen.^^) 

(>.  Begriff  der  Schraubenbewegung.  Dreht  sich  die  Ebene  E 
(Fig.  1S5)  in  sich  selb.st  um  den  Punkt  (>  in  dem  ihr  aufgescliiiebenen 
Drehungssinne,  während  sie   sich  gleichzeitig  parallel  mit  sich  selbst 


§  32,  7—8. 
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derart  verschiebt,  daß  der  Puukt  0  die  Gerade  //  in  deren  positiver 
Richtung  durchläuft,  so  vollzieht  die  Ebene  (oder  ein  mit  ihr  starr 
verbundener  starrer  Körper)  eine  Schraiibenheicegnng.  Für  %  ^  ±  -- 
entsteht  die  gerade,  sonst  die  schiefe  Schraubenbewegung. 

Eine  Schraube,  die  sich  in  ihrer  Schraubenmutter  bewegt,  oder 
ein  KorJczielier  beim  Ein-  und  Ausbohren  vollzieht  eine  gerade 
Schraubenbeweguno'. 

7.  Begriff  des  Sehraubensinnes.  Die  durch  die  Ebene  E  und 
die  Gei-ade  g  (Fig.  185;  186)  nach  §32,6  bestimmte  Schrauben- 
bewegung hat  positiven  oder  negativen  Schyaubensinn'^),  je  nachdem 
die  Gerade  g  von  der  negativen  auf  die  positive  Seite  der  Ebene 
läuft  oder  umgekehrt,  je  nachdem  also: 

O"^)      Y  ^  ;K  >  0  (cos  xl^  >  U)      oder     0  >  ;k  >  -  J  (cos  i'  <  0). 

Man  kann  dies  auch  so  ausdrücken:  Beobachten  wir  die  Schrauben- 
bewegung von  der  positiven  Seite  der  Ebene  aus,  so  daß  uns  die 
Drehung  der  Ebene  positiv  (entgegengesetzt  der  Drehung  des  Uhr- 
zeigers) erscheint,  so  ist  der  Sinn  der  Schraubenbewegung  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  die  Ebene  sich  auf 
uns   zu  oder  von  uns  fort  bewegt. 

Die  gewöhnliche  Schraube  und  der  Kork- 
zieher haben  sowohl  bei  ihrer  Vorwärts-  als  bei 
ihrer  Rückwärtsbewegung  positiven  Schrauben- 
sinn. Fig.  IST. 

In  jedem  Falle  Jiomtnt  der  Zusammenstellung 
einer  gerichteten  Ebene  E  und  einer  gerichteten    Geraden  g  (Fig.  185) 
ein  bestimmter  positiver  oder  negativer  Sehraubensinn  zu. 

Man  kann  daher  als  Symbol  des  Schraubensinnes  die  Zusammen- 
stellung eines  Pfeilbogens  und  eines  geraden  Pfeiles  nehmen  (Fig.  187). 

8.  Schraubensinn  eines  Achsensystems. 
Die  Ebenen  eines  beliebigen  schief-  oder  recht- 
ivinkligen  Achsensystems  Oxyz  sind  durch  die 
Eeihenfolge  ihrer  Benennung  gerichtete  Ebenen. 
Man  erhält  nämlich  den  der  y/^-Ebene  zu- 
kommenden Drehungssinn  (vgl.  §  32,  2),  in- 
dem man  den  positiven  Halbstrahl  y  über 
den  konkaven  Winkel  yz  (vgl.  §32,1)  gegen 
den  positiven  Halbstrahl  z  hindreht  und 
analog  für  die  zx-  und  a;y- Ebene  verfährt  (in  Fig.  188  ist  aus  der 
Zeichnungsebene   yz   die   x-Achse    nach    vorn   herau.stretend    gedacht). 


+ 


Fig.  1,S8. 
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Die  gerichtete  i/^-Ebene  bestimmt  aber  nach  •§  32,  7  in  Verbindung 
mit  der  gerichteten  ic-Achse  einen  (in  Fig.  188  positiven)  Schrauben- 
sinn, denselben,  den  auch  die  ^iC-Ebene  mit  der  ,ii/-Achse  oder  die 
xy -Ebene  mit  der  ^ -Achse  bestimmt. 

Jedes  Achsensijstcm  Oxyz  erhält  somit,  der  bestimmten  Heihen- 
folge  seiner  Achsen  entsprechend,  einen  positiven  oder  negativen  Schrauben- 
sinn, je  nachdem  die  positive  Halbachse  z  auf  der  positiven  oder  negativen 
Seite  der  gerichteten  xy -Ebene  liegt  (vgl.  §  11,  3). 

Insbesondere  hat  das  rechtwinklige  Achsensystem  Oxyz  entvreder 
positiven  (Fig.  189a)  oder  negativen  (Fig.  181)  b)  Schraubensinn.  Man 
nennt  es  auch  bezüglich  positiv  oder  negativ  orientiert.^^)  Ein  positiv 
und  ein  negativ  orientiertes  rechtwinkliges  Achsensjstem  können  nicht 


derart  zur  Deckung  gebracht  werden,   daß   die  gleichnamigen  Achsen 
einschließlich  ihrer  positiven  Richtungen  alle  drei  zusammenfallen. 

9.  Vertauscilung  der  Achsen.  Der  Keihenfolge  yxz  der  Achsen 
desselben  Systems  Oxyz  in  Fig.  188  entspricht  der  umgekehrte 
Schraubensinn,  wie  der  vorherigen  Reihenfolge  xyz,  da  der  Achsen- 
folge yx  der  entgegengesetzte  Drehungssinn  der  2;^-Ebene  entspricht, 
wie  der  Folge  ocy. 

Überhaupt  ändert  sich  der  Schrauhensinn  eines  Achsensysiems  bei 
Vertausclmng  zweier  Achsen. 

10.  Schraubensinn  dreier  gerichteten  Geraden.  Drei  gerichtete 
Gerade  x,  y,  z  im  Räume,  die  sich  nicht  alle  in  einem  Punkte  schnei- 
den, haben  der  Reihenfolge  x,  y,  z  entsprechend,  einen  bestimmten 
Schraubensinn,  denjenigen  eines  Achsensystems,  das  aus  drei  ihnen 
parallelen  und  gleichgerichteten  von  einem  Punkte  0  ausgehenden 
Achsen  besteht. 

11.  Der  Sinus  eines  Dreikants.  Die  positiven  TTalbachsen  eines 
Achsensystems  Oxyz  mit  den  sie  verbindenden  Ebenen  bilden  ein 
Dreikant  (eine  Raumecke;  Fig.  190),    Der  von  den  Kosinus  der  Winkel 
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zwischen  den  Kanten  (vgl.  §  32,  1)  abhängige  Ausdruck  (über  die  Be- 
zeichnung der  Quadratwurzel  vgl.  §  6,  zu  (14')) : 

(9)  sinxyz  =  ^VI  —  cos^ifz  —  cos^^-.r  —  cos^xy  -\-  2cosifs •  cos^",/- •  cosxy 

heißt  der  Sinus  des  JJrcilmnts  {der  BaHniecJce)}'^  i  Dabei  soll  £  =  -|-  1 
oder  —  1  sein,  je  nachdem  der  Schraubensinn  der  Ecke  d.  h.  des 
Achsensystems    Oxys    (vgl.    §  32,  8)    positiv    oder    negativ    ist    (vgl. 

§  11,  (4)). 

Es  ist  daher: 

(10)  ?,myx2  =  —  s,mxyz, 

und  entsprechend  ändert  sich  bei  jeder  Vertauschuug  zweier  Achsen 
das  Vorzeichen  (vgl.  §  32,  9). 

Bei   der   rechtwinkligen   Ecke   d.  h.   dem   rechtwinkligen  Achsen- 
system Oxyz  (Fig.  189)  ist  nach  (9): 

(11)  %\xixyz  =  -f  1   oder  —  1, 

je  nachdem  das  System  positiv  oder  negativ  orientiert  ist. 

Daß  der  Ausdruck   unter   der  Wurzel  in  (9)  positiv  und  sinxyz 
zwischen  —  1  und  +  1   gelegen  ist,  wird  sich  in  §  41,  9  ergeben. 


§  33.    Richtungswinkel  einer  Geraden  und  Polarkoordinaten 
eines  Punktes. 

1.  Zwei  Richtungswinkel  der  gerichteten  Geraden.    Die  Rich- 
tung  einer   gerichteten    begrenzten    oder   unbegrenzten    Geraden   g   in 
bezug    auf    das    rechtwinklige    Koordinatensystem    Oxyz    wird    durch 
zivei  Richtxngsivinlel  cp  und  4^  bestimmt, 
wobei  wir  mit  Rücksicht  auf  §  32,  1  an- 
nehmen können,  daß  die  Gerade  durch  0 
geht  (Fig.  191).  Der  eine  Winkel  cp  ist  der 
Winkel   der  Projektion  g'  (vgl.  §  32,  3) 
gegen  die  ;/; -Achse,  seiner  relativen  Größe 
nach  in  bezug  auf  den  Drehungssiim  der 
rry- Ebene  (vgl.  §32,8)   bestimmt   (vgl. 

§  11,  2): 

(1)  cp=^xg'  {...0<rp<2:t...). 

Der    andere    Winkel    i^f    ist    der    absolute    Winkel    von   g   gegen    die 
^f -Achse,  die  positive  Normale  der  icy -Ebene  (vgl.  §  32,  (5)): 

(2)  1^  =  ^1/         (0<n^£  7t). 

Beide  Winkel  sind  durch  g  eindeutig  (cp  bis  auf  Vielfache  von  2%)  be- 


Fig.   191. 
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stimmi  und  bestimmen  auch  ilirerseits  eindeutig  die  durch  0  gehende  ge- 
richtete Gerade  g.  Mit  9?  nämlich  hat  man  den  positiven  Halhstrahl 
von  g'  und  damit  die  durch  ihn  senkrecht  zur  a;?/- Ebene  gelegte  und 
von  der  ^ -Achse  begrenzte  HaJheltene.  In  dieser  ist  dann  durch  ■^ 
der  positive  Schenkel  von  g  bestimmt. 

2.  Drei  Richtungskosinus  der  gerichteten  Geraden.  Da  die 
Richtungswinkel  (p,  xl<  gegen  das  Koordinatensystem  unsymmetrisch 
sind,  benutzt  man  auch  die  drei  Michfungsivinhel  (vgl.  §  32,  1): 

(3)  oc  =  ^'9,       ß  =  ¥ff,       y  =  ^^ 

um  die  Richtung  der  gerichteten  Geraden  g  zu  bestimmen  (Fig.  192), 
oder  auch  die  Kosinus  dieser  Winkel: 

(4)  a  =  cosa,       &  =  cos/3,       c  =  cosy; 

sie  heißen  die  RichtungsJcosinus°'^)  der  gerichteten  Geraden  g. 

Die  Winkel  a,  ß,  y  und  ebenso  ihre  Kosinus  a,  />,  c  sind  jedoch 
nicht  unabhängig  voneinander  (vgl.  §  33,  7). 

3.  Richtungskosinus  einer  ungerichteten  Geraden.  Entgegen- 
gesetzt   gerichtete    Gerade    haben    nach    (4j    entgegengesetzt    gleiche 


Fig.  192. 


Fig.  19:5. 


Richtungskosinus  a,  h,  c  und  —  «,  —h,  — e  (vgl.  §2,5).  Die 
Richtungskosinus  einer  ungerichteten  Geraden  sind  daher  um  ein  ge- 
meinsames Vorzeichen  unbestimmt. 

4.  Polarkoordinaten  eines  Punktes.  Die  vom  Koordinaten- 
anfang.spunkt  O  nach  einem  Punkte  P  (Fig.  193)  laufende  Strecke  r=OF 
heißt  der  Leitstrahl  (Radius  vektor)  des  Punktes  P.  Er  hat  eine  be- 
stimmte Länge: 

(5)  r  =  ÖP 

und  eine   bestimmte  Richtung. 

Diese  wird  nach  §  33,  1   durch  die  zwei  Richtungswinkel: 
(0)  (p  =  xr,         4'  =  zr 

bestimmt,  wo  ;•' =  OP^^  (Fig.  193)  die  Projektion  der  Strecke  r=  OP 
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auf  die  xi/-Ebene   ist;   oder   nach  §  33,  2  durch   die  drei  Richtungs- 
winkel oder  Richtungskosinus: 

(^Tj  c(.  =  xr,         ß  =  yr,  y  =  zr. 

(8)  a  =  cosa,       b  =  cosß,  c  =  cosy. 

Die  Größen  r,  (p,  rp  oder  r,  a.  ß,  y  oder  r,  a,  h.  c  heißen  die  Polar- 
Jioordinaten  des  Pimlies  P.°-) 

Hier  ist  r,  wie  in  §  12,  5  in  doppelter  Bedeutung  gebraucht,  in 
der  Regel  im  Sinne  (5),  als  Schenkel  eines  Winkel  aber  für  die 
Strecke   OP  ihrer  Richtung  nach. 

5.  Beziehung  zwischen  jc,  //,  ;:;  und  /*,  ^,  ip.  Hat  P  die  ge- 
meinen Koordinaten  x,  y,  z  und  ist: 

(9)  r  =  OP^^, 

so  sind  Xj  y  die  gemeinen  (vgl.  §  31,  4)  und  ;•',  (f  die  Polarkoordinaten 
des  Punktes  P^    in  dem  ebenen  System  Oxy  (Ygi.  §  12,  9)).    Daher  ist 

nach  §  12,  (13): 

(10)  x  =  r'Qo^cp,         y  =  r'siiKp. 

Andererseits    folgt    aus    den    rechtwinkligen    Dreiecken    OPP^,^    und 
OPP^  der  Fig.  193: 

(11)  /  =  '/••  sin^          (>  0  nach  (^}),         z  =  r  ■  cost- 

Durch  Verbindung   von   (10)   und  (11)   erhält   man   die  gemeinen  Ko- 
ordinaten durch  die  Polarloordinafen  r,  (p,  ip  eindeutig  ausgedrückt: 

(12)  5P  =  rcosgjsinV,         y  =  r  sin gp  sin  j^- ,         z  =  rcostlj. 

ümgeJcehrt  sind  r,  qp,  i.<   durch  x,  y,  z  eindeutig  hestimmt  mittels  der 
aus  (10;  und  (12)  hervorgehenden   Gleichungoi  i  vgl.  §  12,  (14)): 

( r  =  Vx^^y^~^^, 


(13) 


cos  (p  =    ,  ,     sm  (p 


In    /    hat    man    zugleich    den    Abstand    P,P  =  OP^^    des    Punktes 
P  =  x,y,  z  von  der  z- Achse  (Fig.  193). 

6.  Beziehung  zwischen  X,  y,  z  und  r,  ciy  b,  c.    Aus  den  recht- 
winkligen  Dreiecken    OPP^,    OPP^,    OPP^    in    Fig.  193    folgt    mit 
Rücksicht  auf  (5)  und  (8)  und  §  31,  [l): 
(14)  x  =  ar,       y  =  br,     z  =  cr^ 

und  umgekehrt,  da  r  bereits  aus  (13)  bekannt  ist  (vgl.  §  12,  '10);  (11)): 


(15)  r^Vx'^f-\-z^^,     a  =  ^,    h^},     c  =  f- 

Staude,  analyt.  Geometrie.  11 
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Insbesondere   hat   ein  Punkt   mit   den  Polarkoordinateu   1,  a,  h,  c  die 
gemeinen  Koordinaten  (vgl.  §  12,  (12)): 

(16)  X  =  a,     y  =  h,     z  =  c. 

7.  Parameterdarstellting  und  gegenseitige  Abhängigkeit  der 
Richtungskosinus.  Da  P  in  §  33,  4  ein  beliebiger  Punkt  war,  können 
die  in  §  33,  4  als  ein  Teil  der  Polarkoordinaten  von  P  auftretenden 
Größen  cp,  ip  und  a,  &,  c  als  Richtungswinkel  und  Richtungskosinus, 
einer  beliebigen  gerichteten  Geraden  (/  gelten,  wie  in  §  33,  2.  Nun 
folgt  aber  durch  Vergleichung  von  (14)  und  (12): 

(17)  a  =  C0&  (p  sin  2l' ,     h  =  sm^s[ntl},     c  =  costp 
und  damit  durch  Quadrieren  und  Addieren: 

(18)  ,  a'  +  Ir  +  c-  =  1. 

Die  drei  liichtungskosmus  einer  gericJiteien  Geraden  sind  von  deren 
zwei  Richtiüigsivinlxeln  (p,  t  mittels  der  Gleichungen  (17)  dbliängig  und 
unter  sich  stets  dnrdi  die  Gleichung  ('IS)  rerhnnden  (vgl.  §  11,  (12)). 

8.  Die  Verhältnisse  der  drei  Richtungskosinus.  Sind  daher 
die  Verhältnisse  der  drei  Richtungskosinus  a,  b,  c  gegeben,  etwa: 

(19)  a:h:c  =  Ä:B:C, 
so  folgt  für  diese  selbst  nach  (18): 

(20)  a  =  ^=d=,     h=  ^      ^^,     c^  ^ 


bei  unbestimmtem  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  (vgl.  S  H)  (1-i).)- 

JDrei  Größen  A,  B,  C,  die  sich  verhcdten  tvie  die  drei  Richtungs- 
losintts  a,  h,  c,  bestimmen  daher  (vgl.  §  33,  3)  die  Richtung  der  un- 
gerichteten Geraden;  sie  sind  homogene  Koordinaten  einer  Ricldimg  ohne 
Riielsicht  auf  deren  Sinn  (Pfeilspitze) }°^) 

9.  Eigenschaften  und  Anwendung  der  Polarkoordinaten  /%  (f,  if'. 
Alle  Punkte  des  Raumes,  deren  Polarkoordinate  r  den  gleichen  Wert 
hat,  liegen  auf  einer  Kugel,  die  mit  dem  Radius  r  um  0  beschrieben 
ist  (Fig.  193).  Alle  Punkte  von  gleichem  (p  liegen  auf  einer  Halb- 
ebene, welche  durch  die  ^-Achse  begrenzt  wird  (vgl.  §  33,  1,  Schluß"). 
Alle  Punkte  von  gleichem  ip  liegen  auf  einem  HalbkegclntanUi,  der 
durch  Rotation  des  Halbstrahls  ()F  (Fig.  193)  um  die  ^--Achse  be- 
schrieben wird. 

Kugel,  Halbebene  und  Halbkegel  schneiden  sich  in  einem  einzigen 
Punkte. 

Für  den  Punkt  O  ist  r  =  0,  (p  uiul  «/•  unbestimmt,  aber  auch  un- 
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nötig;  für  alle  Paukte  der  ^-Achse  ist  «/•  =  0  oder  tt,  (f  unbestimmt, 
aber  überflüssig. 

Auf  der  Erdlugel  ist,  bei  konstantem  r,  die  xy-Hhene  die  Aqua- 

torebene,   g)   die  geographische  Länge  und   %  =  -^ il>  (vgl.  §  32,  (7)) 

die  geographische  Breite. 

Auf  der  Hinimelsl'ugel  wird  entweder  der  Himmelsäquator  oder 
der  Horizont  als  .r?/- Ebene  genommen.  Im  ersten  Falle  ist  cp  die 
ReJctaszension  und  %  die  Deliination;  im  letzteren  ist  —  (f  das  Azimut, 
l  der  H'öhemvinkel,  i'  die  Zenitdistanz. 

10.  Konstruktion  des  Punktes  aus  den  Polarkoordinaten  }\ 
a,  ß,  y.  Alle  Punkte  von  gleicher  Polarkoordinate  a  liegen  auf  einem 
HalMegelmantel  l\^  um  die  ^-Achse,  alle  Punkte  von  gleichem  ß  auf 
einem  solchen  Ji^  um  die  ^y-Achse,  alle  Punkte  von  gleichem  y  auf 
einem  solchen  A\  um  die  ^'-Achse.''*^)  Um  bei  gegebenen  r,  a,  ß,  y  den 
Punkt  P  zu  konstruieren,  wählen  wir  die  xy-Woene  als  Zeichnungs- 
ebene. Der  Durchschnitt  der  Kugel  vom  Radius  r  mit  der  xy-Waexie 
sei  der  Kreis  K  (Fig.  194);  die  Schnittlinien  der  Kegel  l\^  und  Ic^  mit 
der  ,ry-Ebene  sind  die  Geraden  OA^,  OA^,  die  den  Winkel  a  mit 
der  positiven  j;-Achse,  und  die  Ge- 
raden OB^,  OB^,  die  den  Winkel  ß 
mit  der  positiven  //-Achse  bilden. 
Dann  sind  die  Gei'aden  Aj^A.2  und 
B^B.2  die  Projektionen  der  Schnitt- 
kreise m  und  n  der  Kegel  A'^  und  /.'^ 
mit  der  Kugel,  also  ist  der  Schnitt- 
punkt P^,,  der  beiden  Geraden  die  ge- 
meinsame Projektion  der  beiden 
Schnittpunkte,  die  die  Kreise  m  uud 
n  miteinander  haben.  Der  Punkt  P 
ist  von  diesen  beiden  Schnittpunkten 

der  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  a;^-Ebene  liegende, 
je  nachdem  y  spitz  oder  stumpf  ist  (vgl.  §  33,  (14)).  Legt  mau  nun 
den  den  Punkt  P  enthaltenden  Halbkreis  »i  als  ni'  (Fig.  I!f4)  um 
die  Gerade  AyA.^  in  die  a;/y-Ebene  um,  so  erscheint  P  als  P'  auf  der 
Geraden  B^B^.  Man  ei-hält  also  umgekehrt  P'  als  Durchschnitt  von 
B^B.,  mit  dem  über  A^A.^  errichteten  Halbkreis  m.  Man  bekommt 
schließlich  P,  indem  man  ein  Perpendikel  von  der  Länge  z  =  P^,  P' 
auf  der  a;?/- Ebene  errichtet,  bei  spitzem  y  nach  der  positiven,  bei 
stumpfem  y  nach  der  negativen  Seite  der  a;?/-Ebene. 


Fic  194. 
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§  34.    Die  Koordinaten  einer  Strecke. 

1.  Polarkoordinaten  einer  Strecke.  Eine  Strecke  PF'  im  Räume, 
die  von  einem  Punkte  P  nach  einem  Punkte  P'  hinläuft  (Fig.  195), 
hat  eine  bestimmte  absolute  Länge  (vgl.  §  1,  2;  §  12,  1): 

(1)  s  =  FP' 

und   eine   bestimmte  Richtung.     Ihre  Richtung   wird  durch   ihre   drei 
Richtungskosinus  (vgl.  §  33,  2): 

(2)  a  =  cosä^,       h  =  cos  jfs,       c  =  cos^ 

bestimmt,  wo  s  in  derselben  Weise,  Avie  in  §  12,  1  in  doppeltem  Sinne 
gebraucht  wird. 

Wir  nennen  die  absolute  Größe  s  und  die  RicJitungskosinus  a,  b,  c 
die  Folarhoordinaten  der  Strecl'e}'^)  ^^ 

KZ. 


y 


Fig.  19.' 


Fig.  196. 


2.  Gemeine  Koordinaten  einer  Strecke.  Sind  P^,  P,^,  P.  und 
P/,  F'  P'  die  Projektionen  der  Endpunkte  P  und  P'  auf  die  Ko- 
ordinatenachsen (vgl.  §  31,  2),  so  sind  die  Strecken  (Fig.  196): 

(3)  x=p^pj,     Y=F,^p;,    z=p^p: 

die  orthogonalen  ProjeMionen  der  Strecl-e  PF'  (vgl.  §  12,  2).  Man 
betrachtet  sie  zugleich  als  die  gemeinen  rechtivinldigen  oder  recht- 
winkligen  Parallel-Koordinaten  der  Strecke.  Haben  nun  P  und  P'  die 
gemeinen  Koordinaten  x,  ij,  z  und  a^',  y\  z',  so  folgt  nacli  §  31,  2  und 

§  1;  (py- 

Die  Koordinaten   der  Strecke   stellen   sich    durch    die  Koordinaten 
ihrer  Endpunkte  in  der   Weise  dar: 
(4)  X  =  x  —  X,     Y  =  y'  —  II,     Z  =  z  —  z. 

3.  Beziehung  zwischen  gemeinen  und  Polarkoordinaten  einer 
Strecke.  Ist  allgemein  Ä Ij  die  orthogonale  Projektion  einer  Strecke 
AB  auf  die  gerichtete  Gerade  x  (Fig.  197),  so  ist: 
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(5)  A'B'  =  AB  •  cosxs, 

wo    unter    dem   Kosinus,    wie    in   §  12,  (5),    s  die   Strecke  AB  ihrer 
Richtung  nach  bedeutet. 

Infolge  dieses  Satzes   ergeben  sich  zwischen  gemeinen  und  Polar- 
loordinaten  der  Strecke  die  Beziehungen  (vgl.  §  12,  (7);  (8)): 

(6)  x'  —  x  =  as,     y'  —  g  =  hs,     z — z^es, 
aus  denen  mit  Rücksicht  auf  §33,(18)  folgt: 


(V 


a  = 


+  0/- 

-yy  +  {^'- 

-zy 

s 

y     c  -  - 

s 

Pig.  197. 


4.  Beziehung  zwischen  einer  Strecke 
und  ihren  Koordinaten.  Die  Strecke  BB' 
bestimmt  ihre  Koordinaten  eindeutig,  aber  nicht  umgekehrt.  Denn 
parallelgerichtete  und  gleichlange  Strecken  haben  dieselben  Koordi- 
naten (vgl.  Fig.  198  und  §  12,  4). 

Durch  die  Koordinaten  x,  ?/,  z  ihres  Anfangspunktes  B  und  ihre 
eigenen  Koordinaten  s,  a,  h,  c  oder  X,   Y,  Z  ist  dagegen  die  Strecke 


^,^3^3 


'!/ 


Fig.  198. 


Fig  l!i9, 


vollkommen  bestimmt,  da  alsdann  die  Formeln  (6)  oder  (4)  auch  die 
Koordinaten  x ,  y,  z    des  Endpunktes  liefern. 

5.  Geschlossene  Streckenpolygone.  Schließt  sich  von  drei 
Strecken  mit  den  Koordinaten  X^Y^Z^,  X.^Y^Z.^,  X^Y^Z.^  die  zweite 
an  die  erste  und  die  dritte  an  die  zweite  an,  so  ist  mit  der  Fig.  199 
angegebenen  Bezeichnung  der  Eckpunkte  nach  (4): 


Aj       x^       X.2, 

Ag  —  X]^        X^, 

Y,  =  y;-y-2, 

Y.-yi  -  y^, 

Z^   =  Z^         ■2^2? 

Z.,  =  z^—  z.^, 

und  daher: 

X. 


JOa 


Y^  =  y2  -yn 

^6  =  ^2     —  ^1 
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X^i-X,  +  X..  =  x.;^'  —  x^,     1\+Y.2+ ¥3  =  1/2—1/2,     ^1  +  ^2  +  ^3=%'— ^ä- 
Daraus  folgt  aber  (Fig.  200): 

Immer  dann  und  nur  dann,   wenn  drei  Strecken  ein  (auch  dem 
Sinne  der  Seiten  nach)  geschlossenes  Dreieck  Mlden,  sind  die  Summen 


XY.Z. 


ihrer  gleichnamigen  Koordinaten  Null:^^) 


(8) 


Yi  +  ^2  +  Ys  =  0, 

Z,+  Z^-h  Z,==  0. 


>r>- 


/ 


Fig.  200. 


^"  In  gleicher  Weise  erg-ibt  sich,  daß  für 
vier  Strecken,  die  ein  geschlossenes 
(windschiefes)    Viereck  bilden: 


(9) 


f  X,  +  X,  +  X3  -f  X,  =  0,     1\  +  Y,  +  Y,  +  Y,=  0, 


Z,  +  Z,  +  Z,i-Z,  =  0; 

und  analog  für  jedes  geschlossene  Streckotpolygon  (vgl.  §  12,  7  1. 

6.  Strecken  auf  einer  und  derselben  Geraden.  Kommen  auf 
derselben  gerichteten  Geraden  g  mit  den  Richtuugskosinus  a,  h,  c 
mehrere  Strecken  PP',  QQ'  (Fig.  201)  in  Betracht,  so  haben  diese 
nach  §  34,  1    die  Polarkoordinaten   5,  a,  h,  c  oder  s,  —  a,  —h,  —  c 

(vgl.  §  33,  3),  wenn  s  ihre  absolute 
Länge  ist.     Es   ist  aber  in   solchem 


/k- 


a,b,c 


'/ 


s,a,h,c 


-y 


Fig.  202. 


Falle  oft  zweckmäßiger,  s,  a,  h,  c  und  —  5,  a,  h,  c  als  ihre  Polar- 
koordinuten  anzusehen,  also  allen  Strecken  dieselben  Richtungskosinus 
a,  b,  c  zu  geben  und  ihre  Länge  s  relativ,  also  positiv  oder  negativ 
zu  nehmen,  je  nachdem  ihre  Richtung  mit  der  von  g  übereinstimmt 
oder  ihr  entgegengesetzt  ist  (vgl.  §12,8). 

Die  Formehl  (6)  behalten  auch  bei  dieser  veränderten  Auffassung 
der  Polarkoordinaten  einer  Strecke  ihre  GiUtigkcit,  da  sie  nur  von  den 
Produkten  as,  bs,  es  abhängen. 

7.  Teilung  einer  Strecke.    Seien  (Fig.  2^)2)  P^  =  x^,  y^,  z^  und 
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T.-,  =  x^,  y.2,  ^2  zwei  Punkte  und  P  =  x,  y,  g  derjenige  Punkt,  der  die 
Strecke  l^^^JP.2  ™  Verhältnis  k  teilt  (vgl.  §3,  1),  so  daß: 

P  P 

(10) 


PoP 


=  L 


Sind  dann  a,  h,  c  die  Ricbtungskosinus  der  Strecke  F^P^,  so 
haben  die  Strecken  P^F  und  F.,F  im  Sinne  von  §34,6  die  Polar- 
koordinaten F^F,  a,  h,  c  und  F.2F,  a,  h,  c,  so  daß  nach  (G): 

X  —  x^  =  P-^F  •  a,       y  ~  p^  =  P^P  •  h,       z  —  s^  =  F^F  ■  c, 
X  —  X.2  =  PoP  ■  a,       y  —  y.2  =  F^F  -h,       ^'  —  ^o  =  P« P  •  c. 
Hieraus  folgt  durch  Division  mit  Rücksicht  auf  (10): 


(11) 


y  —Vx 


=  A, 


^  =  A 


und  durch  Auflösen  nach  x,  y,  s\ 

Die  Koordinaten  x,  y,  s  des  Pmiktes,  der  die  StrecJie  der  Pinikte 
x^,  y^,  z^   und  x^,  y.2,  z^   ^^'^    Verhältnis  l  teilt,   sind  (vgl.  §  12,   18)): 


(12) 
(13) 


X  = 


l  X. 


2/  = 


yi  —^-y^ 


z  = 


—  Xz, 

1—Y 


1  — i    '     ^         1  —  ;. 
Der  3IitteJpi(n]d  der  Strecke  hat  die  Koordinaten: 

2/1  +  y-2 


x^  +  X., 


y  = 


2 


\(aj>^cj 


^p,(a,h,c,) 


§  30.    Der  Winkel  zweier  gerichteten  Geraden  und  seine  Teilung. 

1.  Kosinus  und  Sinus  des  Winkels  zweier  gerichteten  Geraden. 
Die  Richtungskosinus  zweier  sich  schneidenden  oder  nicht  schneiden- 
den gerichteten  Geraden  seien  a^,  ö^,  ^z 
(\  und  ft.;,  />2,  Cg-  ^^  Winkel  %^  =  P1P2 
ist  nach  §  32,  1  identisch  mit  dem 
Winkel  zweier  parallelen  und  gleich- 
gerichteten von  0  ausgehenden  Geraden 
l)j^  und  Po.  Auf  deren  positiven  Schen- 
keln tragen  wir  von  0  aus  die  Längen 
OPi  =  OP,  =  1  (Fig.  203)  ab.  Die  <^ 
Punkte  P^  und  P^  haben  nach  §  33,  (1(3)  die  Koordinaten  x,  y,  z  = 
«1,  h^,  (\  und  r^o,  h.,,  C.2.  Daher  ist  nach  §  34,  (7)  für  ihre  absolute 
Entfernung  d: 

d'  =  (a,  -  a,y  +  (h,  -  h,Y  +  (e,  -  c.)"^ 
oder  nach  §  33,  (18): 
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Andererseits  ist  aber  nach  dem  Kosinussatz: 


(p  =  OP^-  +  OP^^  -2.0P^.  OP,  .  cos^  =  2  -  2cos'^. 

Durch  Vergleichung   beider  Gleichungen   ergibt  sich  für  den  Kosinus 
des   Whikels  ziveier  Geraden  von   den  PichtungsTiosinus  a^,  h^,  q  und 

^*2  7    "2  >    ^2  "    J  • 

(1 )  cos^  =  a^ffo  +  Kh  +  ^'i<^2- 

Danach  ist  weiter: 

sin-0-  =  1  —  (%«2  +  &1&2  +  <^i^2)^ 


^2 


=  («r'  +  K-  +  f'i'^  («2'  +  h'  +  C2-)  -  (a,a,  +  ?>i ?>,  +  c,c,] 

=  (^1  ^2  —  ^^2  <^l!)^  +   (''l  «2  ~  <^2  «0^  +  </')  ^2  —  ^'2  ^^l)^ 

also  da  d-  nach  §  32,  (2)  zwischen  0  und  ^  liegen  soll: 

(2)  sin  &  =  1/(V'2^^7^2  ^  (qrt^  -e._,a^)2  +  (a^h,  -a,h^'. 

Wenn  die  eine  der  beiden  gegebenen  Geraden  ihre  Pfeilspitze  wechselt, 
ändert  (vgl.  §  33,  3)  cos-O-  sein  Vorzeichen  (vgl.  §  13,  1 ). 

2.  Senkrechte  und  parallele  Gerade.    Nach  (1)  ist  der  Winkel  0- 
spitz  oder  stumpf,  je  nachdem: 

(3)  «^«2  +  ^1^2  +  ^1^2  >  ö       ^^^^'    <  *^i 

ist  ferner  O-  =  '    ,  wenn: 


o  7 


(4)  a^(L2  +  \b.2  +  c^c.2  =  0. 

Die  beiden   Geraden  sind  in  diesem  Falle  senkrecld  zueinander. 

Nach  (2)  ist  0-  =  0  oder  tc,  wenn: 
(o)  a,j  :  h^  :  q  =  r^,  :  ?>«  :  6*2 . 

Daß   in   diesem   Falle    die    beiden   Geraden   gleichsinnig   oder   ungleich- 
sinnig parallel  sind,  geht  schon  aus  §  33,  8  hervor  (vgl.  §  13,  2). 

3.  Teilung  des  "Winkels  zweier  Geraden.  In 
der  Ebene  zweier  sieb  schneidenden  gerichteten 
^/  Geraden  p^  und  p.2  bilden  die  von  zwei  gleich- 
namigen Schenkeln  begrenzten  (in  Fig.  204  scliraf- 
fiei'ten)  Felder  die  innere,  die  von  zwei  ungleich- 
namigen Schenkeln  begrenzten  Felder  die  äußere 
Winl-elfläclie  (vgl.  §  4,  1).  Es  gibt  nun  eine  be- 
stimmte ungerichtete  Gerade  p,  die  den  Winkel 
der  beiden  gerichteten  Geraden  p^  und  p^  in  be- 
Fig.  204.  stimmtem  Sinusverhältnis  teilt,  so  daß: 
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(6) 


sin  p^p 

sin  p.2  p 


=  l. 


Dabei  ist  l  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  p  der  äußern  oder  innern 
Winkelfläche  angehört  {§  4,  2).  Wir  lassen  jetzt  die  beiden  Geraden  p^^ 


und  p.2,  wie  in  §  35, 1,  von  0  ausgehen 
(Fig.  205)  und  tragen  wie  dort  auf  ihren 
positiven  Schenkeln  in  der  Entfernung 
1  von  0  die  Punkte  P^  und  P,  ab, 
deren  Koordinaten  mit  den  Richtungs- 
kosinus  von  p^  und  p.^  identisch  sind. 
Ist  dann  P  der  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden p  mit  der  Verbindungslinie  der 
Punkte  Pi  und  Pg,  so  ist,  nach  §  5,  (1) 
mit  «j  =  cco,  neben  (6)  auch: 

(V)  1^1  =A. 

Der  Punkt  P  hat  daher  uach  §  34,  (12)  die  Koordinaten: 


pJ^sh^'z^ 


p  (ILVW) 


X  =  - 


la. 


y  = 


iK 


f.c. 


1  — ;.  '    ^        1  — A'  i  —  i 

Sind  nun  u,  v,  ic  die  Richtungskosinus  und  r  die  absolute  Länge  des 
Leitstrahles  OP,  so   i.st   nach   §  33,  (15)   und  (18)  und  §  35,  (1)  mit 

o  _  /«,  —  /.rt,\-        /&!  —  Xh^\^        /c,  —  Xc^\^  _  1  +  ''•^  —  2Acos'9- 


«1   l  «2 


V  = 


(1 


IV  = 


I)r '      "        (1 

w  zuo-leich  die  Richtuncfskoisinus 


{1  —  X)r' 

Da  aber  u^  v,  iv  oder  ~  u,  —  r 

von  p  sind  (vgl.  §  33,  3),  so  ergibt  sich  (Fig.  205): 

Die  BicJäungslosinus  derjenigen  ungericläeteu  Geraden,  die  den 
Winkel  d-  ziveier  gerichteten  Geraden  a^,  h^,  c^  und  a.^,  h^,  c^  im  Siiins- 
verhältnis  A  teilt,  sind: 

Xa.,  b,  —  l  b^  c,  —  Xc. 

I  IV  -^ .       f  = 

(8) 


tr 


Q  =yi  —  22co8Ö--f  AI 

Die  Quadratwurzel  bleibt  im  Vorzeichen  unbestimmt  (vgl.  §  13,  5). 

4.  Die  Halbierungslinien  eines  "Winkels.  Den  Werten  A  =  —  1 
und  A  =  +  1  ents[)rechen  die  innere  //^  und  äußere  Halhierungslinie 
h.j,  des  Winkels  p^p^-  Für  die  Richtungskosinus  derselben  folgt  da- 
her aus  (8),  wie  i^  13,  (>: 
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(9) 


u.->  = 


§  36,  1—2. 

Q        ' 

«1  —  «ä 
Q        ' 

C,  +Co 


,     p  =  +  2  cos  ^^ , 


§  36.    Die  Koordinaten  eines  Dreiecks  im  Räume. 

1.  Polarkoordinaten  einer  Dreiecksfiäche.  Drei  Punkte  Ä,  B^  C 
des  Raumes,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen  (Fig.  206),  bestimmen 
ein  DreiecJi.  Dieses  hat  einen  bestimmten  absolut  gerechneten  Flächen- 
inhalt: 

(1)  zj  =  Tbc. 

Es  macht  ferner  die  Ebene,  in  der  es  liegt,  zu  einer  gerichteten 
Ebene  (§  32,  2),  indem  es  durch  die  Reihenfolge  der  Ecken  A,  B,  C 
einen  Drehungssinn  bestimmt  ( §  15,  1 ).  Diejenige  Seite  der  Ebene, 
Ton   der    aus   dieses   Drehungssinn   positiv   erscheint,   gilt   als  positive 

in 
rv<ahc} 


Fig.  206. 


Fig.  207 


Seite  des  Dreiecks,  bezüglich  der  Ebene.  Die  nach  dieser  Seite  laufende 
Normale  n  ist  die  positive  Normale  des  Dreiecks,  beziiglich  der  Ebene. 

Wir  nennen  den  absoluten  Flächcniidialt  A  und  die  Bicldungs- 
kosinus  a,b,  c  der  positiven  Normale  die  Polarkoordinaten  des  Dreiecks.^^) 

2.  Die  Orthogonalprojektion  des  Dreiecks.  Die  orthogonalen 
Projektionen  Ä\  B',  C  der  Ecken  des  Dreiecks  ABC  auf  eine  Ebene  E 
bestimmen  dir  orthogonale  Projektion  A' B'("  des  Dreiecks  (Fig.  207  ). 
Auch  diese  hat  im  Sinne  von  §  36,  1  ihre  positive  Seite,  von  der  aus 
die  der  Reihenfolge  der  Ecken  Ä,  B',  C  entsprechende  Drehung  (a  in 
Fig.  207)  positiv  erscheint. 

Ist  nun  aber  für  die  Ebene  E  selbst  unabhängig  von  dem  Dreieck 
ihr  Drehuugssinn  [ß  in  Fig.  207),  beziehungsweise  ihre  positive  Nor- 
male ni  angegeben,  so  stimmt  die  positive  Seite  der  Projektion  A' B'C 
mit  der  positiven  Seite  der  gerichteten  Ebene  entweder  ülierein  (wie 
in  Fig.  207)   oder  nicht.     Im  ersten  Falle   soll    der  FlächcninJialt   der 
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Projektion,  den  wir  mit: 

(2)  ^E  =  A'B'C' 
bezeichnen,  als  positiv,  im  zweiten  als  negativ  gelten. 

In  diesem  Sinne  ist  der  Fläclieninltalt  der  Projeliion  Ä'B'C 
eines  Dreiechs  ABC,  dessen  positive  Normale  n  ist,  auf  eine  gericldete 
Ebene  mit  der  positiven  Normale  wfvgl.  §34,  (5)): 

(3)  ÄB'C  =  ABC  -co5mn. 

3.  Gemeine  Koordinaten  des  Dreiecks.  Die  Koordinatenebenen 
sind  gerichtete  Ebenen  (vgl.  §  32,  8);  daher  .sind  die  Projektionen 
-^yzj  ^zxy  ^xy  ^^^^^  Dreiecks  P^P^P., 
auf  sie  ^Fig.  208)  im  Sinne  von  §  36,  2 
aufzufassen. 

Wir  nennen  diese  Projektionen 
die  gemeinen  Koordinaten  des  Dreiecks 
(vgl.  §  34.  2  ). 

4.  Bezieliiing  zwischen  ge- 
meinen und  Polarkoordinaten.  Aus 
(31  folgt  daher: 

Zfcisclirn    den   gemeinen   Koordi- 


J^iy, 


■^zUz 


naten   z/.. 


^:x,    ^. 


und  den   Polar- 


Fig.  L'08. 


koordinaten  z/,  a.  h,  c  v§  36,  1)  eines  Dreiecks  hestehen  die  Beziehungen: 
(4)  z/,,,  =  z/a,     zJ.^  =  zJh,     z/^,^  =  z/c 

und  umgekehrt: 

(5)  z/  =  y'Z?+^j-f^4.   «  =  4-    ^  =  ^^    '=^j'- 

Die    gemeinen    Koordinaten    bestimmen    also    eindeutig    die    absolute 
Größe  und  die  Richtung  der  positiven  Normale  des  Dreiecks. 

5.  Darstellung  der  Koordinaten  des  Dreiecks  durcti  die 
Koordinaten  der  Eckpunkte.  Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  Pj , 
Po.  P3  des  Dreiecks  seien  j:\,  y^,  z^\  x=,,  y.2,  s^\  ^z^Vz^^z-  Die  Eck- 
punkte der  Projektion  z/^,^  (Fig.  208)  in  bezug  auf  das  ebene  System 
Oxy  sind  nach  §31,4  x^,y^\  ^2^  Vi'i  ^37  Vz-  Entsprechendes  gilt  für 
z/,,..  und  z/,^.     Daher  ist  nach  §  15,  (6): 


(6)    2z/,,, 


!h 

~i 

1 

V2 

~2 

1 

Vz 

~3 

1 

'2zJ._ 


x^ 

1 

^1 

Vi 

1 

Xo 

1 

2//    = 

iC2 

y-2 

1 

X., 

1 

:^.s 

ih 

1 

Mittels  (5)  sind  danach  auch  die  Polarkoordinaten  des  Dreiecks  durch 
die  Koordinaten  der  Eckpunkte  ausgedrückt  (vgl.  §  34,  (Tj). 
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§  37.    Die  Transformation  der  Koordinaten. 

1.  Übergang  von  einem  Koordinatensystem  zu  einem  parallelen. 

Es  sei  (Fig.  209)  Oxyz  das  ursprüngliche  Koordinatensystem  und 
0' X  y  z  ein  neues  Koordinatensystem,  dessen  Achsen  x ^  y,  z  be- 
züglich mit  den  Achsen  x,  y,  z  parallel  und  gleichgerichtet  sind,  und 
dessen  Anfangspunkt  0'  in  bezug  auf  Oxyz  die  Koordinaten  x^^^ 
//q,  Zf^  hat.     Alsdann  ist  zunächst: 

^,-oo;,   y,  =  oo;,  z,=  oo:, 

wo  OJ,  OJ,  0'  die  Projektionen  von  0'  auf  die  Achsen  x,  y,  z  sind 
(vgl.  §  31,  2),  und  ferner  für  die  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  P  in  bezug  auf  die  beiden  Koordinatensysteme  (vgl.  §  14,  1 ): 
x=OP_,,  y=OP^,  z=OP^, 
x'=0'P^.,  y'=0'P^.,  z'=0'P„ 
wo  die  Projektionen  P,.,  P„,  P.  und  P^,,  P,^,,  P..  des  Punktes  P  auf 
je    zwei   gleichnamige    parallele   Achsen    durch    dieselbe    projizierende 


Ebene   ausgeschnitten   werden.     Es   besteht  nun  zwischen   den    der  x- 
und  jc'- Achse  angehörigen  Strecken  (Fig.  209)  die  Beziehung: 

OP^==00;+OJP^=00:-\-0'P,.     oder     x  =  x,-\-x', 
und  ebenso  für  die  anderen  Achsen. 

Zivischen  den  Koordinaten  x,  y,  z  und  x,  y,  z   eines  und  desselben 
Punktes  P   in   hezug  auf  zuei  parallele  Systeme,  ein  altes  Oxyz   und 
ein  neues  0' x  y  z    bestehen  die  Formeln: 
(1)  x^  Xq  +  x,     y  =  //o  +  y',     z  =  £„  +  z, 

wo   Xq,  //o,  Zq    die    Koordinaten    des    neuen    Anfang spunldes    im    alten 
System  sind.^^) 

Dieser  Satz  gilt  mit   gleicher  Ableitung  auch    für  zwei    parallele 
seliieficinMige  Systeme. 
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'2.  Übergang  von  einem  recht"winkligen  zu  einem  konzen- 
trischen schiefwinkligen  System.  Es  sei  (Tig.  2l0j  Oxi/z  das 
ursprüngliche  rechtwinklige  Koordinatensystem.  Die  von  0  aus- 
gehenden Achsen  eines  schiefwinkligen  Systems  O^i]^  sollen  durch 
ihre  Richtuugskosinus  a^,h^,  q ;  a.^,  h^,  r,  und  o.^,h.^,c^  gegeben  sein 
(vgl.  §  14,  2 1.  ^ ^ 

Alsdann  sind  zunächst  (vgl.  Fig.  210)  die  schiefwinkligen  Koordi- 
naten ^,  1],  ^  eines  Punktes  P  nach  §  31,  8: 

Zugleich  haben  die  Strecken  OP-,  OP,=P.P^,.,  OP-=P^,P 
(vgl.  §  31,  3))  in  bezug  auf  das  alte  System  Oxyz  im  Sinne  von 
§  34,  6  die  Polarkoordinaten: 

t,,  a^,  0^,  q,      i],  a.2,  0.2,  C.2,      l,  «3,  63,  t'g, 
also  nach  §  34,  (^6)  die  gemeinen  Koordinaten: 

«J?  \l-  «^ib,      «2'^.-  hn>  C-2V,      «3^>  hi}  ^3S- 
Da    andererseits    die    Strecke    PO  nach    §  34,  (4)   die  gemeinen 
Koordinaten:    — x,  — //,  —z  hat  und  die  vier  Strecken    OP^,  P^P-^, 
Pt„P,   PO    ein   geschlossenes  Polygon   bilden,   so  ist  nach   §  34  (9): 

Zum  Übergang  von  einem  recldivinhligen  Systetn  Oxyz  zu  einem 
schiefuinldigen  System  0|i;£;,  dessen  Achsen  in  hezug  auf  jenes  die 
BicJdungshjsinus  a^,  \,  q;  a^,  h^,  e^\  'a^,  \,  c.^  haben,  dienen  die 
Formeln  ^^)  ; 

U  =  Ci^  +  c^_r,  +c.^l. 
Ist  nun: 

«1       «2       «3 

(3)  I)=    b^      b,      63 

I  ^'1      ^2      ^3 
die  Determinante  der  Richfungskosinus    der  schiefirinhligen  Achsen   ^. 
7;,  t,  gegen  das  rechtivinldige  System  Oxyz  und  sind:  ' 

i  A^  =  b.2C.^  -  b^c^,     A^_=\Cj^  —  \c.^,     A^  =  b^c^  -  h^c^, 

(4)  ,  B^  =  c.2 «3  —  C3 a.2 ,     B^  =  C3 flf^  —  Cy «3 ,     B^  =  c^a^—  c^ a^ , 
I  (\  =a^b^  —  a^ b.2 ,     C\  =  «3 b^  —  a^ b.^,     C.^  =  a^ b.,  —  a^ ^\ 

die  Unterdeterminanten  von  I),  so  folgt  durch  Auflösung  (Anm.  2,  II,  1) 
der  Gleichungen  (2): 
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§  .-n,  3. 


(5)  j  J)r,^Ä,x^B,y  +  C,z, 

Damit  sind  die  neuen  Koordinaten  |,  ?;,  t,   durch  die  alten  x,  y,  z  dar- 
gestellt (vgl.  §  14,  (4)). 

*3.    Der  Wert   der   Determinante    der    neun   Riehtvingskosinus. 
Bezeichnen  wir  mit: 

(6j  a  ==  cos t;^,     &  =  cos  ^|,      c  =  cos  \^ 

die    Kosinus    der  Winkel   der   schiefwinkligen   Achsen    gegeneinander, 
so  daß  nach  §  35,  (Ij: 

{  «  =  a,^a.^  +  W  +  ^2^3, 

(7)  &    =^3«l  +  h\  +  ^3^1 ; 

[  C  =  r^jrt,  +  ?>i52  +  qc2, 

so    ist   nach   dem  Multiplikationstheorem  der  Determinanten  (Anm.  1, 
V,  2)  mit  Rücksicht  auf  §  33,  (18): 

«1  ^  +  öl "  +  Ci ^         «1  «2  +  ^1  ^2  +  ^1  «^'2        "l  ^'3+^1  ^3  +  '\  ('s 


«3  «1+  \  \  +  Cg  Ci        «3  «2  +  ^3  ^2+  ^3  ^2         «3^  +  ^3^  +  ^a''' 


1 

c 

&' 

= 

c 

1 

a 

^ 

a 

1 

oder: 

('S) 


D  =  sVl  -  a^ -  ¥-  c^  +  2ahc,     £  =  ±1. 

Die  Determinante  D  hängt  also  ihrem  absoluten  Werte  nach  nicht 
mehr  von  den  Richtungskosinus  a^,  h^,  q;  a^,  h.^,  c.^-^  a.^,  h.^,  Cg,  sondern 
nur  von  den  Winkeln  der  Achsen  |.  ij,  t,  untereinander  ab  (vgl,  (.6)). 
iSie  ändert  somit  ihren  absoluten  Wert  hei  einer  Drehung  des  starr 
gedachten   Systems  0^1]^    (der  „Eche    O^rit,'')   mn   den   Punld  0  nicht 

und  kann  daher  bei  einer  solchen  auch  ihr 
Vorzeichen  nicht  ändern.    Man  kann  dieses 
folglich  aus  einer  speziellen  Lage  bestimmen. 
Legt    man    zu    dem    Ende    das    starre 
"a?    System  Oi,7]t,  so,  daß  die  positive  ^- Achse 
in  die  positive  a;- Achse  fällt,   also  «j  =  1, 
/>^  =  0,  Cj  =  0  wird,  so  kann  es  sich  nun- 
mehr noch   um   die  ./'-Achse  drehen.     Bei 
einer  vollen  Drehung  um  die  .r- Achse  kommt 
die  7; -Achse,   die   einen  Rotationskegel  be- 
schreibt, zweimal  in  die  a;//- Ebene  zu  liegen  (als  ?/  oder  7;*  in  Fig.  211), 
wobei  c.)  =  0  wird.    In  einer  dieser  Lagen  bildet  sie  mit  der  y- Achse 
einen  spitzen  Winkel  (/>.,  >  <>),  in  der  andern  einen  stumpfen  (h^KO). 


Fig.  211. 
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Wir  legen  sie  in  die  erstere  Lage,  wodurch  die  a-y-Ebene  und  |ry -Ebene 
gleichen  Drehnngssinn  (Fig.  211),  also  gleiche  positive  Seiten  (vgl. 
§  32,  2)  erhalten.  Mit  den  Werten  ('i  =  1,  h^  =0,  q  =  0;  c,  =  0 
wird  nun  nach  (3)  B  =  \c.^,  hat  also  wegen  6o  >  0  das  Vorzeichen  von 
fg.  Je  nachdem  daher  der  Winkel  st,  spitz  oder  stumpf  ist,  d.  h.  die 
z-  und  ^- Achse  auf  gleicher  oder  auf  ungleichen  Seiten  der  vereinigten 
xij-  und  ^Tj-Ebene  liegen,  ist  D  >  U  oder  <  0,  d.  h.  nach  §32,8: 

Je  nachdem  die  beiden  Koordinatensysteme,  das  rechtwinklige 
Oxijz  und  das  schiefwinklige  0^>^g,  gleich  oder  ungleich  orientiert 
sind,  ist  die  Determinante  D  positiv  oder  negativ,  ist  also  in  (8) 
£  =  +  1   oder  £  =  —  1. 

Bei  positiv  orientiertem  System  Oxyz  ist  daher  nach  §  32,  (9) 
D  der  Sinus  der  Ecke  t,rit,: 

Die  Determinante  der  neun  RichtungsJcosini(S  der  drei  (gerichteten) 
Kanten  ^,  tj,  ^  einer  EcJie  (Fig.  212)  in  hezug  auf  ein  (positiv  orien- 
tiertes) recldivinldiges  Koordinatensgstem   Oxyz  ist: 

('i     ^1      ^\ 


(9) 


D  =    «2     h.,      c.^    =  shi^rjt, 
a.,     Ih      c.. 


(vgl.  §  14,  (3)\ 

4.     Übergang    von    einem    reclitwinkligen    zu    einem    konzen- 
trischen rechtwinkligen  System.'''')    Ist  das  neue  System  0^>;^  ebenso 


L:raAc^) 


^tUijKc^f 


}](a,h,c^) 


^y 


wie    das    alte    rechtwinklig    fFig.  213),    so    werden    die  Kosinus   (G): 
((  =  0,    &  =  0,    c  =  0    und    damit    (vgl.  §  32,  i^ll  )    die  Determinante 
der  neun  Richtungskosinus: 
(10)  J)  =  +  l     oder     -1, 

je   nachdem    das    neue    System    positiv    (wie    das    altej    oder    negativ 
orientiert  ist.^') 

Die  Gleielamgen  (2)  gelten  auch  jetzt  noch,  aber  ihren  Auflösungen  (5) 
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kann  man  eine  einfachere  Form  geben.  Durch  Multiplikation  der 
drei  Gleichungen  (2)  bezüglich  mit  a^,  h^,  q  oder  «g»  ^2?  ^'2  '^^^^ 
^S9  ^3'  ^3  ^^^  Addition  folgt  nämlich  mit  Hinblick  auf  (7),  wo  jetzt 
a=  0,   5  =  0,  c  =  0,    und  §  33,  (18): 

(11)  \v="2^  +  \y  +  (^-2^, 

I  ^  =  CL^x  +  63?/  +  fg^- 
Die  Vergleichung  dieser  Formeln  (11)  mit  den  Formeln  (5)  gibt 
für   Z>  =  +  1   für  die  Uuterdeterminanten  (4) : 


A 


A2  —  C1.2,    A^ 


(12: 


■'J-' 


^(^3h'^3> 


/Q^jc^ij^ 


Fig.  2U. 


5.     Übergang    von    einem    rechtwinkligen    zu     einem    nicht- 
konzentrischen    schiefwinkligen    System.       Sei    in    bezug     auf    ein 
,;|^  ursprüngliches  rechtwinkliges  System 

Oxyz  ein  neues  schiefwinkliges  System 
^i,rit,  durch  die  Koordinaten  x^,  y^,  2q 
seines  Anfangspunktes  £1  und  die  Rich- 
tungskosinus flj,  h^,  c^;  a.2,  bo,  c.^  und 
«3,  &3,  C3  seiner  Achsen  ^,  rj,  t,  ge- 
geben. Man  lasse  dann  von  5i 
(Fig.  214)  ein  drittes  mit  Oxyz  pa- 
ralleles System  iix' y'/  ausgehen  und 
bezeichne  mit  x,  y,  z\  |,  i],  t,\  x, 
y,  z  die  Koordinaten  eines  Punktes 
P  mit  l)ezug  auf  die  drei  Systeme.     Dann  ist  nnch  (1): 

x  =  x^^  x,      y  =  yQ  +  y'.      z  =  z^  +  z 
und,  da  die  Richtungskosiuus  der  Achsen   |.  1],  t,  gegen  Slx' y' z'  die- 
selben sind,  wie  gegen  Oxyz  (vgl.  §32,  1),  nach  (2): 

rc'  =  flj  -H  OTgi;  +  «3^,  y'  =  h^^  -\-  h.,1]  +  1,.^^,  /  =q^  +  CgT?  -f  C3^ 

Zwischen  x,  y,  z  und  ^,  i],  t,  bestehen  daher  die  Formeln: 

I  X  =  Xq  -f  «1 1  +  «2??  -i-  a.t,, 
(13)  \y=lk  +  h'^-Vh^i  +  ft3b< 

und  umgekehrt  wie  in  §  37,  2: 

(  Di  =  A,{x-x^)  -i-  B^{y-y^)  +  (\{^z-z^), 


(14) 


Di]=A^X^-  Xq)  +  B.,  (y  -  y^)  +  C^  (z  -  z^), 
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Mit  x=0,  ij  =  0,  5'=0  erhält  man  aus  (14)  iür  die  Koordinaten 
^0?  ''/O'  ^0  ^^^  alten  Anfangspunktes   0  im  neuen  System: 

(15)  Drjo  =  -  Ä,x^  -  B,i/^  -  C,z^, 

Damit    aber    kann    man    die    Formeln    (14)    in    die    einfachere   Form 
bringen  (vgl.  §  14,  (14)): 

I  Di  =  i)|o  +  Ä,x  +  B,y  +  C\z, 

(16)  ^.Dri==I)',]Q+Ä^x  +  B,y-\-C.,z. 

I  Bl  =  Dt,  +  A,x  +  B,ii-V(\z. 

6.    Übergang  von  einem  rechtwinkligen  Systena  zu  einem  be- 
liebigen neuen  rechtwinkligen  System.     Ist  das  System  ^^rit,  recht- 


'/(t'Acj 


^y(\\V 


Fig.  21.5. 


Fiff.  216. 


(a^,c,) 


winklig  und  positiv  orientiert  wie  Oxys,  so  gelten  die  Formeln  (13) 
unverändert,^'^)    und  aus  (14)  wird  mit  Rücksicht  auf  (10)  und  (12): 

j  ^  =  «1  (x'  -  Xo)  +  \  {y  -  </o )  +  Cj  (z  -  .?o ) , 

(17)  li]=a.2(x  —  Xq)  +  h  (y  ~  1/3)  +  ^2  (~  —  *o) ' 
I  t  =  a^(x  —  Äo)  +  h,, (//  —  ?/o)  +  c^{z  —  ^0) 

oder  mit  den  neuen  Koordinaten  des  alten  Anfangspunktes  (Fig.  215): 

(18)  No  =  -  f'2^'0  -  ^^2^0  -  ^2^0? 
l   bO  ^^  '^S'^O  'hUo  ^3^0 

einfacher  und  mit  (13)  gleichförmig  (vgl.  §  14,  (18)): 
I  ^  =  bo  +  ^r^  +  \!/  +  Ci^, 

(19)  \v=^o+  «2-^'  +  hy  +  C.2Z, 

Staude,  analyt.  Geometrie.  12 
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7.  Übergang  von  einem  schiefwinkligen  zu  einem  konzen- 
trischen schiefwinkligen  System.  Zwei  konzentrische  schiefwinklige 
Systeme  Oi,i]t,  und  0^'r/t,'  beziehen  wir  zunächst  (Fig.  216)  auf  ein. 
konzentrisches  rechtwinkliges  Oxyz.  In  bezug  auf  dieses  haben  die 
Achsen  H,  >;,  ^  die  Richtungskosinus  <^'i,?^i,Cj;  f/2;^2  7^2i  ^zj^zi^:.  ^^^ 
i',rj',  t,'  die  Richtungskosinus  a^,  \',  c/;  «o',  b^\  Cg';  a..',  h.^',  c^'.  Dann 
ist"  nach  (5)  und  (2): 

D^  =  Ä^x  +  B^y  +  C\2,         X  =  a^i'.+  (u  r[  +  a.^l', 
Di]  =  Ä^x  +  lUj  +  C^z,         y  =  h;i'  +  IhYi   +  \'l', 
Dt,  =  Ä,x  +  B,y  +  C's^,         i^  =  ql'  +  r-,'7j'  +  tVe'. 
Die  Elimination  von  x,  y,  z  ergibt  hieraus  zunächst  für  ^: 

D^  =  U.a;  +  B^h^  +  Qq')  1'  +  (^«2'  +  ^^2'  +  <^\c,'j  i] 

Da  aber  nach  (4)  und  (9): 

«1'     'a'     <'i  j 

«3         ^3         '3 

so     ergibt     sich     schließlich     unabhängig     von     dem     rechtwinkligen 
System    Oxyz: 

ZiviscJten  den  Koordinaten  i,,  ri,  t,  und  ^',  7/,  t,'  in  bezug  auf  zwei 
lonzentrische  schiefwinMige  Koordinatensysteme  bestellen  die  Gleiclninffen: 

(  sin^fy^-  ^  =  sin^'jj^-  |'  +  sinr/'/;^-  »/  +  sin^')^'^-  ^', 

(20)  sin^i;^  •  ?;=  sin§g'^  ■  ^'  +  sin^r/t,  ■  >/  +  sin^^'^  •  ^'. 

(  sin|jj^-  ^  =  sin  §};!'•  ^'  +  sing);?/  •  tj'  +  singj;^'-  ^', 

tvo    die    Koeffizienten,    die    Sinus    der    bezüglichen    Ecken    sind    ( vgl. 
§  14,  (19)). 

§  38.     Die  Eulerschen  Winkel. 

1.  Die  Knotenlinie  und  die  Knotenpunkte  zweier  rechtwink- 
ligen Koordinatensysteme  (Kryz  und  O^rit,.  Es  seien  Oxyz  und 
O^Yll  (Fig.  217)  zwei  konzentrische  positiv  orientierte  rechtwinklige 
Koordinatensysteme.  Die  a//- Ebene  sei  horizontal  gestellt,  die  positive 
^-Achse  nach  oben  gerichtet.  Wir  markieren  den  positiven  Drehungs- 
sinn der  xy-  und  g)y -Ebene  je  auf  einem  Kreise,  der  in  der  Ebene 
mit  dem  Radius   1   um   0  beschrieben  ist. 

Die  beiden  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden  /.•,  welche 
die    Knotenlinie    der    beiden   Systeme    heißt.     Ihre    Schnittpunkte   Xg 
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und  X^  mit  dem  Einheitskreis  werden  als  aufsteigender  und  absteigender 
Knofenpiinlt  unterschieden,  da  in  dem  einen,  Xg,  der  Einheitskreis 
der  t,r,-Ehene  seinem  positiven  Drehungssinne  nach  von  der  negativen 
(unteren)  Seite  der  .r //-Ebene  auf  die  positive  (obere)  hinaufsteigt, 
im  andern,  X^,  aber  ebenso  hinabsteigt.  Die  Richtung  von  X^  nach  X.^ 
betrachten  wir  als  pasitice  Bichtnng  der  KnotenJinic. 

2.  Einführung  eines  Hilfssystems  O^')/^.  Wir  führen  in  der 
1»; -Ebene  ein  neues  ebenes  Koordinatensystem  O^'rf  ein,  dessen  positive 
^'-Achse  iFig.  218)  in  die  positive  Knotenlinie  fällt  und  dessen  positive 

~f     f'i    jri'(cL"h"c") 


I'iK.  5;17. 


?y'- Achse  senkrecht  zur  Knotenlinie  und  oberhalb  der  x//- Ebene  ge- 
legen ist,  also  mit  der  positiven  ^-Achse  einen  spitzen  Winkel  bildet. 
Das  Achsensystem  0^'»/'  ist  dann  mit  OS,ri  gleich  orientiert;  auch 
0|'?/^  ist  ebenso  wie   Oti]^  positiv  orientiert. 


3.    Bestimmung  des  Richtungskosinus   der  Achsen 


V 


Die 


Richtuugskosinus  der  ^- Achse  in  bezug  auf  Oxyz  seien  «3,  b^,  Cg; 
diejenigen  der  Achsen  ^'  und  ?j'  aber  «',  b',  c  und  a",  b",  c".  Die 
^'- Achse  («',  &',  c)  steht  als  Knotenlinie  auf  der  5^- Achse  (0,  0,  1) 
und  der  ^- Achse  (^3,  b^,  c^]  senkrecht,  so  daß  nach  §35,  (4): 

c  =0,       «3  a  +  &3  ?/  =  0 ;  «'-  +  &'2  +  c'2  =  1 , 

und  daher  mit  noch  zu  bestimmendem  £  =  +  1: 


YaZ+b, 


b'  = 


Vas--\-bs 


0. 


Die  Achse  r/  («",  b",  e")  ist  zur  Knotenlinie   (a,  b',  c)  und  zur 
£;- Achse  («3,  &3,  C3)  senkrecht,  also  ist  nach  §  35,  (4): 

—  ^^3  a"  +  «3  &"  =  0,      «3  a"  -f  63  b"  +  63  c"  =  0 ;      a"^  -f  ?^  "^  +  '- "^  =  1  > 
woraus  sich  mit   ö  =  +  1    ergibt : 


a   = 


Sa,  Co 


V<+\'' 


//'  = 


SboCo 


Ya/^b/' 


c"=dVao^-\-b.\ 
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Nun  ist  aber,  da  )/  mit  s  einen  spitzen  Winkel  bilden  soll,  c">0, 
also  ö  =  1.  Da  ferner  0^'tft,  positiv  orientiert  sein  soll,  ist  nach 
§37,(10): 


a      h'      c  I 
a"     h"     c" 

«3  Og  Cg 


ag*  +  />s 


Ih 


0 


i         «3  ^'3  ^3 

-Ji,     «3     0  : 
0        0      1  '  =  f  =  1  (Anm.  1,  lY,  4) 

«3  ^3       ^3 


Demnach  drücken  sich,  indem  noch  f/3^  +  ?>3"=  1  —  ^3"  gesetzt  wird, 
die  PiirJitintgsl-osinns  der  Aclisen  |'  und  i]  durch  die  von  t,  ivie 
folgt  aus: 

(1)  a'^-^^=,       h'=       —^^~,       0=0. 


v^> 


(2) 


0    = 


V^ 


h"=- 


6,  c. 


VT 


=yf 


r,^ 


4.   Darstellung  der  Richtungskosinus  der  Achsen  ^',  >/,  ^  durch 
zwei  Parameter.     Sind  jetzt  (Fig.  219): 

(3)  X  =  -tr        fp  =  ^l' 

der  absolute  konkave  Winkel  der  ^-  gegen  die  ^'- Achse  (§  33,  2)  und 
qp  der  Richtungswinkel  von  S'  in  dem  ebenen  Koordinatensystem  Oxij 


„      .jj       rj'(a"b"c") 


•ht'b'c') 


Fig.  2-20. 


(§  11,  (1)),  so  ist,   da  a,  h'   zugleich  die  Richtungskosinus  von  ^'   in 
diesem  sind  (§  11,  (11)): 

(4)       ^3=008;!;,       V  \  —  c^^  =  fiin. x\       rt'=cosqp,       h'=%\n(f. 

Die  Kombination   der   Gleichungen  (1),   (2)   und   (4)  ergibt  aber 
unter  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  nach  ^3,  h^: 
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Ia    =  cos  (f,  ¥  =  sin  (p,  c   =  0, 

a"  =  —  sinq)  -  cosx,       ?>"  =  cos  90  •  cos;ij,  r"=sinx, 

«3  =  sin  (5p  •  sin  %,  ^3  =  ~  cos  g?  •  sin  x,      C3  =  cos  ;|j. 

Die  neun  Bichhinr/skosinus  des  Systems  0^'rj'^  sind  damit  durch 
die  heiden  Winkel  cp  und  x  dargestellt. 

5.  Kcordinatentransforniation  von  Oxyz  auf  O^'f/^  und  von 
Oi,'r{t,  auf  0|)|s.  Xacli  §  37,  (2j  bestehen  zwischen  den  Koordi- 
naten X,  y,  z  und  %' .  ?;',  %'  eines  Punktes  P  in  bezug  auf  die  beiden 
Systeme   Oxyz  und   Oh,'}/';  die  Beziehungen: 

I  ./■  =  rt'|'+  «"r/'  +  ttg^', 

(6)  i/  =  ?/r  +  &"V  +  &3e', 

Ist  ferner  (Fig.  220)  i.'  der  Richtungswinkel  der  Achse  |  in  dem 
ebenen  System  Oh,'ri'  (vgl.  §  11,  (1)),  so  bestehen  zwischen  di-n  Koordi- 
naten ^',  rj',  t,'  und  I,  ?;,  ^  des  Punktes  P  in  bezug  auf  die  beiden 
Systeme  Ol' ril  und  Oiti^  (§38,  2;  1)  die  Gleichungen  (vgl.  §14,  (90: 
il'  =  l  cosi^'  —  y]  sinj^', 

(7)  \r,'  =  1  sinj^'  +  »i  cos  7^, 

^'  ^ 


Die  Kombination  der  Gleichungen  (6)  und  (7)  gibt: 

j  X  =  («'  cos  i/.'  +  a"  sin  1^)  |  +  ( —  a'  sin  t'  +  «"  cos !/;)?;  +  a^t,, 
(^)        .'/  =  (^'  cos  i/.'  -f  ?^"  sin  t/;)  ^  +  (—  ?/  sin  i^-  -f-  h"  cos  t^)  ??  +  ?>3S, 
I  ^  =  ic'  cos  IL'  —  c"  sin  i^O  ^  -f-  (' —  f'  sin  j^'  —  r"  cos  4.')  i]  —  c^t,. 
(}.    Darstellung   der   neun  Richtungskosinus   durch,  drei  Para- 
meter.   A  ergleicht  man  diese  Formeln,  die  zwischen  den  Koordinaten 
X,  y,  z  und  |,  iq,  ^  eines  Punktes  P  mit  bezug  auf  die  Systeme  Oxyz 
und  0|?/^  bestehen,  mit  den  gleichbedeutenden  Formeln  §  37,  (2),  so 
ergibt  sich  unter  Benutzung  von  (5): 

Sind  Oxyz  und  Oli]t,  zwei  positiv  orientierte  rechtivinMige  Koordi- 
natensysteme, so  drüclien  sielt  die  neun  liicJdunyslvsinus  ö^/>jq,  a^h.^r.-,, 
«3^363  der  Achsen  |,  tj,  t,  gegen  das  System    Oxyz  durch  drei  unnh- 
liängige  WinJcel  (f,  t,  x  in  folgender  Weise  aus:^^) 
öj  =  cos g) cos  1^— sing;  sin i^' cos ;^, 
h^  =  sincp  cosi^'-rCosqD  sin ^ cos 2, 
Ci  =  sin^sin;i^, 
a.2  =  —  cosq)smxp — sinqpcos^cos;!^,  «3=      sincjpsin;^, 

l>2  =  —  sin  9)  sin  ip  -f-  cos  gr  cos  f  cos  x,  l>i  =  —  cos  9p  sin  ;^, 

Cg  =      cos?/'sin;^,  ('3=      cos;^. 
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Hier  ist  x  =  zt,  der  Whdel  sivisclien  der  z-  und  'Q-Aclise,  (p  =  x'i,' 
der  RicJitungswinleJ  der  Knotenlinie  |'  ger/en  die  x-Ächse  in  der  xij- 
Ebene  und  i^  =  x'|  der  BicJdungsuinlel  der  t- Achse  gegen  die  Knoten- 
linie I'  in  der  i,t]- Ebene  (Fig.  220 j. 


§  39.    Der  Rauminlialt  des  Tetraeders. 

1.  Absoluter  "und  relativer  Rauminhalt.  Vier  Punkte  Ä,  B 
C,  D  des  Raumes,  die  niclit  in  einer  Ebene  liegen,  bestimmen  ein 
Tetraeder  ABCD  (Fig.  221a).  Indem  wir  nun  die  vier  Punkte  nicht 
unterschiedslos  als  dessen  Eckpunkte  ansehen,  sondern  die  für  das 
Sgndjol  ABCB  geicähJte  BeihenfoJge  der  Eckjmnltc  betonen,  legen  wir 

-^  A  A 


Fig.  'J21a 
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dem  Tetraeder  einen  bestimmtoi  Sc]irai(bensinii  bei,  der  positiv  oder 
negativ  sein  mag,  je  nachdem  der  Punkt  A  auf  der  positiven  oder 
negativen  Seite  der  durch  den  Drehungssinn  des  Dreiecks  BCD  (vgl. 
§  15,  1)  gerichteten  Ebene  dieses  Dreiecks  (vgl.  §  32,  *2)  liegt.  Wir 
deuten  den  Schraubensinn  (Fig.  221b)  durch  das  §32,  7  eingeführte 
Zeichen  au. 

Das  Symbol  ABT)G  würde  das  Tetraeder  der  nämlichen  vier 
Punkte  mit  verändertem  Schraubensinn  (Fig.  221c)  bedeuten. 

Der  ahsohde  Bauminhalt  AB  CD  des  Tetraeders  ist  von  dem 
Schraubensinn  unabhängig,  also  (vgl.  §  15,  (1)): 

(1)  ÄBlTC  =  ABC1). 

Der  relative  Rauminhalt^)  ABCD  dagegen  soll  seinem  absoluten 
Betrage  nach  sfleich  ABCD,  seinem  Vorzeichen  nach  aber  positir 
oder  negativ  sein,  je  nachdem  der  ScJiratibensinn  des  Tetraeders  ABCD 
poxitiv  oder  negcdiv  ist. 

2.  Die  Vertauseliung  der  Eckpunkt  folge.  Es  ist  daher  zu- 
nächst, wenn  A  an  erster  Stelle  bleibt,  nacli  dem  Drehung.s.sinn  des 
Dreiecks  BCD  (§  15,  (2/) 

(2)  AB('D  =  AC1)B=ADBC=-ABJ)('=-ACBJ)=  -ADCB. 


§  39,  3. 


18; 


Aus  dem  Anblick,  den  die  Seitenfläclie  BCD  bezüglich  ihres 
Drehungssinnes  von  der  gegenüberliegenden  Ecke  Ä  aus  bietet,  kann 
man  aber  auch  auf  den  Anblick  schließen,  den  die  andern  Seiten- 
flächen des  Tetraeders  bezüglich  ihres  Drehungssinnes  von  den  ihnen 
gegenüberliegenden  Ecken  aus  bieten.  Breitet  man  nämlich  das  Xetz 
des  positiv  geschraubten  Tetraeders  AB  CD  (Fig.  221b)  in  der  von 
ihrer  positiven  Seite  gesehenen  Ebene  JBCI)  als  Zeichnungsebene  aus 
(Fig.  222),  so  erscheinen  die  Drehungssinne  der  Dreiecke: 
ÄDC,        ABI),        AGB 

auch  positiv:  ebenso  werden  sie  aber  von  ihren  gegenüberliegenden 
Ecken: 

B,  C,  D 

aus  positiv  erscheinen,  wenn  man  die  Dreiecke  wieder  nach  vorn  in 
den  Raum  hinein  klappt  bis  zur  A'ereinigung  der  drei  Punkte  A. 
Daher  ist  das  Tetraeder  AB  CD  auch  in  der  Bezeichnung: 

BADC,         CABD,        DACB 

positiv  geschraubt  in  dem  Sinne,  daß  von  der  ersten  Ecke  der 
Drehungssinn  des  Dreiecks  der   drei  folgenden  positiv  erscheint.     Das 


Fig.  ■22-2. 


Analoge    würde    sich    aber   für    ein    negativ    geschraubtes    Tetraeder 
AB  CD  ergeben,  so  daß  auf  jeden  Fall: 

(3)  ABCD  =  BADC=  CABD  =  DACB. 

Die  Kombination  der  Formeln  (2)  und  TS)  zeigt  aber,  daß  der 
durch  die  Permutation  ABCD  durf/estellte  RauminJiaU  sein  Vorzeichen 
bei  jeder  Transposition  (Vertauschung  zweier  Buchstahen)  tcechselt.'') 

3.  Darstellung  des  relativen  Rauminhalts  durch  Grundfläche 
und  Höhe,  ^^'ir  bezeichnen  (Fig.  '22^))  mit  zi  =  BCD  den  ahäo- 
luteti  Flächeninhalt  des  Dreiecls  BCD  (Grundfläche  des  Tetraeders) 
und  mit  d  den  senJcrechteti  Abstand  des  Punltes  A  von  der  Ebene 
BCD  (Höhe  des  Tetraeders)  und  rechnot  diesen  Abstand  positiv  oder 
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negativ,  je  nachdem  A  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  durch 
den  Drehungssinn  des  Breiecks  BGB  gerichteten  Ebene  liegt. 

Alsdann  ist  nacli  §  39,  1  der  relative  Bauminhalt  des  Tetraeders: 
(4)  ABCB  =  \z1d. 

4.  Darstellung  des  relativen  Rauminlialtes  durch  die  Koordi- 
naten der  Eckpunkte.  lu  bezug  auf  ein  rechtivinldiges  positiv  orien- 
tiertes Koordinatensystem   Oxyz  seien   x^ij^s^,    x^JJ^^^,   ^zVi^z:    ^iVi^i 

die  Koordinaten  der  vier  Eckpunkte  B^, 
Pg,  Pg,  P4  eines  Tetraeders.  Wir  führen 
ein  neues  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system ^i^it,  ein  (Fig.  224),  in  bezug 
auf  welches  die  vier  Punkte  die  Ko- 
ordinaten li?/ifen  ^2'/2^27  ^3%  ^3^  li^ik 
haben  mögen.  Der  Anfangspunkt  5i  dieses 
neuen  Systems  sei  der  Punkt  B^,  so  daß 
|,=  0,       ri,=  0,       ?,=  0: 

die  positive 
P2,  worauf: 


{a,h,c,) 


Pr-^^ya 


-Achse  laufe  von  P^  nach 


Fig.  224. 


^2 


ri,  =  0,      t2  =  0; 


die  »/-Achse  .sei  in  der  Ebene  B^B.^B^  senkrecht  zur  ^- Achse  und 
nach  derjenigen  Seite  der  |- Achse  gerichtet,  auf  der  P.,  liegt;  dann  ist: 

%  >  0,     e.  =  0, 

und  stimmt  der  Drehungssinn,  den  die  |)|-Ebene  als  Koordinaten- 
ebene hat  (in  Fig.  224  durch  den  Pfeilbogen  angedeutet)  mit  dem 
Drehungssinn  des  Dreiecks  B^B^B.^  =  B.,B^B^  überein;  endlich  sei 
die  ^- Achse  die  positive  Normale  der  |7j- Ebene,  so  daß  ü|>/fe  ein 
positiv  orientiertes  Koordinatensystem  wird.  Je  nachdem  dann  P,  auf 
der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene  B^B^B^  gelegen  ist, 
wird   ^1  >  0  oder  ^^  <  0. 

Danach  ist  im  Sinne  von  §  39,  3: 

^  =  B^B,B,  =  \l,ri,',       d  =  ,^, 
also  nach  (4): 

Hierfür  kann  man  aber,  da  ri.,^0,  ^,>  =  0,    ^3  =  0  ist,  auch  schreiben: 

,  bi      ^h     li  I 
(5)  <o.B,B.B,B^==%     »/,     :,'•. 

*/3        ^3 


^3 
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Sind  nun  a^,  l\,  q;  a.-,,  h.^,  c=>\  a.^,  h^,  c.^  die  Richtungskosinus 
der  Achsen    ^,  r,,  ^   (Fig.  224),    so  wird  nach   §  37,  (17)  aus  (5): 

imd  nach  dem  Multiplikationstheorem  (Anm.  1.  V,  2): 

«1      ^1     ^1        -^1  —  ^'i      .Vi  -  2/4      ^1  -  ^4 
6  .  P^  P2  P3  P4  =    a.,     h     Co    •    ^2  —  ■:i\      I/o  —  Vi,      2.2  —  ^4 

«3         ^3        ^3  ^3  —  •^■4  i/3  -  i/i  -^"3   -  -*~4 

oder,  da  hier  nach  §37,  (10)  der  erste  Faktor  D=\    ist: 

^1       ^i      II  ]_      lU      ~  1       ^i 
(6)  6.P,P,P,P,=   x,-x,     y,-!u      ^2-^4- 

cTg  a:"^  ?/g  ;/^  Z^  Z^ 

Durch  Ränderung  der  Determinante  ergibt  sich  hieraus  ( Anm.  1,  III,  ^17)): 

■^1        -^4        Ul        Vi 

6.P,P.,P,P,=   -"'-"'''^      ^'~'^' 
X.,  -x^      ^3  -  y^ 

und  folgt  daher  schließlich  (Anm.  1,  lY,  4): 

Der  sechsfache  relative  Piciv.minliaU  des  Tetraeders  P^P^P^P^^ 
drilclt  sieh  durch  die  Koordinaten  der  vier  Ecken  in  bezug  auf  ein 
rechticinliiges  positiv  orientioies  Koordinatensystem  (Fig.  224)  folgender- 
maßen aus  (vgl.  §  15,  f6):  §  1,  '5)): 

X 


4 

0 

'4 

0 

'4 

0 

•4 

1 

1 


(7)  Q.P,P,P,P, 


Vi     h      1 
a-,     y.-,     z.,      1 

-^■i     i/3     h      1 


^4        Vi        ^~4         1 

Bei  einer  Transposition  der  Indizes  1,  2,  3,  4  ändert  sich'^),  wie  nach 
§39,  2  erforderlich,  das  Vorzeichen  des  Ausdrucks  (7). 

5.  Eine  Ecke  des  Tetraeders  im  Koordinatenanfangspunkt. 
Wenn  die  Ecke  P^  =  x^,  y^,  z^  nach  0  =  0,0,0  verlegt  wird,  so 
folgt  aus  (7j  (vgl.  §  15,(4): 

^1     yi     ^1 1 
(8)  6.P,P,P,0^   X,     y,     zA 

■'\   yz    ^3 1 
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ids  sechsfacher  relativer  Rauminliali  eines  Tetraeders,  das  den  Koordi- 
natenanfangspunkt  and  drei  durcJt  ihre  Koordinaten  gegebene  PunJcte 
P^,  P.,  P3  zu  Eclien  hat  (Fig.  225). 

6.  Darstellung  des  relativen  Rauminhaltes  mittels  dreier 
Kanten.  Führt  man  jetzt  die  Polarkoordinaten  der  Punkte  P^,  P^,  P3, 
also  die  absoluten  Lösungen  r^,  r^,  r.^  und  die  Richtungskosinus 
^ij  \i  ^i5  ^2}  ^2>  ^'^'i  ^h^  ^3?  ^A  ^^^*  Kauten  OP^,  OP.^,  OP.^ 
(Fig.  225)  ein,  so  wird  nacli  §33,  (14)  (vgl.  Anw.  1,  IV,  5): 

h,r,     c^r^  a^     \      r^ 


a,  >•, 


6  .  P^P^yP^O  =    a.2  r^     ?>o  r.2     f,  ^\>    =  '*i  ''2  ''3   ^'2     ^'-2     *"» 


a«  n 


h^'ü       ^3*3 


k 


"3 '3        ^3';'.        •"3 '3  "3        ''3        "-3 

Die  Determinante  der  neun  Richtungskosinus  ist  aber  nach  §  37,  (9) 
gleich    sinr^rg^g,    wenn    wir  unter    dem   Symbol  Sinus  mit   rj,  >•.,,  r^ 


'^'h^^'j 


Fig.  225 


die  drei  Kanten  OP^,  OP^,  OP^  auch 
ihrer  Richtung  nach  bezeichnen  (vgl. 
§  33,  4).  Daher  folgt  unabhängig 
vom  Koordinatensystem  Oxyz  (^vgl. 
§15,(3,0: 

Sind  r^,  ;%,  r^  die  absoluten 
Längen  dreier  von  einein  Eckpunlie  0 
des  Tetraeders  P^  P,  P3  0  ausgehenden 
Kanten  (Fig.  '2'2d)  und  sin  r^r..r..  d( r 
Sinus  der  von  ihnen  gebildeten  Kche, 
so  ist  der  seclisfaclie  relative  Pauminhalt  des  Tetraeders: 

(9)  G  .  P^  P^P^O  =  ;\  r.,  r^  ■  sin  r^  r.,  r.^ . 

7.  Die  Tetraeder  aus  fünf  Punkten  des  Raumes.  Wenn  man 
die  mit  den  Koordinaten  von  fünf  Punkten  Pj,  P.^,  P3,  P^,  P5  ge- 
bildete identische  (Anm.  1,  lY,  3)  Gleichung: 


=  0 


nach  den  Elementen  der  letzten  Kolonne  entwickelt,  so  ergibt  sich 
mit  Rücksicht  auf  (7)  unter  Weglassung  des  Faktors  (1,  der  ro)n 
Koordinatensgsteni   0xy2  unahhängigc  Satz  (vgl.  §  15,  4-): 

ZtriscJwn  den  relativen  Pauniinltalten  der  fünf  ((us  fünf  Punlten 


X, 

?/l 

~i 

X2 

Ik 

''2 

-•• 

x^ 

y^ 

""3 

x^ 

y^ 

^i 

^5 

yt> 

H 

1 

§  39,  8. 
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P^,  P.,.  P.,  P^,  Pr,  geMldeten  Tetraeder  besteht  stets  die  Beziehung^): 
(10 )    P,  P,  P,  P,+  P,  P,  P,  P,+  P,  P,  P,  P,+  P,  P,  P,  P,+  P,  P,  P,P,=  0. 

S.  Der  relative  Rauminhalt  des  Tetraeders  in  schiefwinkligen 
Koordinaten.  Führen  wir  statt  des  positiv  orientierten  rechtwinkligen 
Koordinaten  Systems,  auf  das  sich  die 
Formeln  (6>  und  (7)  beziehen,  ein 
konzentrisches  schiefwinkligesSystem 
O^r/^  ein  (Fig.  22i6),  so  ist  nach 
§37,  (2    für   i  =1,2,3,4: 

WO  «1,  \,  q;  a,,  h,  c,:  a^,  h.^,  r^ 
die  Richtungskosinns  der  Achsen  des 
neuen  Systems  O^r^t,  sind.  Es  wird 
daher  aus  i6j: 

e>.P,P,P,P,= 

«1  (^2-^4»  -r  ÖTg  (n-2—Vi)  +  «3  (^2— *  J        \  (b2-=4.'  +  h  i.V-2-Vd  T"  ?>3  (b%— Ü 


//  (aj}./:.j        j. 


^'l 

&. 

'\ 

t 

fei 

■=4 

^/'l 

'/4 

bl 

^•4 

«2 

?>-, 

C-, 

-2 

toi 

^/2 

— 

^/4 

'2 

i?4 

«3 

&3 

c-i 

^3 

_   t 

fe4 

'/3 

J/4 

i- 

~  te4 

«1 

\ 

Cl 

*1 

'il 

4. 

bl 

1 

«2 

h 

C-2 

^2 

';2 

1 

^'3 

h 

h 

^3 

^/3 
*/4 

^4 

1 

1 

J 

wie   beim  Übergang  von  (6)  zu  (7j,  und  endlieh   nach   §  37,  (9)   vn- 
aliliänghj  von   Oxys  (vgl.  §15,  9  i: 


(11 


6.P,P2P3P,  =  sin^je 


'/2 

^3 


^3 


54        ^4        ^4 


/^«  dieser  Formel  für  den  sechsfacJien  relativen  Rauniinhalt  des  Te- 
traeders bedeuten  £.,  rj.,  t^  ({=1,2,3,4)  die  auf  ein  schiefivinldiges 
Koordinatensystem  Oi^r^t,  (Fig.  226 j  bezogenen  Koordinaten  der  vier  Eelc- 
Xmnlde  und  sin|7y^  den  Sinus  des  Dreilcants  der  Koordinatsnachsen.^^) 
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IL  Kapitel. 

Die  Gleiciliiiigeu  der  Ebene  und  der  geraden  Linie. 

§  40.    Die  Gleichung  der  Ebene. 

1.    Die  Gleichung   der  durch  drei  Punkte  bestimmten  Ebene. 

Jede  Ebene   lann    man  sich   durch  drei  getrennte   Punkte   P^,   P.2,  Pg 
des  Bauines,  die  nicht  in  einer  Gerädert  liegen,   hestimmt  denken .     Ein 


Fig.  228. 


vierter,  laufender  Punkt  P  des  Raumes  (Fig.  227)  bildet  mit  jenen 
ein  Tetraeder  PP^P^P.^  und  liegt  (§39,(4))  inrmer  dann  und  nur 
dann  in  der  Ehcne  P^P.2P^,  wenn  der  Rauminhalt  des  Tetraeders 
Null  ist.  Mit  Rücksicht  auf  §  39,  (7)  ergibt  sich  daher  bei  Einführung 
der  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Punkte  (vgl.  §  16,  (5)): 

Der  Punld  P  =  x,y,  z  liegt  immer  dann  und  nur  dann  in  der  Ebene 
der  drei  Punkte  P^=x^,  y^,  ^j-,  P^  =  x^,  y^,  ^g;  P?,  = -^'s,  ?/:)?  ^z 
(Fig.  228),  ivenn: 


(1) 


X 

y 

z 

1 

X, 

Vi 

h 

1 

Jua 

ik 

^2 

1 

^3 

ik 

H 

1 

=  0. 


Man  nennt  (1)  die  Gleichung  der  Ebene  P^P.,P.^  in  laufenden  Ko- 
ordinaten X,  y,  z.  Der  Satz  gilt  nach  §  39,  8  auch  für  schiefwinklige 
Koordinaten,  ebenso  wie  die  Sätze  in  §  40,  3 — o.^*) 

2.  Bedeutung  der  Koeffizienten  der  Gleichung  der  durch  drei 
Punkte  bestimmten  Ebene.  Xach  den  laufenden  Koordinaten  o-e- 
ordnet  (Anm.  1,  111,  (17  ),  lautet  die  Gleichung  (1): 

(2)  Ax  +  By^  Cz  +  D  =  0, 

wo  die  Koeffizienten  A,  B,  C,  D  die  Werte  haben: 


§  40,   3. 
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(3) 


B  = 


*i 


C  = 


2/i 

?/2 
Vi 


{ 


3 

^1     !/i     *i 

I 
^3       ?/3       ^3   I 

Jeder    dieser    Ausdrücke    hat    eine    geometrische    Bedeutung.      Nach 
§  36,(6)  sind: 

(4)  ^  =  24,,,     5=2^,.,.,     C  =  2zJ^.^ 

die  doppelten  gemeinen   Koordinaten   des  DreieeJcs   P^PoP^,   und  nach 
§  39,  (8)  ist: 

(5)  I)  =  6.0P^P,P, 

der  seehsfache  Rauminhalt  des  Tetraeders  OP^P.^P.^  (vgl.  §39,2). 

3.  Allgemeine  Form  der  Gleichung  der  Ebene.  Jede  gegebene 
Ebene  kann  nacJt  §40,1;  2  durch   eine  Gleichung  von  der  Form: 

(6)  Äx^By  +  Cs  +  D  =  0 

dargestellt  tverden.'^^) 

Ist  jetzt  umgekehrt  die  Gleichung  ( 6)  mit  willkürlichen  Koeffi- 
zienten Ä,  B,  C,  D  gegeben,  so  wird  sie  jedenfalls  einen  Ort  von 
oc-  Punkten  x,  y,  z  darstellen,  da  ihr  bei  beliebiger  Wahl  von  zwei 
Koordinaten  durch  einen  entsprechenden  Wert  der  dritten  genügt 
werden  kann.  Sind  nun  P^^x^,  y^,  z^'^  P^  =  x.2,  y.2,  z^;  -P3  =  .^"3 ,  i/3 ,  ^3 
irgend  drei  getrennte,  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  des 
fraglichen  Ortes,  so  genügen  ihre  Koordinaten  der  Gleichung  iß) 
so  daß: 

(Äx,  +  By.-i-  Cz,  +  D  =  0, 

(7)  hx,  +  By,-\-Cz,  +  D  =  0, 
\Ax,  +  By,^Cz,  +  D  =  0. 

Hieraus  aber  folgt  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  q  (Anm.  2,  III,  (14)): 


(8) 


qA  = 


Vi 


qB  =    Z.2 


X.-, 


3       -^3 

I  ^1     Vx     ^1 
,o7)=— iajg    y.i    z^ 


gC 


X, 

Ifl 

1 

«Xs) 

y-i 

1 

X, 

Vz 

1 

2/3     ~a 
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(9) 


Die  Gleichung  (6)  nimmt  durch  diese  Darstellung  ihrer  Koeffi- 
zienten, von  dem  Faktor  q  abgesehen,  die  Form  (1)  an,  bedeutet  also 
die  Ebene  der  drei   Punkte  P^,  P2,  Pg. 

Jede  gegebene  Gleichung   von   der  Form  (6)   stellt  eine  Ebene  dar. 

•t.  Die  Anzahl  der  Konstanten.  Die  allgemeine  Gleichung  (6) 
der  Ebene  enthält  drei  Konstanten,  die  Verhältnisse  der  vier  Koeffi- 
zienten. In  der  Tat  bestimmen  drei  Punkte,  die  die  Ebene  voll- 
kommen bestimmen,  in  den  Gleichungen  (8)  nur  die  Verhältnisse  der 
vier  Koeffizienten  (vgl.  §  1(3,  5 ). 

Die  vier  Koeffizienten  der  Gleichung  einer  gegebenen  Ebene  bleiben 
daher  um  einen  gemeinsamen  Faldor  unbestimmt.  UmgeleJtrt  stellen 
zivei  gegebene  Gleichungen: 

Ä.,x  +  B^y  +  C.,z  -f-  A  =  0 
dieselbe  Ebene  dar,  wenn: 

(10)  A^:B^:C^:D,  =  Ä,:B^:  C,  :  A 

oder  mit  einem  Proportionalitäisfaldor  —  k^:  k^  geschrieben : 
X^A^  +  hA^  =  0,    .\^B^+X^B.,  =  n,    A^Ci 4-^2^  =  0,    k,D^  + a.^D.,  =  0. 
Indem  man  zur  Abkürzung  setzt: 

X,  =  A,x  -f  B^y  -f  C\z  +  A, 
X,  =  A^x  +  B,y-V  Clz  -I-  JA, 
spricht  man  diesen  Satz  auch  so  aus: 

Die  beiden  Gleichungen  X^  =  0  uiid  X2  =  0  stellen  immer  dann 
und  nur  dann  dieselbe  EJbene  dar,   wenn   mit  zwei  nicht  verschn-inden- 

den    Txonstanten   Faldoren    die    Identität 
(die   in    x,   y,  z    identische    Gleichung) 
besteht^"'): 
(12)  X,X,  +  Ä,X,^iK 

5.  Bedeutung  der  KoefiFizienten- 
verhältnisse  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Ebene.  Die  Ebene  (6j  schneidet 
die  Koordinatenachsen  //  =  0.  ;•  =  0; 
.-  =  0.  x  =  0:  x  =  0,  y  =  0  (vgl.  §''>!,  6) 
in  drei  Punkten  L,  M,  iV  (Fig.  229)  mit 
den  Koordinaten  (^vgl.  v?  IT).    14  i*^'^): 

(13)       x=OL=-^^,     y/=OJ/  =  -^,      .=  OX  =  -j^ 

Mit  D  =  0  geht  die  Ebene  (^6)    durch   den  Koordinatenanfaugspunkt; 


(11) 


Fig.  229. 
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Fig.  230. 


mit  .1  =  0  ist  sie  der  ./-Achse,  mit  B  =  0  und   C  =  0  der  ?/„-- Ebene 

parallel.     Es  sind  also: 

(^14)  Äx  +  Bij  +  Cz  =  0, 

(15)  Bii  -f  Cz  -f  D  =  0, 

(16)  Ax  +  J»  =  0 

die   allgemeinen   rTleichnngsformen   für   solche   Ebenen,    die   bezäuiich 
durch   0  gehen  oder  der  ./-Achse  oder  der  ^/^-Ebene  parallel  sind. 

6.  Spurlinien  der  Ebene.  Die  Geraden  LM  und  LS  heißen 
bei  der  Stellung  §  ol,  Fig.  180  des  Koordi-     t/x 

natensvstems    die    Spurlinien    der   Ebene    in        i 
Aufriß-   und    Grundrißebene   (in  Fig.  230  ist  ^^^'^ 
die    letztere    wie   in    §31,7)   in   die  erstere 
umgeklappt,   so    daß   die  drei  Strecken   OL,    ^] 
()2I,   OX  in   ihrer  wahren  Größe  erscheinen. 
Die    beiden    Spurlinien    charakterisieren    die 
Ebene  vollständig  und  dienen  in  der  darstel- 
lenden Geometrie  zur  Darstellung  der  Ebene. 

Ihre  Gleichuno-en  in  bezuo-  auf  die  ebenen  Koordmatensvstenie 
Oxz  und   Oxy  sind  ivgl.  §  16,  0  i: 

(17)  Ax  +  Cz  -  D  =  0.     Ax  -  Bii  +  B  =  U. 

7.  Ebenen  durch  einen  gegebenen  Punkt.     Soll  die  Ebene: 

Ax  +  By+  Cz  ^  D  =  0 
einen  gegebenen  Punkt  x^.  i/„,  Z(^  enthalten,  so  muß: 
Ax,  +  By,  +  Cz,  +  D  =  () 

sein.     Mit  Subtraktion  beider  Gleichungen  folgt: 

Die  Gleichung  jeder  durch  den  Punlit  x,,  y,,  z,  gelunden  Ebene  hat 
die  Form: 

(18)  .1  {x  - X,)  +  B{y  -  y,)  ^  C(z  - z,)  =  <_». 

8.  Parameterdarstellung  der  Ebene.  Die  i),- Ebene  des  in 
§37,  5  gebrauchten  Koordinatensystems  .ß^»;»  kann  als  eine  ganz  be- 
liebige, mit  Bezug  auf  das  Koordinatensystem  Oxyz  gegebene  Ebene 
des  Raumes  gelten.  Für  jeden  Pnnkt  x,  y,  z  dieser  Ebene  ist  aber 
in  den  Formeln  §  37,  (13)  ^  =  0,  während  |  und  r,  unabhängig  von- 
einandei-  und  beliebig  variieren.     Daher  ergibt  sich  (Fig.  231 1: 

Ist  il  =  Xq,  y,,  Zq  ein  fesür  Funkt  einer  Ebene  E,  ferner  ciy,  b^,  q 
urul  «2,  ^2,  c^  die  BicJitnnyskosinus  zweier  von  £1  innerhalb  der  Ebene 
ausgehenden  Achsen  ^  und  ?;,  so  bieten  die  Gleichungen  (vgl.  §  16,  ,2)): 
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(19) 


I  ^  =  a'o  +  «1  ^  +  «2  >/ , 

y  =  ?/o  +  ^^  +  h^, 

eme  ParameterdarsteUung  der  Ebene}^'')  Die  Parameter  |  und  t]  bedeuten 
die  (schiefwinkligen)  Koordinaten  des  laufenden  Punktes  der  Ebene 
in  dem  ebenen  Koordinatensystem  ^ii]  (vgl-  §  10,  6). 


S(a,b^c,) 


Fig.  231. 


Fig.  232. 


9.    Ebene   durch   einen  Punkt   und   zwei   Richtungen.     Durch 
Elimination  der  Parameter  ergibt  sich  in  (vgl.  §  16,  ;;>)): 


(20) 


y  -  .Vo    ^' 


0 


c, 


die  Gleichung  der  Ebene,  die  durch  den  Piinld  Xq,  i/q,  Zq  und  zivei  von 
ihm  in  den  Richtimgen  a^,  h^,  q  und  a^,  tg'  ^2  ausgehende  Geraden  geht. 


§  41.    Der  Abstand  eines  Punktes  von  der  Ebene. 

1.  Ebene  nach  dem  Koordinatenanfangspunkt  gerichtet.  Die 
Gleichung  einer  Ebene  sei  in  bezug  auf  ein  positiv  orientiertes  recht- 
winkliges Koordinatensystem: 

(1)  Äx-hBg+C2  +  D  =  0. 

Kommt  es  darauf  an,  die  Ebene  als  gerichtete  Ebene ^^)  aufzufassen  (vgl. 
§  32,  2),  so  soll  als  ihre  posittre  Seite  immer  die  dem  Koordinaten- 
anfangspunli  0  ahgeivendele  Seite  r/elten  (Fig.  232  i. 

Das  von  0  auf  die  Ebene  gefällte  Perpendikel  OX  bezeichnet 
dann  die  Richtung  der  positiven  Normale  )/  der  Ebene  (vgl.  §  IT.  1: 
§  32,  4). 

2.  Darstellung  der  Richtungskosinus  der  positiven  Normale. 
Seien  P^  =  x^ ,  ij^ ,  z^ ,  P,  =  x, ,  y^ ,  z, ,  P3  =  ^3 ,  ?/3 ,  z^  drei  beliebige  Punkte 
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der  Ebene  (Fig.  233);  die  jedoch  so  gewählt  sind,  daß  die  positive 
Normale  des  Dreiecks  P^P.^P..  (vgl.  §36, 1)  mit  der  positiven  Normale 
der  Ebene  übereinkommt.  Nach  §  4<),  (8 )  stellen  sich  dann  die  Ko- 
effizienten Ä,  B,  C,  D  bis  auf  einen  gemeinsamen  Faktor,  den  wir 
hier  sq  (()>0.  £  =  +  1)  nennen  wollen,  durch  die  Koordinaten  von 
Pj,  P,,  Pg  in  folgender  Weise  dar: 


(2) 


qÄ 


£qC  =    X2 


Hl    ^ 

X       1 

Vi    ^ 

2       1 

Ik  ^ 

:,       1 

y.  1 

1/2  1 

=  '2^ 

Vz    1 

2  z/.. 


rOB=     Z. 


X.-, 


xyi 


eqB  = 


■'s      -^3 

y-2  ^2 

Vz    h 


1 

1   =2z/. 


=  6.0P,P,P3, 


wo  z/^.,  z/,^,  z/^„  die  gemeinen  Koordinaten  des  Dreiecks  P^B.2^z 
(vgl.  §40,(4;)  sind  und  OP^P^P^  der  relative  Rauminhalt  des  Te- 
traeders OP^P.Ps  (vgl.  §40,(5))  ist. 
Da  nun  der  Voraussetzung  nach 
0  auf  der  negativen  Seite  des  Drei- 
ecks P^P^P.^  lißo^;  ist  nach  §  39,  1 
dieser  Rauminhalt  negativ  und  somit 
nach  der  letzten.  Formel  (2),  wo  p  >  0 
sein  sollte,  eB<CO  oder: 

(3)  £  =  —  sign.  D. 

Der    doppelte    absolute    Flächeninhalt 

des  Dreiecks  P^P^P^  ist  nach  §36,(5)  mit  Rücksicht  auf  (2): 

(4)    2^  =  2.p;p;p;=  2VTf^+7f^+^^^ ^VWTWTW' 

und    die    Richtungskosinus    der    positiven    Normale    n    des    Dreiecks, 
ebenso: 

^■■-  A  ,        ^.x  B 


Fig.  233 


l/j^  +  B^  +  C' 


7  ZX 


Va-  +  b^  +  c^^ 


J 


xy 


Unabhängig  von  den  drei  Punkten  P^,  P^^  Pg  folgt  also  (vgl.  §  17,  2): 
Bie  Richtumiskosinus  der  positiven  Normale  n  der  durch  die  Glei- 
chung   (1)    gegebenen    und   nach    0    gerichteten    Ebene,    auch    hurz    die 
„Stellungskosinus  der  Ebene"  ^^)  genannt,  sind: 

A  ,  B  C 


(5)  a  = 


f  Va^  +  b^'+c^' 

Staude,  analyt.  Geometrie. 


i  y^^-t-B^  +  c«' 


c  = 


1;^ 
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WO  das  Vorzeichen   e  durch  (3)   bestimmt   ist.      Sie   hängen   nur  von 
den  Verhältnissen  der  vier  Konstanten  Ä,  B,  (',  D  ab. 


P=-ryz 


3.  Der  Abstand  eines  Punktes 
von  der  Ebene.  Der  Abstand  d  eines 
Punktes  P  =  x,  y,  z  von  der  gerichteten 
Ebene  (1)  soll  positiv  oder  negativ  gelten, 
je  nachdem  der  Punkt  auf  der  positiven 
oder  negativen  Seite  (mit  0  ungleich- 
seitig oder  gleichseitig)  liegt. 

Der  relative  Rauminhalt  des  Te- 
traeders PP,P,P^  (Fig.  234)  ist  da- 
her, falls  P^.  P.2,  P^  die  in  §41,2  angenommenen  Punkte  sind,  nach 

§  39,  (4): 

^  ^  6  .PP,P,P^=-2zJ  .d. 

Andererseits  ist  nach  §  39,  (7)  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (2): 


6.PP,P,P, 


und  daher: 


X 

y 

z 

i 

X, 

Vi 

^\ 

1 

x^ 

y^ 

~2 

1 

^3 

yz 

^3 

1 

£()  {Ax  +  Bg  ^  Cz  +  D) 


(6) 


2J.Ö  =  iQ  {Ax  +  By  +  Cz  +  D). 

Setzt  man  hier  den  Wert  (4)  von  '2zJ  ein,  so  folgt: 

Ber  Abstand  8  des  Punktes  P  =  x,  y,  z  von  der  durch  die  Glei- 
chung (1)  gegebenen  und  mit  Bezug  auf  0  gerichteten  Ebene  ist^^): 
.       Ax-\-By-i-Cz-\-  n 

wo  f  wieder  durch  (3)  bestimmt  ist. 

Der  Ausdruck  (6)  ist  hiernach  für  alle  Punkte  x,  y,  z  auf  der 
negativen  Seite  der  Ebene  (1),  auf  der  0  liegt,  negativ  und  für  alle 
Punkte  auf  der  positiven  Seite  positiv,  während  er  für  alle  Punkte 
der  Ebene  selbst  verschwindet  (vgl.  §  17,  3). 

4.  Ebene  nach  einem  beliebigen  Punkt  gerichtet.  Statt  nach 
dem  Koordinatenanfangspunkt  ü  wollen  wir  jetzt  die  Ebene  (1)  nach 
einem  beliebigen  Punkt  P^  ==  .r^,  y^,  Zq  richten.  Es  soll  also  ihre 
positive  Seite  diejenige  sein,  die  dem  Punkte  P„  abgeivandt  ist.  Der 
Abstand  Ö  eines  Punktes  von  der  EJtene  soll  icieder  auf  ihrer  positiven 
Seite  positiv  sein.  Wir  führen  zunächst  P„  als  Koordinatenanfangs- 
punkt 0'  eines  neuen  parallelen  Koordinatensystems  O'x'y'z'  ein. 
mittels  der  Substitution  (vgl.  §  37,  1): 
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(7)  .r  =  Xo  +  X,    y  =  ?/o  +  y,    ^  =  ^o  +  ^'■ 
Die  Gleichung  der  Ebene  (1)  wird  dann: 

(8)  Ax  +  By'  +  Cz  +D'  =  0, 


wo: 

(^0 


D'  =  Ax,  +  By,  +  Cz,  +  B. 


abc 


Nach   §  41,  2  und  3    gelten   daher   für  die  Richtungskosinus  der 
positiven   Normale   der   nach    0'   gerichteten  Ebene  (^8)    in   bezug  auf 
das  neue   System    O'x'y'z    die   Formeln 
(5)  mit: 

(10)  £  =  -  sign.  B' 

und  für   den  Abstand   eines  Punktes  x, 
y',  z    die  Formel: 

(11)  S=  Ax'  +  By'-{-Cz'+jy 

mit  demselben  Werte  von  e. 

Die  Richtungskosinus  einer  o-erich- 
teten  Geraden  in  bezug  auf  parallele  und  gleichgerichtete  Achsen 
sind  aber  nach  §  32,  1  dieselben.  Es  folgt  daher,  wenn  wir  in  (10) 
den  Wei-t  (9)  und  in  (11)  mittels  (7)  wieder  die  alten  Koordinaten 
X,  y,  z  des  Punktes  x',  y',  z    einführen  (vgl.  §  17,  -4): 

Bie  RichümgsJiosinus  der  positiven  Normale  n  der  nach  einem  be- 
liebigen Pimkte  X,,  y,.  Zq  gerichteten  Ebene  (1)  sind  durch  die  Formeln  (5) 
und  der  Abstand  eines  Piml-tes  x,  y,  z  von  der  Ebene  durch  die 
Formel  (6)  bestimmt,  beidemal  mit: 

(12)  e  =  -  sign.  [Ax,  +  By,  +  Cz,  +  B). 

5.  Die  Polarkoordinaten  des  von  O  gefällten  Perpendikels. 
Bezeichnet  p  =  OS  die  absolute  Länge  des  von  0  auf  die  Ebene  ge- 
fällten Peii^endikels  ON  (Fig.  235),  so  sind,  indem  wir  die  Ebene 
wieder  wie  in  §  41,  1  nach  0  richten,  p,  a,  b,  c  die  Polarkoordinaten 
der  Strecke  ON  (vgl.  §  34,  1). 

Da  der  Abstand  d  des  Punktes  0  von  der  Ebene  im  Sinne  von 
§41,3  negativ,  also  ö  =  —  p  ist,  und  sich  aus  der  Formel  (6)  mit 
X  =  0,  y  =  0,  z  =  Q  ergeben  muß,  so  wird: 

(13)  -i,  =  --;^,^,ä,^. 

Bie  PolarJioordinaten  p,  a,  b,  c  des  von  0  auf  die  Ebene  (1)  ge- 

13* 


196  §  ii,  «-'• 

fällten  Pefyendilxels  sind  durch  die  Formeln  (5)  und  (13)  hestimmt,  tvo 
£  den    Wert  (3)  hat. 

6.   Die  Hessesche  Normalform  der  Gleieliung  der  Ebene.     Da 

nun  nach  (5)  und  (13)  identisch  in  x,  y,  z: 

(14)  '      ^        — —  =  ax  -]-  by  -\-  cz  —  p 

ist,  so  kann  nach  §40,(12)  die  Ebene  (1)  auch  in  der  Form: 

(15)  ax  -\-  hy  -\-  cz  —  })  =  0 

dargestellt  werden.  Man  nennt  diese  Gleichung,  in  der  die  Koeffizienten 
p,  a,  h,  c  die  Polarlcoordinaten  des  von  0  auf  die  Ebene  gefällten  Per- 
pendiJcels  sind,  die  HessescJie  Normalform  der  Gleichung  der  Ebene.^"') 

Sie  geht  aus  der  allgemeinen  Form  (1)  durch  Division  mit  dem 
Faktor  £  Va^B^-^C^,  s  =  -  sign.  B  hervor. 

Hieraus  folgt  zugleich,  daß  unter  den  Bedingungen: 

(16)  A^  +  B-  +  C-  =  l,     B<0 

die  Gleichung  (1)  selbst  die  Xormalform  hat,  oder  daß  die  für  die 
Normalform  (15)  erfüllten  Bedingungen: 

(17)  a'  +  b'-\-c'  =  l,    p>0 

hinreichend  sind,  um  die  Xormalform  analytisch  zu  kennzeichnen. 

Der  Satz  §  41,  3  kann  nun  mit  Rücksicht  auf  (14)  so  aus- 
gesprochen werden  (Fig.  235): 

Ist  eine  Ebene  durch  ihre  Gleichung  (15)  in  der  Normcdform  ge- 
geben, so  ist  der  Abstand  d  eines  Punldes  x,  y,  z  von  der  Ebene:  - 

(18)  ö  =  ax  -\-  by  -\-  cz  —  p, 

wobei  als  positive  Seite  der  Ebene,  auf  der  ö  positiv  ist,  die  dem  Ko- 
ordinatenanfangsxmnTxt  abgewandte  Seite  gilt  (vgl.  §  17,  5). 

Für  p  =  0  ist  die  positive  Seite  der  Ebene,  auf  der  d  positiv 
ist,  dadurch  bestimmt,  daß  die  positive  Xormale  (§  32,  4)  die  Rich- 
tungskosinus a,  b,  c  hat,  da  für  x  =  a,  y  =  b,  z  =  c  (vgl.  §  33,  (16)) 
d  =  a^  +  b^-{-c'-  =  l  wird. 

7.  Der  Neigungswinkel  einer  gerichteten  Geraden  gegen  eine 
gerichtete  Ebene.  Die  Richtungskosinus  einer  Geraden  //  (Fig.  236) 
seien  a,  b',  c';  für  ihren  Winkel^»  gegeii  die  positive  Normale  (5)  der 
Ebene  (1)  ist  nach  §  35,  (1): 

—  ,  ',1.7','        Aa  -^  Bb' -{- Cc 

cos  ng  =  cos  i<  =  aa  -\-  bb  -\-  cc  =   — -_  -  .  ---r- 

Für  den  Neigungswinkel  x  von  g  gegen  diese  Ebene  E  selbst  folgt  da- 
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hei-  nach  §  32,  (7): 

.     T^           .               .    (1t           \                ,         Aa  -\- Bh' -\- Cc 
sin isr/  =  sin;K  =  sm  (  .^ c)  =  cost/>  =  —  _-^ 

^  "  ^  s  VA'  +  5*  +  C* 

Der  Neigungsivuikel  %  einer  durch  ihre  BicJdungskosinus  a,  h',  c 
gegebenen  gerichteten  Geraden  gegen  die  durch  ihre  Gleichung  (1)  ge- 
gebene und  nach  0  gerichtete  Ebene  ist  durch  die  Angaben: 

Aa-^JBb'-\-Cc        _ 

~  2 


(19)      siu;^  = 


-^<x<+ 


sio-n.  D 


f  Va'--\-b^--{-c^' 
eindeutig  bestimmt. 

8.  Ebene  durch  zwei  Achsen  gerichtet.     Ist  eine  Ebene  durch 
einen  Punkt  x^,  ij^,  Zq  und  zwei  von  ihm  ausgehende  Achsen  |  und  rj 


n(abcj 


gfa'Vc'j 


kij),cj 


'0  y  /O 

Fig.  236.  /  Fig.  237 

mit  den  Richtungskosinus  a^,  b^,  q  und  rt^,  b.^,  c.^  gegeben  fFig.  -37), 
so  sind  die  Koeffizienten  Ä,  B,  C  ihrer  Gleichimg  (1)  nach  §  40,  (20): 

(20)         A  =  b^c.2  —  b^c^,     B  =  c^a^  —  c^a^,     C  ==  a^b.->  —  a.^b^, 

so  daß  nach  §  35,  (2)  für  den  Winkel  0-  der  beiden  Achsen: 


(21)  y^2^  £2^  (7^=  sin=7j=sin^,     (;sin^>0). 

Die    Richtungskosinus    der    positiven    Normale    «    der    Ebene    wären 
dann  im  Sinne  von  (5),  (3): 


(22) 


a  = 


s  sin'9' 


7     __   Cj  «2 


e,  ttj 


s  sm  -9- 


c  = 


Ol  6j  —  ttj  &i 

fsinO- 


Richtet  man  aber  die  Ebene  nicht  wie  in  §41,1  in  bezug  auf  0, 
sondern  nach  der  Folge  der  Achsen  |,  r^  wie  in  §  32,  8,  so  muß  man 
das  Vorzeichen  s  nicht  wie  in  (3),  sondern  aus  der  Bedingung  be- 
stimmen, daß  das  Achsensystem  h,r^n  positiv  orientiert  sei  (vgl.  §  32,  8), 
also  nach  §  37,  3  die  Determinante: 
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«1      ^1      <^i 

«2        ^2        ('-2       >  ^*    S^^- 

I  a      &      c 

Dies  gibt  aber  nach  {^2^  die  Bedingung: 

(fti  Cg  —  h^  c^y-  -f  (q  CTg  —  Cg  ai)^  +  (g,  b,  —  a^  6i)^ 


=  £  sin  ^  >  0 


(vgl.  §  35,  (2)),  so  daß  £  =  +  1  sein  muß. 

Sind  daher  a^,  h^,  c\  und  a.2,  \,  c^  die  Ricliiuncislcosinus  zweier 
durch  einen  Fiinld  gehenden  Achsen  |  und  rj,  so  hat  die  positive  Nor- 
male der  durch  die  Achsenfolge  |,  iq  gerichteten  Ebene  dieser  Achsen 
die  EichtungsJcosinus  ^'); 


(23) 


a  = 


&1  C,  —  ftj  Cj 


sin 'S- 

n-o   (vgl.  §  32,  (D): 


sin-ö- 


C  = 


ttj  &g  —  «j  &i 


sia'9' 


0-  =  |7?,        (0<-9-<;rl 

9,    Darstellung   des   Sinus   einer  Ecke   als   Produkt   der  Sinus 
zweier  Winkel.      Es  seien  jetzt   t,,  ?;,  t,   die  Kanten   einer  Ecke   und 

'    «1  by  Cy     [ 

(24)  D  =    a^     h^     c.^    =sin|Tj^ 
':  «3      ^3      Cg 

■ri(ap2<'2^  die  Determinante  ihrer  Richtuugskosinus 
(vgl.  §  37,  (9)).  Die  positive  Normale  n 
der  durch  die  Achsenfolge  %i]  gerichteten 
^7/ -Ebene  ist  nach  (23)  unter  Anwendung 
der  Bezeichnung  §  37,  (4): 

(25)  a=-^\,     ^  =  A.     ^=   •^%- 
^      '  sin  ^  sin  % '  sin  ■9' 

Für  den  Neigungswinkel   y^  =  %i],t,   der   ^-Achse  gegen  die  ^tj- Ebene 
(Fig.  238)  ergibt  sich   dann  mit  Hinblick  auf  §  32,  (7)  und  §  35,  (1): 

sin(|7^,  ^)  =  sin;^  =  cos»^  =  aa^-\-  hh^  +  cc^ 
und  damit  nach  (25)  (vgl.  Anra.  1,  II,  (0  j: 

sin  (^  »7,  Q  =  sin  y  =      8    »    r     3_j_!_  s   »   ^  ^         sj^s 


l(a^,c\) 


Fig.  238. 


sin -9' 


sin 'S- 


Sonach  wird: 
(26) 


sin^»] 


sinl?/-^  =  sin^j;  •  sin(|?j,  ^). 

Der  Sinus  der  Ecle  1?;^  ist  gleich  dem  Frodulf  aus  dem  Sinus  des 
Winkels  -O' =  ^?j   der  leiden   Kanten   |,  r;  (0<ö^<,t)   h»^/  dem  Sinus 
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des    NeigungsivUikels     x  =  i,ri,  l     der     Kante    t,    gegen     die     Ebene 

$';(-v<x<  +  y)- 

In  der  Tat  hat  der  Sinus  der  Ecke  das  Vorzeichen  dieses  Nei- 
gungswinkels (vgl.  §  32,  3  und  11). 

Infolge    der    Gleichberechtigung    der    drei    Kanten    ei-gänzt    man 

(26)  zu: 

(27)  sin^i;^  =  sin?;^  •  sin(7?^,|)  =  sin^^  •  sin(^^,7;)  =  siul?;  •  sin(|7;,g). 

Der  Sinus  einer  Ecle  liegt  nach  {21}  zwischen  den  Grenzen  —  1  und 
-f  1  und  l-ami  diese  Grenzen  nur  erreichen,  wenn  jede  Kante  auf  den 
beiden  andern  senl'recM  steht  (vgl.  §  32,  (11)).®^) 


§  42.    Zwei  Ebenen  und  der  Ebenenbüschel. 

1.    Der  "Winkel  zweier   gerichteten  Ebenen,     Zwei    Ebenen  U^ 
und  77.,  seien  durch  ihre  Gleichungen: 


(1) 


A,x  +  B,y-i-  C\z  +  D,=0, 
Ä,x  +  B^y  -i-  C^z  +  D,  ^  0 

gegeben  und  nach  §  41,  1  gerichtet.  Unter  ihrem  Winkel  ist  dann 
nach  §  32,  5  der  Winkel  d'  ihrer  positiven  Normalen  ;/^  und  >/o  zu 
verstehen  (Fig.  239X  Da  deren  Rich- 
tungskosinus nach  §  41,  (b)  die  Werte 
haben  (vgl.  §  18,  1): 


(2) 


a,  = 


?>,= 


C:  = 


A: 


Fig.  ■>30. 


£■  =  —  sign.  D-,  ^ 

i  =  1,  2,  so  ergibt  sich  nach  §  35,  (1);  (2)  für  den  Winlel  d-  der  beiden 

gerichteten  Ebenen  (1): 

(3)  ....<._  A,A,^B,B,  +  C\C, 

(4) 


cos{^=  . 

sin^  =  y^E^^'^^Tc^yTWA  -  C,A,r-\-iA,B,  -  A,B,)' 


iA,^-^B,'-^C,^-){A,'-\-B,^+C,^-) 

2.    Senkrechte   und   parallele  Ebenen,     Die   beiden  Ebenen  ( l) 
sind  nach  (3i  zueinander  senkrecht,  wenn: 
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(5)  Ä,Ä,  +  B,B,  ^  C,C,  =  0; 
dagegen  nach  (4)  einander  parallel,  wenn  (vgl.  §  33,  8): 

(6)  A,:B,:C\  =  Ä,:B,:C,. 

Mit  Rücksicht  auf  §  40,  (10)  kann  man  daher  die  Gleichungen  von 
zwei  parallelen  Ebenen  immer  mit  gleichen  Koeffizienten  von  x,  y,  Zy 
also  in  der  Form: 

M  X- +  i?// +  C^  +  A  =  0. 

annehmen. 

3.  Büschel  von  ParaUelebenen.  Alle  Ebenen,  die  einer  ge- 
gebenen Ebene  parallel  sind,  bilden  einen  Büschel  von  Parallelehenen}^) 
Ein  solcher  wird  nach  (7)  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(8)  Äx  -^  By+  Cz^x==0 

dargestellt,  in  der  x  einen  Parameter  von  wechselndem  Werte  be- 
zeichnet. 

Die  RichtuDgskosinus  a,  b,  c  der  gemeinsamen  ungerichteten  Nor- 
male aller  Ebenen  (8)  oder  die  Kosinus  der  Stellung  dieser  Ebenen 
sind  nach  §  41,  (5)  ihren  Verhältnissen  nach: 

(9)  a:b:e^Ä:B:C 

(vgl.  §  33,  8).  Die  Größen  A,  B,  C,  die  nur  ihren  Verhältnissen  nach 
in  Betracht  kommen,  sind  homogene  Koordinaten  dieser  StrUung}^^) 

Durch  jeden  gegebenen  Punkt  x^,  g^,  ^^  des  Raumes  geht  eine 
Ebene  des  Büschels  (8),  deren  Parameter  x  den  Wert  hat  (vgl. 
§40,7;  §42,9): 

X  =  —  (Ax^^  +  5//o  +  Cz^^). 

4.  Innerer  und  äußerer  Winkelraum  zwischen  zwei  Ebenen. 
Als  innere  Winhelfläclie  i  zivischen  den  Normalen  n^  und  >?2  der  beiden 

Ebenen   77,    und  77.^,    die  wir  von  einem 

'^K...:*-         .n  Punkte   der  Durchschnittslinie  s  der  bei- 

'Vi       /  den    Ebenen    ausgehen    lassen,    gilt    nach 

j+               \v  ■  * /■  §  35,  3    diejenige,    die    von  gleichnamigen 

liilMlIlW.     V-'''        ^.^-r^^^  Schenkeln  begrenzt  wird  (in  Fig.  240,  die 

[||  M^l^^^^  M  den  Durchschnitt  der  Ebenen  77j  und  772 

lliP^"^^^  Iß:  ^""^^ITaill  '^^'^  d®^  Ebene   der    beiden  Normalen  n^ 

^Q       /:-:irh;\.             -^'yz  ^^11  tl   ''2   darstellt,   ist  die  innere  Winkel- 

>?;Mlf:V:^\  fläche    punktiert).      Als    inneren    Winkel- 

^"v;;Y:7(:.77A  raum   J  ZHiscJicn   den   beiden   Ebenen   be- 

Fig  240.  trachten  wir  daher  denjenigen  l  in  Fig.  240 
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scbraffierten),  der  von  ungleichnamigen  Seiten  der  beiden  Ebenen  be- 
grenzt wird  (in  Fig.  240  sind  die  positiven  Seiten  mit  +,  die  ne- 
gativen mit  —  bezeichnet).  Denn  liegt  eine  durch  die  Achse  .s  gehende 
Ebene  77  in  diesem  innern  Winkelraum  J,  so  liegt  ihre  Normale  n 
in  der  innern  Wiukelfläche  /  und   umgekehrt. 

Da  nach  §  41,  1  beide  Ebenen  dem  Anfangspunkt  0  ihre  negative 
Seite  zuwenden,  so  liegt  dieser  stets  in  dem  von  gleichnamigen 
(negativen)  Seiten  begrenzten  äußeren  Winkelraum,  so  daß  wir  auch 
sagen  können  (vgl.  §  18,  4-): 

Als  äußerer  Winlelraiim  sidsclien  den  beiden  gerichteten  Ebenen  (1) 
gilt  derjenige,  der  den  Koordinatenanfangspunkt  0  enthält. 

5.  Teilung  des  Winkels  zwischen  zwei  gerichteten  Ebenen. 
Unter  dem  Sinusverhältuis  A,  nach  dem  eine  durch  .s  gehende  un- 
gerichtete Ebene  77  den  Winkel  der  beiden  gerichteten  Ebenen  77^ 
und  77o  teilt,  verstehen  wir  dasjenige,  nach  dem  die  ungerichtete 
Normale  n  der  Ebene  77  den  Winkel  der  gerichteten  Normalen  n^ 
und  n.-,  teilt  (vgl.  §  4,  3),  also  kurz: 

/-,p.\  ,        sin  n^  TL       sin  n^  n 

^      ^  sin  77.^  TT        sin  n,  n 

Das  Sinusverhältnis  l  ist  nach  §  4,  3  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
die  Ebene  77  im  äußeren  oder  inneren  Winlelraum  der  Ebenen  U^ 
und  77.,  liegt.  Die  ungerichtete  Ebene  77  bestimmt  das  Sinusverhält- 
nis  eindeuticr  und  ist  ihrerseits  durch  dasselbe  eindeutig  bestimmt. 

6.  Gleichung  der  ungerichteten  Ebene,  die  den  Winkel  zweier 
gerichteten  Ebenen  in  bestimmtem  Sinusverhältnis  teilt.  Wir  setzen 
zur  Abkürzung: 

....  \X,=^Ä,x  +  B,g+C\z  +  D„ 

Diejenige  Gerade  n,  die  den  Winkel  der  Normalen  n^  und  n.-,  im 
Sinusverhältnis  A  teilt,  hat  nach  §  35,  (8)  Richtungskosinus  u,  v,  iv 
mit  den  Verhältnissen: 

u  :  V  :  IV  =  «1  —  ^«2  :  b^  —  A&o  :  <-\  —  ACo. 

Nach  (8)  stellt  daher  die  Gleichung: 

(12 )  (a^  —  A«2)  X  +  (&i  —  A  b=^)  y  +  {c^  —  Xc^)z  +  ii  =  0 

bei  veränderlichem  x  alle  die  untereinander  parallelen  Ebenen  dar, 
die  n  als  Normale  haben.  Unter  diesen  befindet  sich  nach  §  42,  3 
auch  die  Ebene  77,  die  den  Winkel  der  Ebenen  77^  und  772  ^^^  Sinus- 
verhältnis A  teilt;  ihre  Gleichung  muß  aus  (12)  erhalten  werden,  wenn 
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man  k  so  bestimmt,  daß  die  durch  (12)  dargestellte  Ebene  durch  die 
Schnittlinie  s  von  77^  und  iJg  geht.  Nun  kann  man  unter  Benutzung 
von  (2)  und  (11)  die  Gleichung  (12)  schreiben: 


(13) 


—  X 


4-Jf  =  0. 


Die   Bedingung,    daß   dieser   Gleichung    alle    Punkte    von  s   genügen, 
also  alle  Punkte,  für  die  gleichzeitig  X^  =  0  und  Xg  =  0  ist^^),  lautet: 

—  A  .  — J5. 


s,yA,''^B,^-+c: 


-X 


yz^+^TT^' 


Danach  aber  reduziert  sich  (13)  auf: 


X, 


f,y^,^+A'+c,^ 


A-^ 


Sind  (Fig.  241) 


+  %  =  {). 


=  0. 


(14). 


\X^^A^x-^B,y-^C\z  +  B,  =  0, 


1X2  =  ^2^;  +  B^j  +  C'2^  +  Dg  =  0 

(^/e  Gleichungen  siveier  gerichteten  Ebenen, 
so  ist  die  Gleichung  der  Ebene,  die  deren 
Winkel  im  Sinusverhältnis  X  teilt: 


XrO 


^y  (15) 


Xj  —  jaXg  =  0, 


wo 


.2: 


(16) 


A;     «1=- sign. Dl,     £2 


sign.  Do 


?m6^  fZe>-  <^/e«  Koordinatenanfangspunlt   0  cutJialtende   Wiuhelranm   als 
äußerer  gilt,  in  dem  X  positiv  ist  (vgl.  §  18,  4).^-) 

7.  Allgemeinere  Bestimmung  des  äußeren  Winkelraumes.  Ist 
der  äußere  Winlclraum  zicischcn  den  Ebenen  (14)  nicht  durch  0,  son- 
dern durch  einen  heliehigen  BunJct  x^,  y^,  s^  gegeben,  der  in  ihm  liegen 
soll,  so  hat  man,  bei  gleicher  Begründung  wie  in  §  42,  6  mit  Rück- 
sicht auf  §  41,  4,  in  (16)  zu  setzen  (vgl.  §  18,  5): 

h  =—  sign.(^ia;o  +  B^y^  -f  Q^o  +  A), 
f.,  =  —  sign.(.42a;o  -|-  B.y^  +  C^Zq  +  B,). 

8.  Anwendung  der  Hesseschen  Normalform.  Bei  Anwendung 
der  Hessescheu  Normalform  der  Gleichungen  (14)  wird  nach  i?  41,  (17) 
der  Koeffizient  von  X  in  (16)  gleich  1  und  lautet  der  Satz  von  §  42,  6: 


(17) 
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Sitid: 
^gx  I  -"^  1  =  «1  '^'  +  h II  +  q^  -  i^i  =  0, 

1 N^  =  a^x  -\-  \y  +  c^z  —  p^  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen  in  der  Hesseschen  Narmalform,  so  ist 
die  Gleichung  derjenigen  Ebene,  die  den  WinJcel  jener  beiden  im  Sinus- 
verhäUnis  l  teilt:  ^'') 

(19)  N',-äN,  =  0. 

Insbesondere  lauten  die  Gleichungen  der  inneren  und  äußeren  Hcd- 
hierungsebene  (/.  =  —  !  und  A  =  +  1,  vgl.  §  35,  4)  bezüglich  (vgl.  §  18,  6): 

(20)  A\  +  iV,  =  0,     N,  -  N,  =  0. 

9.  Die  Gleich-ung  des  Ebenenbüschels  mit  multipliziertem 
Teilungsverhältnis  als  Parameter.  Die  Gleichung  (15)  stellt  bei 
veränderlichem  k,  bezüglich  ju,  alle  durch  die  Schnittlinie  s  der  beiden 
Ebenen  (14j  gehenden  Ebenen  dar.  Sie  ist  die  Gleichung  des  Ebenen- 
büschels^^), das  durch  die  in  (14)  gegebenen  Grundebenen,  die  ivir 
nun  I\  und  r.2  nennen  ivollen,  bestimmt  ist  (vgl.  §  18,  7). 

Der  Parameter  a  der  Büschelgleichung  bedeutet  nach  (16)  und 
(10)  das  multiplizierte  TcUnngsvcrhidtnis  der  laufenden  Ebene  des 
Büschels  in  bezug  auf  die  beiden  Grundebenen  i  vgl.  §  6,  (7')). 

Durch  jeden  DunJd  Xq.  i/^,  Zq  des  Baumes,  ausgenommen  die  auf 
der  Achse  s  des  Büschels  liegenden  PunJde,  geht  eine  bestimmte  Ebene 
des  Büschels  (vgl.  §  42,  3). 

Man  erhält  den  Parameter  fi  =  {Iq  dieser  Ebene  aus  der  Bedingung, 
daß  die  Koordinaten  Xq,  y^,  Zq  der  Gleichung  (15)  genügen,  also  aus: 

A7-.ttXo«  =  0, 

wo  X^  und  X,*^  die  mit  x  =  x^^,  y  =  y^,  z  =  Zq  gebildeten  Aus- 
drücke (9)  sind  (vgl.  §  42,  (17)).    Es  ist  daher: 

(21)  f*o  =  f-I- 

10.  Die  Gleichung   des  Ebenenbüschels   mit   Doppelverhältnis 

als  Parameter.  Als  Einheitsebene  F^,  des  Büschels  (vgl.  §  18,  8)  gilt 
diejenige  Ebene,  für  die  das  multiplizierte  Teilungsverhältnis  ^  den 
\\  ert  1  hat.  Entspricht  es  dem  ^^erte  A  =  Aq  des  Teilungsverhält- 
nisses selbst,  so  ist  nach  (16): 


1   —  , •  Aq, 


und  damit  wieder  nach  (16)  der  Parameter  ^  der  laufenden  Ebene  77 
gleich  dem  Doppelverhältnis  Tvgl.  §  42,  (lO.i  und  §  6,  (16')): 
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(22)  a  =  4  =  (r,  r,  Jir,)  =  '"^"^  •  ^^^ , 

wobei  nun  die  Angabe  des  äußeren  Winkelraums  nicht  mehr  erforder- 
lich ist  (vgl.  §  18,  S). 

Gibt  man  die  Einheitsebene  durch  einen  Punkt  Xf^,  i/q,  Zq,  durch 
den  sie  gehen  soll,  so  ist  wie  in  (21),  nur  jetzt  mit  u^  =  1: 

(23)  1  =  ^1, 

wonach  man  die  Gleichung  (15)  in  der  Form: 

^  _  »  ^  =0 

Jf  0  ^  X  " 

schreiben  und  sagen  kann: 

Sind  Xj  =  0  und  X,  =  0  in  (14)  die  Gleichungen  der  Grund- 
ebenen r^  und  r.2  eines  Ebenenhiischels  und  Xq,  i/q,  Sq  die  Koordinaten 
eines  festen  PunMes,  durch  den  die  Einheitsehene  Fq  bestimmt  iverden 
soll,  so  ist  die  Gleichung  der  laufenden  Ebene  11  des  Büschels: 

(24)  1^0-^-1^0  =  0, 
tvo  n  das  Doppelverhältnis 

(25)  fi=^(r,nnr,) 

bedeutet. 

Die  Gleichungen  (15)  und  (24)  sind  gleich  allgemein,  aber 
während  (15)  von  den  Konstanten  A^^,  jB^,  C^,  D^  und  Ä^,  B.2,  C^,  D.^ 
selbst  abhängt,  enthält  (24)  nur  die  Verhältnisse  A^  :  B^  '.  C^:  D^  und 
A^  :  Bo  :  C.2  :  D^  ^^^^  stimmt  darin  mit  den  Gleichungen  (14)  überein, 
die  auch  nur  diese  Verhältnisse  enthalten  (vgl.  §  40,  4). 

11.  Doppelverhältnis  von  vier  Ebenen  im  Büschel.  Da  in  der 
Gleichung  (15)  des  Büschels  der  Parameter  tt  nach  (IGi  das  multiplizierte 
Teilungsverhältnis  oder  nach  der  Ausdrucksweise  von  §  6,  (7')  die 
multiplizierte  Verhältniskoordinate  der  laufenden  Ebene  77  in  bezug  auf 
die  beiden  Grundebenen  F^  und  F.^  als  x4.nfangsebenen  ist,  so  folgt 
wie  in  §  IS^  9: 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  durcJi  iJire  Gleichungen:''^) 
(2(3)     Xj  —  jtij  Xo  =  0,  Xj  —  Uo  X,  =  0,   Xj  —  /I3  Xo  =  0,   Xj  —  ^^ Xg  =  0 
gegebenen  Ebenen  IJ^,  n.^,  77,,  11  ^  des  Büschels  (15)  ist: 

^        ^  V       1        2        3        4/  (^,  _  ^^)  (u^  _  ^J 

Das  Doppelvcrhültnis,  das  zicei  durrh  ihre  Gleichungen: 
(28)  X,-fi,X,  =  0,     X,-^,X,  =  0 
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gegebene  Ebenen  U^  und  U^   mit  den   beiden    Grundehenen   F^  und  H 
des  BüscheJs  bilden,  ist: 

(29)  ö^{r,nn,n,)  =  ^f^- 

Für  Uo  =  —  ."i  «iöd  tlie  Ebenen  (28)  zu  den  Grundebenen  har- 
ononisch. 

Die  gleichen  Sätze  gelten  auch  für  die  Form  (24)  der  Gleichung 
des  Büschels. 


§  43.    Die  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Ranme. 

1.  Parameterdarstellung  der  geraden  Linie.    Xach  §  34,  (6)  be- 
stehen   zwischen    den   Polarkoordinaten    einer   Strecke   PqP,    nämlich 
ihrer  Länge  s  und  ihren  Richtungskosinus  a,  ß,  y,   und  den  Koordi- 
naten Xq,  iJq,  Zq  und  X,  y,  z  ihrer  Endpunkte  die  Gleichungen: 
(1)  x  —  x^=^  as,     ij  -yQ  =  ßs,     z  -  z^  =  ys. 

Läßt  man  daher  bei  festen  Werten  von  x^,  y^,  z^-^  cc,  ß,  y  die  im 
Sinne  von  §  34,  6  relative  Länge  s  der  Strecke  von  —  oo  bis  +  oo 
laufen,  so  erhält  man  in  (vgl.  §  16,  (2)): 


(2) 


\x  =  XQ  +  as,    y  =  yQ-^ßs,    z 


'0     1 


ys 


kz 


\        {a'  +  ß''  +  y'-=^\,     -oü<.5<+(X)) 

eine  Parameterdarstellung^^)  der  gerichteten  geraden  Linie,  die  durch  den 
Punlt  Xq,  y^,  Zq  in  der  Richtung  a,  ß,  y  hindurchgeht  (Fig.  242). 

Die  Formeln  gehen  auch  (vgl. 
§  40,  (19))  mit  I  =  s,  t;  =  0,  e  =  0 
(und  a,  /3,  y  für  a^,  b^,  c^)  aus 
§  37,  (13)  hervor.  Der  Parameter 
1  =  5  bedeutet  die  Koordinate  des 
PunJctes     auf     der     Geraden     (vgl. 

§  1,  6)- 

2.    Darstellung    der    Geraden 
durch  eine  Proportion.    Durch  Eli- 
mination von  s  ergeben  sich  aus  (2)  /^ 
die  Gleichungen  (vgl.  §  16,  3  ):             ^ 

(3)       x-XQ-.y-y^'.z-z^^u'.ß-.y         {a^j^ß-'+f=l  oder  + 1) 

für  die  durch  den  Funkt  x^,  y^,  z^  in  der  Richtung   a:ß:y    hindurch- 
gehende (ungerichtete)  Gerade. 

Hier  brauchen  «,  /3,  y  nicht  selbst  die  Richtungskosinus  zu  sein, 
sondern  sich  nur  wie  diese  zu  verhalten  (vgl.  §33,  8):" 


^-•^o^o^o 


Fig.  242. 
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(5) 


Insbesondere  ist: 
(4)  X  :  y  :  2  =  cc  :  ß  :  y 

die  durch  den  Anfangspunkt  0  in  der  Richtung  a  :  ß :  y  gehende 
Gerade. 

3.  Darstellung   der   Geraden  als  Durchschnitt   zweier  Ebenen. 

Die  Proportion  (3)  vertritt  zwei  lineare  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z. 
In  der  Tat  kann  die  Gerade  im  Räume  immer  als  Durchschnitt  zweier 
Ebenen  betrachtet  und  daher  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

A^x  +  B,y  +  a^z  +  D.  =  0 

dargestellt  werden. 

Ist   x^^   ?/q,   ^y    ein   Punkt    der    Geraden,    so    können    die    beiden 
Gleichungen  (5)  auf  die  Form  §40,(18)  und  danach  in  die  Form: 

(6)     x-x^-.y-y^-.z-z^  =  B^C^- B,C^:C^Ä.^-C^Ä^:  Ä^B,-Ä^B^ 

der  Proportion  (3)'  gebracht  werden  (Anni.  2,  II,  ^12)). 

4.  Matrixgleichung  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte.    Eine 
Gerade  sei  als  Verbindungslinie  zweier  getrennten  Punkte  P^^=  x^,y^, 

z^  und  Pg  =  •^"2  7  Ih  5  ^2  gegeben  (Fig.  243). 
Die  beiden  Punkte  bestimmen  mit 
einem  beliebigen  Punkte  P  =  x,  y,z 
des  Raumes  ein  Dreieck  PF^Po, 
dessen  absoluter  Flächeninhalt  z/ 
immer  dann  und  nur  dann  verschwin- 
det, wenn  der  Punkt  P  in  der  Ver- 
J/  bindungslinie  von  Pj  und  Pg  liegt. 
Die  Bedingung  z/  =  0  zerfällt  aber  nach 
§36,(5)  in  die  drei  Bedingungen: 

wenn  J  .,  ^.^,  ^^y  die  Koordinaten  des  Dreiecks  z/  bedeuten. 

Der  laufende  Punkt  P  =  x,  ?/,  z  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
P^  =  Xi,yi,Zi  und  P<i  =  x^,y^,z^  genügt  daher  den  drei  Gleichungen: 


0, 


i?) 


y 

z 

1 

-^-^..  = 

!h 

^1 

1    =0, 

'^^:.r 

^2 

z., 

1 

X 

!f      1 

2J 

XIJ 

X, 

!/i     1 

X, 

y-i    1 

0, 


=  0. 
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Wenu  die  drei  Punkte  P,  P^,  Pj  in  gerader  Linie  liegen,  verschwindet 
auch  der  Rauminhalt  77  des  Tetraeders  OPP^  P^,  ist  also  nach  §  39,  (8): 

X      y      z 

(8)  677=  -    X,     y,     2,\^0. 

I  -^2        y-2        '^2   I 

Indem  wir  daher  die  vier  Gleichungen  (7)  und  (8)  in  das  Verschwin- 
den einer  Matrix  (Anm.  1,111,(25))  zusammenfassen,  ergibt  sich  (vgl. 
§  16,  (5)): 

Die  Verhindungslinie  der  Punkte  x^,  y^,  z^  und  x.^,  y^,  z^  ist  durch 
die  die  vier  Gleichungen  (7)  und  (8)  vertretende  Ghichimg: 

X      y      z      1 

(9)  x^     y,     z,     1     =0 

2   y^     2      1 

dargestellt  (vgl.  §  40,  (1)). 

5.  Abhängigkeit  der  vier  Gleichungen  der  Geraden.     Da  aber 

zwischen  den  vier  Größen  z/  .,  ^.^.,  z/_^,^  und  377  die  Identitäten 
bestehen:  ^00) 

U2  •  4c  +  ?/2  •  ^.x  +  z-i  ■  4,  +  377  =  0, 
so   folgen   im   allgemeinen   aus  zweien  von  den  vier  Gleichungen  (7), 
(8)  die  übrigen  beiden  von  selbst.     Ist  beispielsweise: 

(11)  <-.  =  0,     ^,  =  0, 
so  wird  nach  (10): 

^i-z/,,. +  377=0 

^,•4,.  + 377=0 

und  hieraus  folgt:  z/y.  =  0  und  77  =  0,  wenn  a\=)=^2  (Anm.  2,  I,  3). 
Im  Ausnahmefalle  Xi=X2  fallen  aber  auch  die  beiden  Gleichungen  (11), 
die  dann  lauten: 

( z^  —  Z.2 )  (x  —  x^]  =  0 ,     (//^  —  //a)  (.r  —  x^)  =  0, 

in  eine  zusammen;  die  Gerade  ist  der  y^-- Ebene  parallel.  Man  kann 
also  sagen: 

Die  Verhindungslinie  der  PunJde  x^,  y^,  z^  und  x^,  y^,  z.^  ist,  wenn 
sie  nicJd  der  yz- Ebene  parallel  ist,  durch  die  Gleichungen: 

\  z      x      1  \  X      y      l  . 

(12)  \z^     x^     1=0,        x^     ?/i     1    =0 

z^     x^     i.  x.2     y2     ^  \ 

dargestellt. 
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6.  Darstellung  der  Geraden  durch  Grundriß  und  Aufriß.    Die 

Darstellung  (12)  fällt  wieder  unter  die  allgemeine  Form  (5).  Die 
beiden  Gleichungen  (12)  stellen  (vgl.  §  40,  (15))  die  projizierenden 
Ebenen  der  Geraden  auf  die  £,r- (Grundriß-)  und  ici/- (Aufriß-) Ebene 
dar.  Sie  sind  zugleich  in  bezug  auf  die  ebenen  Koordinatensysteme 
Ozx  und  Oxy  (vgl.  §  40,  (17))  die  Gleichungen  von  Grundriß  g'  und 
Aufriß  g"  der  Geraden  g,   d.  h.   ihren   orthogonalen  Projektionen  auf 


(13; 


.Fig.  245. 


die  beiden  Ebenen  sx  und  ry  (vgl.  Fig.  244,  sowie  die  Fig.  245,  wo 
die  Grundrißebene  nach  §  31,  7  aufgeklappt  ist);  G^  und  G^  sind  die 
Simrpunlde,  d.  h.  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g  mit  Grundriß-  und 
Aufrißebene,  G^"  und  G^'  die  Projektionen  von  G^  und  G^  auf  die 
ic -Achse. 

7.  Die  Anzahl  der  Konstanten  der  Geraden.  Die  Gleichungen  (12) 
lassen  sich  (da  x^^x.^  sein  soll)  durch  Auflösen  nach  y  und  z  auf 
die  Form   bringen :  ^*'^) 

I  y  =  ^0  +  ^^ 
\s  =  Cq  -{■  ex. 

Sie  enthalten  vier  unabhängige  Konstanten  h^,  h,  Cq,  c,  wie  denn  (§  16,  5) 
Grundriß  und  Aufriß  einer  Geraden  völlig  unabhängig  voneinander 
gegeben  sein  können,  worauf  (Fig.  244)  die  über  ihnen  senkrecht  zu 
Grundriß-  und  Aufrißebene  errichteten  Ebenen  die  Gerade  als  ihren 
Durchschnitt  bestimmen.    Es  gibt  dahe^'  oc^  gerade  Linien  im  Räume. 

8.  Beziehung  der  beiden  Darstellungen  (3)  und  (13).  Die 
Gleichungen  (13j  kchmen  in  der  Foi-m: 

X  '.  y  —  b^:  z  —  Cq=  \  -.b  '.  c 

geschrieben  werden,  die  aus  (3)  mit: 

(14)  Xq  =  0,     ]lQ  =  b^,     Zo  =  Cq:     a:  ß:y  =1  :b:c 

hervorgeht.     Es   ist  0,  b^,  c^^   der  Schnittpunli  der   Geraden  (13)   mit 


§  43,  9—10. 


2Ö9 


der  yz -Ebene,  und  sind  (vgl.  §  33,  (20)): 
1  .  h 


(15) 


ß  = 


yi  +  &*  +  c*'    '      yi-^h^+c'-         }/i  +  6«  +  c* 

die  Bichtimgslosinus  der  ungerichteten  Geraden  (13). 

Die  Gleichungen  (3)  dagegen  geben,  nach  //  und  2  aufgelöst,  die 
Gleichungen 

•^  a  u 

welche  die  Form  (13)  haben  mit: 


x^  +  "^o-y-^o 


•(16) 


\- 


c^l/o  —  ß-^o 


Cn   = 


7^0 


h  =  ^,     e  =  ^^ 


9.  Gleichung  der  Verbindungsebene  einer  Geraden  und  eines 
Punktes.  Die  Gleichung  einer  Ebene,  die  durch  den  gegebeneu 
Punkt  Xj^,  y^,  z^  geht,  ist  nach  §  40, 
(18)  von  der  Form: 


(17) 


i^A{x-o:,)  +B{y-y^) 


\  +C(^-^i)  =  0. 

Soll    nun    die    Gerade    (2)    in    dieser 


(18) 


Ebene  liegen,  muß  die  Gleichung: 

A{xq  +  as  —  X,)  +  .B(«/o  +  ßs-y^) 
+  C(ZQ+ys  —  z^)  = 
identisch  in  s  erfüllt  sein,  also: 

^(^^0  -  ^i)  +  BCyo  -  Vi)  +  CUq  -  ^i)  =  0 
Aa  -\-Bß  -^Cy  =0. 

Durch  Elimination  von  A,  B,  C  aus  (17)  und  (18)  folgt  (Anm.2,II,3): 
Die  Verbindioiysehene  des  Pnnlies  x^,y^,z^  mit  der  Geraden  (3): 
X  ~  Xq-.  y  —  y^:  z  -  Zq  =  a  :  ß  :  y 
(Fig.  24G)  lud  die  Gleichung: 

x  —  Xi      y  —  y^      z  —  z^ 


(19) 


ß 


=  0. 


r 


10.  Der  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Geraden.  Der  ab- 
solute Abstand  des  Punktes  P^  =  j\,  y,,  z^  von  der  Geraden  (2)  sei  d; 
der  absolute  Flächeninhalt  des  Dreiecks  P^P^P,^,  wo  P„  und  P.y  die 
den  Werten  s  =  0  und  s  =  1  entsprechenden  Punkte  der  Geraden 
sind  (Fig.  247),  sei  z/.     Dann   ist  z/  =  ^-  .  1  .  d,   also  nach  §  36,  (5): 

Staude,  analyt.  Geometrie.  14 


2J    = 


210  §  44,  1- 

02  =  4z/-  =  4z/-  +  4z/-  +  4z/-^  , 

;/ .-     '  zx     '  .xy  ' 

WO  nach  §  36,  (6)  (vgl.  Anm.  1,  IV,  4j: 

Vi  h  1  '       j  2/i     -^i     1  i 

^0  -^0  1  i  =  i  //o     ^0      1  !  =  /5  (^1  -  -^o)  -  7  {ih  -  :Vo) 

und  ebenso: 

2 ^.-.^  =  y (^1  —  ^o"»  -  « ("^1  —  ^o) .     2 '^:^-s.  =  « C'/i  - //o )  -  ßix^- x^). 

Für  den  Abstand  d  des  Piml'tes  x^,  ij^,  z^   von  der  Geraden: 

3C  —  Xq-'  y  —  Vq-  ^  —  h  =  ^  •  ß  '•  y         («^  +  /3-  +  J^^  =  1) 

ö^  =  [K^i  -  ^o)  -yi:yi-yo)V+  {y(p^i-  -^o^  -  «(-^i  -  -^o)  T 

+  {«(yi-^o)-^G'^i-^o)}^- 

Hier  müssen  nacli  der  Ableitung  a,  ß,  y  die  wirklichen  Richtuugs- 
kosinus  sein,  also  «^  +  ß'  -\-  7'  =  ^  ('^gl.  §  43,  2)-,  andernfalls  ist  die 
rechte  Seite  (20)  noch  durch  a-  -\-  ß-  +  y^  zu  dividieren. 


(20) 


§  44.    Zwei  gerade  Linien  im  Ranme. 

1.    Bedingung  der   vereinigten  Lage  zweier   durch,   ihre    Para- 

meterdarstellungen  gegebenen  Geraden.  Zwei  Gerade  g^  und  //^   im 
Räume    schneiden    sich    im    allge- 


meinen    nicht.      Wenn     sie     sich 


f  "i  A  /S 


schneiden,   sagt  man  auch,   daß  sie  sich  In   vereiauftcr  Lfuje  befinden. 
Seien    die    beiden    Geraden     durch    ihre    Parameterdarstellungen 
(vgl.  §43,(2)): 

X  =  Xg"  +  «2*%   y  =  y-i^  +  /^2*^   ~  =  ^-2^  +  y-i'^ 

gegeben.     Haben  die  Geraden  einen  gemeinsamen  Punkt  P  =  x,  //,  z. 


(1) 
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der   zu   den   Para in eter werten   s^^    bezüglich   .s,   (Fig.  248)   gehört,    so 
müssen  die  drei  Gleichunsen  bestehen: 


0 
0, 


was  nur  möglich  ist  (Anm.  2,  II,  3),  wenn: 

iß)  I/l'-lh'        ßl        ß2      =0. 

Die  Gleichung  (3)  /^^^  die  Bedingung,  daß  die  beiden,  Geraden  (1) 
sich  schneiden. 

Die  Parameterwerte  s^  und  So  <3es  Schnittpunktes  P  ergeben  sich 
dann  in  der  Tat  aus  den  Gleichungen  (2),  deren  wirkliche  Auflösung 
weiterhin  in   den  Formeln  (16)  erhalten  wird. 

2.  Bedingung  der  vereinigten  Lage  zweier  durch  Grund-  und 
Aufriß  gegebenen  Geraden.  Sollen  die  beiden  durch  die  Gleichungen- 
paare  (vgl.  §  43,  13)): 

«/  =  &i°  +  \x  (ij  =  h.2^  4-  h^x 


—  ^  0 


L'i)  I        C-g  t/y 


gegebenen  Geraden  sich  schneiden,  so  muß  der  Schnittpunkt  x,  y,  b 
allen  vier  Gleichungen  (4)  genügen,  also  auch  den  durch  Elimina- 
tion von  //  und  z  entstehenden  Glei- 
chungen : 

Die  beiden  Geraden  (4)  schneiden 
sich  daher  nnter  der  Bedingung: 

Cj  6*2         C^  C^ 

Der  Schnittpunkt  selbst  wird  dann: 
K^  —  K  __Ci''  — c," 


O 


(6) 


(7)    x 


^ 

/     ;    ^. 

^y           \t-J         \ 

yjc           \               '^ 

^'  / 

o— o— 

.     ''^^^"^^ 

y^^ 

'  ' 

Fig.  249. 

y 


b, 


In  der  Grund-  und  Auf rißdar Stellung  der  beiden  Geraden  g^  und 
9i  (§  43,  (>)  besteht  die  Bedingung  des  Schneidens  darin,  daß  der  Schnitt- 
punTit  P'  der  beiden  Grundrisse  ///  und  g^  und  der  Schnittpunld  P" 
der  beiden  Aufrisse  g^'  und  g^'  (Fig.  249)  senkrecht  übereinander  liegm, 

14* 
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also  Grund-  und  Aufriß  eines  Raumpunktes  P  sind  (§  31,  7).  In  der 
Tat  haben  die  Punkte  P'  und  P"  unter  der  Bedingung  (6)  aus  (5)  die 
nämliche  Koordinate  x. 

3.  Schraubensinn  eines  Paares  gerichteter  Geraden.  Sind  g^ 
und  g.,  zwei  gerichtete  Gerade,  die  sich  nicJit  schneiden,  und  verbindet 
man  irgend  einen  Punkt  T^  der  ersten  mit  irgend  einem  Punkt  T^ 
der  zweiten  Geraden  (Fig.  250),  so  ist  die  Verbindungslinie  ^^.3  eine 
gemeinsame  Transversale  der  beiden  Geraden.  Sie  soll  ihrer  Richtung 
nach  von  der  ersten  zur  zweiten  Geraden  laufen. 

Die  drei  gerichteten  Geraden  ^^^oif^2  bestimmen,  in  dieser  Reihenfolge 
genommen,  nach  §32, 10  einen  bestimmten  Schraubensinn  S  =  @ (^1/72^12)? 
denjenigen  eines  Achsensystems,  dessen  drei  von  irgend  einem  Punkte  0 
ausgehende  Achsen  g^'^g^'^t^^  (Fig-  250)  mit  g^g^tii  parallel  und  gleich- 
gerichtet sind  "B (g^g^ti^)  =  '^{ffi'gi^ii^)- 

Man  kann  den  Punkt  0  nach  T^  verlegen  und  hat  dann  nur  durch 
T^  eine  Parallele  ^2"  zu  g^  zu  ziehen  (Fig.  251\    Je  nachdem  dann  die 


Fig.  250. 


Fig.  251. 


positive  Halbachse  2\J\  ^^^^  h-2  ^^^  ^^^'  positiven  oder  negativen 
Seite  der  durch  die  Achsenfolge  g^gj^  gerichteten  Ebene  gig.J^  (vgl. 
§32,8)  liegt,  ist  der  Schraubensinn  ©  (,^1/73^12)  =  ®  (.^i^2°^i2)  positiv 
oder  negativ  (in  Fig.  251  positiv).  Denkt  man  sich  in  g^  in  der 
positiven  Richtung  von  g^  schwimmend  mit  dem  Gesicht  nach  g^  ge- 
wendet, so  ist  <B  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  man  r/j  von  links 
nach  rechts  (wie  Fig.  251)  oder  von  rechts  nach  links  laufen  sieht. 
Da  nun,  was  das  Achsensystem  g^g^^ii^  betriift,  die  Gerade  g^  der 
Ebene  g^g^^  parallel  ist,  also  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  2L\^i  der- 
selben Seite  der  Ebene  liegt,  ist  der  Schraubeusinn  o  von  der  Wahl 


§  -44,  3. 
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des  Punktes  T.^  auf  g^  unabhängig.  Ebenso  ergibt  sich  aber,  daß 
er  von  der  Wahl  von  T^  auf  g^  unabhängig  ist. 

Der  Schraubensinn  '"B  =  ^{ij^^g^t^^)  ist  daher  imabJiäng ig  von  der 
Wahl  der  Transversale  t^^,  und  den  beiden  Geraden  g^^  g^,  zunächst 
hei  dieser  ihrer  Reihenfolge  eigentümlich.  Er  ist  aber  auch  von 
dieser  Reihenfolge  i(>iah]iä)igig.  Denn  nimmt  man  g.^  als  erste  und  g^ 
als  zweite  Gerade,  so  ändert  sich  (Fig.  252  gegenüber  Fig.  251)  der 
Drehungssinn  der  Ebene  ^^^2^  aber  auch  der  Sinn  der  Transversale, 
die  nun  als  t.21  von  Tg  nach  T^  läuft.    Daher  ist  ®  (^2.^/1  ^21)="®  (ö'i 5^2 ^12)- 

I.  Ein  Paar  gericldcte  Gerade  g-^,  r/2,  die  sich  nicht  schneiden^ 
haben  einen  hestimmten,  von  ihrer  Heihenfolge  unabhängigen  Schratd)en- 
sinn  S,^^^)   der  bestiinmt  ivird  als  ScJirauhensinn  eines  Achsensystems 


Fig.  253. 


^iJi9ih2i  d€sse)i  Achsen  parallel  und  gleichgerichtet  den  beiden  Ge- 
raden und  einer  beliebigen  von  g^  nach  g.2  laufenden  Transversale  t^^ 
sind  (Fig.  250). 

IL  Denli  man  sich  mit  dem  Kopf  voran  in  der  einen  Geraden 
nach  ihrer  positiven  Richtung  hin  schivimmend,  das  Gesicht  der  anderen 
Geraden  ziigeivendet,  so  ist  der  Schraubensinn  (S  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  man  diese  ihrer  positiven  Richtung  nach  von  linlis  nach  rechts 
oder  von  rechts  nach  Unis  laufen  sieht. 

Um  ein  bestimmtes  Beispiel  vor  Augen  zu  haben,  denken  wir  uns 
das  positiv  orientierte  rechtwinklige  Achsensystem  Oxyz  (Fig.  253, 
die  a: -Achse  tritt  nach  vorn  aus  der  Zeichnungsebene  Oyz  heraus). 
Die  eine  Gerade  g^  sei  die  gerichtete  a' -Achse  selbst,  die  andere  ^^ 
gehe  durch  einen  Punkt  72  =  0, 0,f/  der  positiven  (dy-Vi)  Halbachsen 
parallel  der  gerichteten  //-Achse.  Nach  I  ist  der  Schraubensinn  des 
Paares  g^g^  gleich   dem  des  Achsensystems  Oxyz,  also  positiv.    Nach 
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n  ergibt  sich  dasselbe,   da  man,   in  der   einen  Geraden  schwimmerid, 
jedesmal  die  andere  von  links  nach  rechts  laufend  erblickt. 

4.  Das  Moment  zweier  gerichteten  Geraden  im  Räume.  Zwei 
gerichtete  Geraden  r/^  und  g^  seien  durch  ihre  Richtungskosinus  a^, 
/3j,  y^  und  a^,  (%,  y.^  und  durch  je  einen  Anfangspunkt  Pj**  =  :r^^, 
2/i°,  Z-^  und  Pg"  =  x^^,  y^^,  z.^  gegeben  (Fig.  2ö4).  Ihre  Parameterdar- 
stellung geben  die  Gleichungen  (1). 

Für  den  Winkel  %•  zwischen  den  beiden  Geraden  ist  nach  §  35,  ( Ij 
und  (2j: 
(8)  cos  #  =  «1  «2  +  A  /52  +  ^1 72? 


(9)       sin  #  =  1/f  ^,  72  -  ^2  n)'  +  Cri  ^h  -  n  «i)'  +  («i  [\  -  «2  ^i)'- 

Verbindet   man    einen   beliebigen   Punkt   Pj  =  a^^,  y^,  Zy    (s^)   der 
Geraden  g^  mit  einem  beliebigen  Punkte  P,  =it'2>  .'/»>  ~2  (^2)  ^^^   ^^' 

raden  g^^^  (Fig.  254),  so  erhält  man 
'^^.('^'-zß^.Yi)  eine  gemeinsame  Transversale  t^^  = 
P1P2  der  beiden  Geraden  g^  und  ^o- 
Die  von  Pj  nach  P^  hinlaufende 
Transversale  hat,  wenn: 
(10)  /  =  I\R, 

ihre   absolute  Länge  von   P^  bis  P, 
Ä^^<,A/.>    bedeutet,  nach  §  34,  (7)    die  Rich- 
tunorskosinus: 


oder  nach  (Ij: 


(11 


a,'o 

—  • 

''^         a 

y^ 

t 

7     f* 

V 

2,  —  r, 

^ 

7 

0  _ 

-2/1 

.''  +  /3.«.- 

-ß 

■22"  —  ^!  "  +  72  ^''2  — Vi«! 


Der  Sinus  der  Ecke,  deren  Kanten  g^^,  g.y^,  /^!],  etwa  von  0  aus- 
gehend (Fig.  254j,  mit  den  Geraden  g^,  g.^.  t^.^  parallel  und  gleich- 
gerichtet  sind,   ist  dann    bei  positiv   orientiertem  System   Ojcyz  nacli 

§37,(9): 

a^     cc,     A 

sin .^1^2°  ^12  =  I  A     ih     ."  j  7 
also  mit  Benutzung  von  (11): 
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«1    K,    x.2°  —  x\^-{-a^s.2  —  cqSi  (c^    CC.2    x.^^  —  x^^ 


SLD 


/l       f-2       -i          "l    T^/2*2        /l*l 

(Anm.  1,  lY,  4 ). 

Fühi-en  wir  die  den  Geraden  g 

^i      f-2      -^2°  —  ^'l'' 

(12) 

J/=    ^,     ß,     !i^-y^ 

ein,  so   wird: 

Vi      /i      "i    ~  ~i 

(13) 

f.sin<^,%^=J/: 

/l      /2       ^2  ~1 


TF/r  nennen  den  Ausdruck  M  in  ( 12)  das  Moment^^'^)  der  beiden 
Geraden  g^^,  g^,  die  bezüglich  durcJt  die  Punkte  x^,  y.^,  z.^  und  xj^, 
y.^,  zj^  in  den  Bildungen  a^,  ß^,  y^  und  «,,  ß.^,  y.2  hindurchgeJiPn 
(Fig.  254j.  Da  nun  t  nach  (10)  positiv  ist,  und  der  Sinus  der  Ecke 
g^g=^i^l  nach  §  32,  11  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  das  Achsen- 
system g-^g^t^2  ^^^  daher  nach  §  44,  3  das  Geradenpaar  g^,  g.^  po- 
sitiven oder  negativen  Schraubensinn  hat,  so  folcrt: 

Der  Schrauhensinn  eines  Paares  gerichteter  Geraden  ist  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  ihr  Moment  positiv  oder  negativ  ist. 

Das  Moment  ztveier  Geraden  ist  nach  seiner  Definition  ( 12 1  vrm 
der  Reihenfolge  der  beiden  Geraden  unahhängig,  da  die  Determinante  fl2) 
bei  Vertauschung  der  Indizes  1  und  2  sich  nicht  ändert  Anm.  1, 
IV,  2:5). 

In  Übereinstimmung  mit  §  44,  3  ergibt  sich  also  auch  hier  der 
Schraubensinn  des  Paares  unabhängig  von  der  Reihenfolge,  sowie  von 
der  Wahl  der  Transversale. 

Für  die  beiden  Geraden  in  Fig.  253  können  wir: 

:,-jO_Q^    .Vi"  =  0,    ^'i''  =  0:     Ä%»  =  «,    ///'  =  0,    z.;^  =  d 
nehmen  und  ist: 

«1  =  1,    /3i  =  0,    ^1  =  0:     a,  =  0,    ß.  =  l,    y,  =  0. 

Damit  wird  nach  (12j: 

M=d>0, 

so  daß  der  Schraubensinn  des  Paares  positiv  ist. 

Aus  ('3)  und  ( 12j  folgt: 

Das  Verschicinden  des  Momentes  ist  die  Bedingung,  daß  die  beiden 
Geraden  sich  schneiden. 

5.  Die  Fußpunkte  der  gemeinsamen  Normale  von  zwei  Ge- 
raden.    Die   Transversale   t^.^  =  ''-,  ."7  ^    ^^^'   beiden    Geraden  7^,  g.^   in 
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§  44,  4,   die  bisher  (Fig.  254)   eine   ganz  beliebige  war,  wird  zur  ge- 
meinsamen Normale  n^^  der  beiden  Geraden,  wenn  (§  35,  (4)): 

oder  nach  (11)  und  (8): 


(15) 


8i  -  cos#  .  s,  =  a,  (.TgO-a^i«)  +  ß,  (:!/,' -y,')  +  n  (-ä^s"-^!") 


(16) 


i  n,^  {^LLi>) 


.cos^ .  s^  -  s,  =  «2(^2«- V)  +  ß^W-lh")  +  ^2(^2"-%°)- 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Ausflösung  nach  s^  und  s^,  wenn  nur 
sin §•  =1=0  ist,  stets  je  ein  und  nur  ein  Wert  für  s^  und  s^,  nämlich: 
sin- d-.s^^  (c^i  —  «o cos d-)  {x.^  —  x^^)  +  {ß^  —  ß.^ cos d-)  {i/.^^  —  .?/i° ) 

+  (ri-r2cos^)(^2"-V)> 

sin2  ^ .  5^  =  /-, -^  _  a^  cos  'S-)  (a^^«  -  x^^)  +  (/^^  -  /^^  cos  &)  (y,^ — y^^) 

+  (j^2-ncos^)(V-^o"). 

Diese  Formeln  gehen  für  die  Darstellung  (1)  der  heiden  Geraden 
die  heiden  Parameteriverte  der  Fußimnlde  P^  und  P^  der  gemeiiisamen 
Normale  n^^  (Fig.  255). 

Wenn  g^  und  g^  sich  schneiden,  gehen  die  Formeln  (16)  die  Para- 
meter Sj  und  So  des  ScJmittjninlies  (vgl.  §  44,  1 ). 

Denn  multipliziert  man  die  drei  Gleichungen  (2)  bezüglich  mit 
f^     /^i7  y-i  oder  a.2,  ß^,  7%  ^^^  addiert,  so  folgen  auch  die  Formeln  (15). 

6.  Die  Gleichungen  der  ge- 
meinsamen Normale.  Die  durch 
P^  und  P^  (Fig.  255)  senkrecht 
zur  gemeinsamen  Normale  n^^  ge- 
legten Ebenen  E^  und  E^  enthalten 
die  Geraden  g^  und  //^  bezüglich 
ganz.  Man  erhält  also  11^.2  auch 
dadurch,  daß  man  durch  //j  eine 
zu  g.2  parallele  Ebene  E^  und  durch 
g.y  eine  zu  g^  parallele  Ebene  E^ 
legt  und  dann  weiter  durch  //,  und 
//g  die  zu  E^  und  7%  senkrechten 
Ebenen  Fy  und  bezüglich  F.,  zieht. 
Dann  ist  «j«  ^^^r  Durchschnitt  F^  X  F.^  der  beiden  letzteren  Ebenen. 
Die  Ebene  F^  ist  dadurch  bestimmt,  daß  sie  durch  Pi°  =  ./i",  y^^,  ^/' 
geht  und  zwei  durch  Pj**  gehende  Gerade,  die  eine  g^  mit  den  Kichtungs- 
kosinus  a^,  ß^,  y,  und  die  andere  parallel  ><^o  mit  den  durch  1 14) 
bestimmten  Richtungskosinus  Ä,  ;u,  v  enthält;   ihre  Gleichung  ist  da- 
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her  nach  §  40,  (20 

'): 

X  — 

-V   y- 

.< 

(17) 

«1 

ß^ 

A 

ß 

71  =^- 

V 

Ebenso  hat  die  Ebene  J^^  die  Gleichung: 

^  —  ^2°  y  -  y-:^   ^  -  ^"2° 

(17)  a,  ß,  y,  ^=0. 

X  li  V 

Nach  (14^  folgt  aber  für  die  Richtungskosinus  ).,  u,  v  der  ge- 
meinsamen Normale  n^,^  (vgl.  §  33,  S): 

,1Q\  1    _    ^        ft  72  —  Vi  /^2  „    _    r       yi  '^ä  —  °^1  72  ,,   _    _       f^liä^ll«« 

(f=±l). 

Damit  wird: 

f  sin  'S-  .  {ßiV  —  y^  fi)  =  /3i  ( «i  ß..  —  ß^  a.^)  —  y^  (y^  u^  —  a^  y2)  =  «i  cos  -9-  —  cc.^ , 
usw.,  so  daß  man    die   beiden  Gleichungen  (17)  auch  schreiben  kann: 
j  («1  cos  &  -  «2)  ix  -  ii'/)  +  ( ß^  cos  d-  -  /3.,)  (?/  -  ?/i<^l  +  (>'i  cos  &  -  y,)  U  -  ^^^ )  =  0, 
1  («2 cos ^  -  a,)  (x  - .//)  +  (^2Cos#  -  /3  j  (y  -  y,')  +  (;^,cos^  -  7,)  (.-  -  -,°)  =  0. 

Dies  sind  somit  die  Gleichungen  (vgl.  §  43,  (5))  der  gemeinsamen 
Normale  n^^  ^^  beiden  Geraden  g^  und  g^,  die  durch  (1)  gegeben  sind 
und  den   Winl'el  Q-  miteinander  bilden. 

7.  Die  kürzeste  Entfernung  zweier  Geraden  im  Räume.  Da 
die  Strecke  P^P^  der  gemeinsamen  Normale  (Fig.  255)  auf  den  beiden 
parallelen  Ebenen  i\  und  K2  senkrecht  steht,  so  ist  die  absolute  Länge 

(20)  «  =  Ap; 

der  Strecke  P^P-i  die  senkrechte  Entfernung  der  beiden  Ebenen  und 
daher  die  kürzeste  Entfernung  der  in  diesen  Ebenen  verlaufenden  Ge- 
raden g^  und  z/,- 

Nach  der  für  jede  beliebige  Transversale  f^2  gültigen  Formel  (13) 
ist  aber  speziell  für  die  Transversale  n^^' 

Ji  =  n.sinr//(/2««jO, 

während  mit  Einsetzung  der  Werte  (18)  von  /.,  fi,  v: 

«1     «2     X  \ 
sinr/,V<2=    /^i     ß-2     f' 
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wird  (vgl.  §  41,  {2Q)),  und  daher: 

(21)  M==n  .  esin^. 

Da  n  und  sinO-  positiv  sind,  folgt  hieraus,  daß  e  das  Vorzeichen  des 
Momentes  31  ist,  wodurch  für  die  von  //^  nach  g.2  laufende  Normale  n^^ 
auch  das  Vorzeichen  s  der  Richtungskosinus  (18)  bestimmt  ist. 

Die  Formel  (21)  aber  gibt,  wenn  wir  im  Gegensatz  zu  (20)  das 
Vorzeichen  s  in  n  aufnehmen,  den  Satz:^°"^) 

Der  Ixürzeste  Abstand  n  ziceler  gerichteten  Geraden  g^  und  g.^  ist: 

(22)  »-s^- 

WO  JI  das  Moment  and  ^  den  Winket  der  beiden  Geraden  bedeutet, 
und  n  positiv  oder  negativ  gerecltnct  ist,  je  nachdem  das  Paar  der  beiden 
Geraden  positiven  oder  negativen  Schraubcnsi nn  hat. 

8.  Das  Moment  zweier  Geraden,  die  durch.  (4)  gegeben  sind. 
Sind  die  Gleichungen  der  beiden  Geraden  g^  und  g^  in  der  Form  (4) 
gegeben,  so  haben  wir,  um  sie  in  die  Form  (1)  zu  bringen,  nach 
§43,(14)  und  (15)  zu  setzen: 

(23)  «,  =  A,   ^^  =  ^^   ,^=^:     ,^  =  J_,   ^^  =  ^,   ,^  =  ^, 

wo  wir,  um  die  beiden  Geraden  zu  richten,  etwa  mit  positivem  Vor- 
zeichen setzen: 

(24 )  X,  =  1/l+V+Ci^       ^2  =  /l+V+^2"- 
Dann  wird  nach  (12): 

110  I  il    0  0  ! 


M  = 


1    ^^-'-^  V-^i" 


Das  Moment  der  beiden  im  Sinne  der  Richtungshosinus  (23),  (24) 
gerichteten   Geraden  (4)  ist  (vgl.  (6)): 

1 ,    &,  -  b,     6/  -  fti«  1 


(25)        21  = 


i/i+&,«+c,«yr+&,*+c,* 


'  1         ^2  ''l 


9.  Das  Moment  zweier  Geraden  als  Rauminhalt  eines  Te- 
traeders. Sind  Pj  =  x^,  ifi,  2^  und  Pg  =  a'g,  1).^,  z.-,  zwei  in  der  po- 
sitiven Richtung  der  Geraden  g^  aufeinanderfolgende  Punkte  derselben 
und  P3  =  X3,  i/g,  z.^  und  P^  =  rr^,  \jj^,  z^  zwei  ebenso  auf /jr^  liegende 
(Fig.  256),  so  ist  (§34,(7)): 


«1 

= 

Xg 



X^ 

^12 

«2 

= 

^4 

— 

X^ 

r. 

A  = 

ß-2  = 


y^ 


§  ii,  9 
2/i 
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y^  —  ya 


^12 
^1  —  .5, 


Indem  man  nun  den  Ausdruck  (12) 
mit  Pi  und  Pg  (Fig.  25(3)  fürP^«  und 
Pg"  (Fig.  254)  bildet,  wird  (^Anm.  1, 
IV,  4:2:  III,  (17)): 


tJLi}  " 

-^, 

X^  —  X 

3      "^3         '^l 

1 

''l2  ''34 

v?.  - 

-.V. 

lu  —  y 

3       ^3-?/! 

^2- 

— <i. 

~4~''l 

^s^-^i 

OCa   " 

~^i 

^■^  —  X 

1         «//o            Jb-t 

1 

~»-12»-34 

y-2- 

-Vi 

Vi  - 11 

L        2/3  -?/l 

^2- 

-  z^ 

-?4  — *j 

^3  -  "^ 

a;.,  —  ^j^ 

1 

Fis.  256. 


y-2  -  //i    ^3  -  //l 


a; 


.r.,  —  x-. 


X., 


-^4         '"l 

Vi  —  //i 

."4-^-1 

a;^ 

a:o 

^3 

^4 

1       //i 

//2 

//3 

^4 

'^l-2'^34      ^, 


■1 


"l 


1111 


ri.r.^ 


GF,P,P,P, 


(vgl.  §  39,  (7)). 

Bas  Moment  zweier  gericJiteten  Geraden,  die  hezäglicJi  vom  Piuilie 
Pj  nach  dem  Piinlde  Pg  ^rnd  von  P3  nach  P^  laufen,  ist  der  sechsfache 
relative  PMuminhalt  des  Tetraeders  P^P^P-^P^  dividiert  durch  die  ah- 
soluten  Entfernungen  P^P^  und  P^P^: 


(26) 


M  = 


P.  P, .  PVP. 


X^      IJ^     z^ 
1  ^2      y-2      ^2 

'•i.'-3  4  i  x^    ^3    ^-a 


^4     2/4     ^4 


''12  =  1^(^2  -  ^1)^  +  (2/2  -  ViT  +  (^2  -  ^iT, 

>u  =  ^(^4  -  ^3)'  +  (2/4  -  2/3)'  +  (^4  -  "S^s)'- 

Da  M  eine  den  beiden  Geraden   eigentümliche  Konstante  ist,   bleibt 
der  Rauminhalt  P^P.2P^P^  uDgeändert,  wenn  man  die  Strecken  P^P^ 
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und  P3P4,  ohne  ilire  Länge  zu  ändern,  beliebig  auf  den  Geraden  ver- 
schiebt. 

Macht  man  )\2  =  r^^  =  1,  wird  direkt: 
(27)  M=Q.P,P,P,P,. 


III.  Kapitel. 

Die  Koordinaten  der  Ebene. 

§  45.    Die  Koordinaten  der  Ebene  nnd  die  Gleichung  des  Punktes. 

1.    Die   Koordinaten    der  Ebene.")      Die    durch    die   allgemeine 
Gleichung: 
(1)  Ax  +  By+Cz^-B  =  0 

gegebene  Ebene  schneidet   nach    §  40,  5    auf  den   Koordinatenachsen 
die  Strecken  (Fig.  257): 

B  ^^^  D  ^,.  D 


(2) 


0L  =  - 


Ä 


031 


B 


ON 


C 


ab.  Die  negativen  reziproken  Werte  der  relativen  Längen  dieser  Strecken 
heißen  die  Koordinaten  der  Ebene  und  werden  als  solche  mit  u,  v,  w 
l^z  bezeichnet,  so  daß  (vgl.  §  19,  Ij: 


(3) 


A 
D 


B 
D 


IV  = 


Fig.  257. 


Sind  umgekehrt  die  Kotn'diuatcu  u, 
v,  tv  gegeben,  so  ist  nach  (3): 

Ä:B:C:D  =  u:v:n:l 

und  daher  die  Gleiclmng  der  Ebene  (vgl. 

§40,4); 

(4)  Hx  +  vy-\-  ivz  +1=0 


(über  den  Fall  7)  =  0  vgl.  §  47,  5;  §  49,  5). 

Die  Ikziehung  ztvischen  einer  Ebene  und  ihren  Koordinaten  ist 
daher  wechselseitig  eindeutig. 

Nach  §19,  1  sind  v,  ?r;  w,  »;  ((,  r  zugleich  die  Koordinaten  der 
Schnittlinien  MN ,  NL,  LM  in  bezug  auf  die  ebenen  Koordinaten- 
systeme Oyz,  Ozx,  Oxy  (vgl.  §  31,  4\ 

2.  Besondere  "Werte  der  Koordinaten.  Alle  Ebenen ,  von  deren 
(Irei  Koordinaten  eine,  etwa  u  =  0  ist,  sind  (vgl.  §  40,  5;  §  31,  6)  der 
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a:-Achse  parallel:  alle  Ebenen,  für  die  r  =  0  und  ir  =  0,  sind  der 
t/^- Ebene  parallel. 

Alle  Ebenen  von  gleichem  ii  gehen  durch  einen  festen  Punkt  L 
der  x-Aehse,  alle  Ebenen  von  gleichem  v  und  «■  gehen  durch  eine 
feste  Gerade  31 N  der  yz -Ebene  (Fig.  257). 

*  3.    Die   Gleichung   des   Punktes   in    laufenden    Ebenenkoordi- 
naten.   Sind  Ä,  B,  C,  D  beliebige  (nicht  mit  den  in  <  1)  vorkommenden 
in  Beziehung  stehende)  Konstanten  und  u,  v.  ic  die  Koordinaten  einer 
veränderlichen  Ebene,  so  kann  man  sich  die  Gleichung: 
(o)  ,  An  +  Bv  +  Cu-  +  7)  =  0 

dadurch  entstanden  denken,  daß  man  in  die  Gleichung  (4)  der  Ebene 

u,  V,  IC  die  Werte: 

/a\  ABC 

eingesetzt  hat.  Die  Gleichung  (5)  ist  daher  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  daß  der  Punkt  (6)  auf  der  Ebene  u,  v,  w 
liegt,  oder,  was  dasselbe  ist,  daß  die  veränderliche  Ebene  «,  v,  iv 
durch  den  festen  Punkt  (6)  geht. 

Eine  veränderliche  Ebene  geht  inuner  dann  und  nur  dann  durcJt 
den  festen  Punkt  (6),  ivenn  iJirc  Koordinaten  u,  v,  w  der  Gleichung  (5) 
geniigen. 

Man  nennt  daher  (5)  die  Gleichung  des  Punlies  (6)  in  laufenden 
EbenenJiOordinaten  u,  v,  iv.  Es  gibt  oo^  Ebenen,  deren  Koordinaten 
der  Gleichung  (5)  genügen. 

4r.  Dualität  zwischen  den  Koordinaten,  beziehungsweise  den 
Gleichungen  von  Ebene  und  Punkt.  Wir  können  die  vorstehenden 
Erklärungen  in  folgender  Weise  gegenüberstellen  (vgl.  §  19,  3): 

Ist:  Ist: 

(7 )    Äx  +  Biji-Cz^D  =  0         I  (7')   Au  -f  Bv  +  Civ  +  i)  =  0 

die  Gleichung  einer  Ebene  in  laufen-  die  Gleichung  eines  Fuiddes  in 
den  Punltloordinaten  x,  y,  z,  so  j  laufenden  Ebenenlwordinaten  u,  v,  w, 
sind:  '  so  sind- 

/Q ,  A  B  C      ,Q,-  ABC 

{^)    "o  =  J)  >      ^'o  =  7)  '      «<'o  =  x»    j  (8  )   ^0  =  7)  ,     yo  =  i)>      "0  ==  D 

die  Koordinaten  der  Ebene.  I  die  Koordinaten  des  Punldes. 

Sind  i<o,  t"o  w^^  die  Koordinaten         Sind  Xq,  y^,  Zq  die  Koordinaten 
einer  Ebene,  so  ist:  .  eines  Punktes,  so  ist: 

(9)    u^x  +  v^y  +  M^o^  +  1  =  0  (9')    XqU  +  y^v  +  z^w  +  1=0 
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die  Gleichung  der  Ebene  in  laufen-  I  die  Gleichung  des  Punktes  in  laufen- 
den PtmlitJxOordinaten  x,  y,  z.  den  EhenenJcoordinaten  ti,  v,  w. 

5.    Bedingung    der  vereinigten  Lage   von   Punkt  und   Ebene. 

Die  Ebene  u^,  r^,  iVq  und  der  Punkt  x^,  g^,  Sq  liegen  daher  irreinigt, 
d.  h.  die  Ebene  geht  durch  den  Punkt  und  der  Punkt  liegt  in  der 
Ebene,  immer  dann  und  nur  dann,  wenn: 

(10)  H^,x^  +  To^Vo  +  'fo^"o  +1=0. 

(>.    Ebene   durch    drei   Punkte,    Punkt   in    drei   Ebenen.      Die 
Gleichung  eines  Punktes  hat  nach  §  45,  3  immer  die  Form: 

ai)  Äu  +  Bv  +  Civ  +  D  =  0. 

Sie  hängt,  wie  die  Gleichung  der  Ebene  §40,  3;  4,  von  drei  Konstanten- 
verhältnissen A:B:C:D  ab,  die  bestimmt  sind  durch  drei  Ebenen 
«^,  i\^  u\]  u^,  V2,  «2;  u.^,  Tg,  M'3,  welche  durch  den  Punkt  gehen. 
Denn  da  deren  Koordinaten  der  Gleichung  (11)  genügen  müssen,  so  ist: 

f  Äu^  +  Br^  +  Cu\  +  D  =  0, 

\  Au^  +  Br^  +  Chv.^  +  D  =  0. 

Eliminiert  mau  aus  (^11)  und  (12)  die  Konstantenverhältnisse,  so  er- 
hält man  (Anm.  2,  III,  3)  die  Gleichung  des  Punktes,  der  in  den  drei 
Ebenen  liegt,  und  damit  den  folgenden  rechts  stehenden  Satz,  zu  dem 
der  duale,  links  stehende  schon  §  40,  1  abgeleitet  wurde  (vgl.  §  19,  6). 
Die  Gleichung  der  Verbindungs-  Die  Gleichung  des  Sclinittpunktes 
ebene  der  drei  Punkte  x^,  y^,  z^-^  der  drei  Ebenen  u^,v^,w^\U2,v^,u\'^ 
•^2 »2/2?  •^2  5  ^37  ^3) -^3  '^^  "^  laufenden  Wg,  v.^,  w^  ist  in  laufenden  Koordi- 
Koordinaten  x,y,z:  imten    u,  r,  w  : 

u        V        H'       1 


u,      r,      tc 


^  X      y      z      1 

(^13)       ^'     ^'     "'      ^    =0.  (13')       "'     ''     "'         -V.. 

x^    y.^     ~2        i  ^2     ^'2       2       i 

I    Xg  y/3  Z,^  1  U^  Tg  «3  1     j 

Es  ist  zugleich  die  Bedingung  dafür,   Es  ist  zugleich  die  Bedingung  dafür, 
daß  die  vier  Punkte  x,y,z-^x^,y^,z.^\   daßdievierEbenen  u,r,n:u^,i\,u\-^ 

X2,y.2,^2'-'  ^-i^  y?,}  ^5  "^  einer  Ebene   u^,  t'o?  ^''2*^   ''3>  '"3»  ''"3    durch   einen 
liegen.  Punkt  gehen. 

7.    Abstand   einer   Ebene   von   einem   Punkte.      Ist   ein    Punkt 

(hirch    die   Gleichung   (11)    und    eine   Ebene    durch    ihre    Koordinaten 
'*o?  '0;  "0  gegeben,  so  hat  der  Punkt  die  Koordinaten: 
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_  A 
•i  —  jj 


B 


c 

D 


a-^z  4-1=0. 


und  die  Ebene  die  Gleichung: 

Nach    §  41,  {^)    ist    der    senkrechte    Abstand    des    Punktes    von    der 
Ebene: 


d  = 


oder  mit  Unterdrückung  des  Index  0: 

Der  senhrerJde  Abstand  der  durch 
ihre  Koordhmten  u,  c,  w  gegebenen  und 
gerichteten  (vgl.  §  41,  Ij  Ebene  (Fig.  258  j 
von  dem  durch  seine  Gleichung:'-^ 

(14)      Au  +  Br  +  Civ  +  D  =  0 

gegebenen  Punhte  ist: 

Au  -}-  Bv  +  Cic  -\-  D 


(15)       d  = 


X>]/w«4-y*+  «;* 


8.  Die  Hessesche  Normalform  der  Gleichung  des  Punktes. 
Bringt  man  die  allgemeine  Gleichung  (5j  des  Punktes  durch  Division 
mit  D  auf  die  Form: 

(16)  au  +  br  -\-  cu-  -\-  1  =  0, 

icelche  die  Hessesche  Normalform  der  Gleichung  des  Punlies  lieißf^^), 
so  sind  nach  (9')  die  Koeffizienten  a,  b,  c  direkt  die  Koordinaten  des 
Punktes.  Der  Abstand  der  Ebene  u,  v,  iv  von  dem  Punkte  ist  dann 
nach   (15): 


(17) 


8  = 


au  -\-  hv  -\-  ctc  -\-  1 


Dies  ist  zugleich  der  Abstand  eines  durch  seine  Koordinaten  a,  b,  c 
gegebenen  Punktes  von  einer  durch  ihre  Koordinnfp))  u,  r,  tv  ge- 
gebenen Ebene. 

9.    Parameterdarstellung    des    Ebenenbündels.      Nach   §  40,  7 
umfaßt  die  Gleich unij: 


(18) 


A{x -  x^  +  B{g -  ij^)  +  6' {z  -  z^  =  0 


alle  durch  den  Punkt  a:^,  </(,,  z^  gehenden  Ebenen.     Sind    A,  u,  v   die 
Richtungskosinus  der  Normale  einer  solchen  Ebene,  so  ist  (§  41,  (5)); 
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l:^:v  =  Ä:B'.C. 

Indem  mau  daher  in  (18)    l,  ju,,  v    statt    Ä,  B,  C  setzt,    erhält   man 
nach  (8)  für  die  Koordinaten  der  Ebene: 

l  —  ft  V 


(19)      M  = 


Xo^  +  Vol^  +  ^o'^' 


^0  ^  +  ?/o  f^  +  ^0  ^  ' 


^"o  ^  +  ?/o  i"  +  ^0  " 


AÄ 


JDics  ist  eine  Parameterdarstellung  der  Koordinaten  u,  c,  n-  aller  durch 
den  Pimlit  x^,  ^/q,  ^^  gellenden  Ebenen,  der  Ebenen  eines  Bändels'^^'^). 
Die  Parameter  X,  fi,  i>  bedeuten  die  homogenen  Koordinaten  der  Stel- 
luniT  der  laufenden  Ebene  des  Bündels  (vgl.  §  42,  3). 

10.    Transformation  der  Ebenenkoordinaten  von  einem  recht- 
winkligen System  auf  ein  anderes.     In  bezng  auf  das  rechtwinklige 

Koordinatensystem    Oxyz    (Fig.  259) 
•'(o^bjC^j  ggj   gjf^   neues  rechtwinkliges  Koordi- 

y7ff  Icj  natensystein  O'x'y'z  gegeben,  und 
zwar  durch  die  Koordinaten  x^,  y^, 
Zq  seines  Anfangspunktes  ()'  und  die 
Richtungskosinus  a^,  h^,  q;  (K^,  h^,  Cj] 
n.^ ,  &3 ,  f 3  seiner  Achsen  x',  y',  z  .  In 
bezug  auf  das  neue  System  habe  der 
Anfangspunkt  0  des  alten  die  Koordi- 
naten x^,  y^,  z^.  Zwischen  den  Ko- 
ordinaten X,  y,  z  und  x',  y',  z  eines 
Punktes  in  bezug  auf  die  beiden  Systeme  bestehen  nach  §  37,  (13) 
und  (19)  die  Gleichungen: 


0'^v„y, 


jt''ta,b,c,) 


"jc^y^  ~J 


-y 


Fig.  259. 


(20) 


,  z  =  z^  ^  c^x   ^  c^y   +  c^z, 

wobei  nach  §  37,  (18): 

j  a;^  =       a, Xq      Uy //q      ^i^Qj 

(22 j  j  ^o'  =  -  <'i-'\)  -  hHo  -  (^i-o , 


X  =  x^  -f-  a^x  +  h^y  +  c^z, 
21)  I  y'  =  i/o'  +  a.^x -f  h^y  +  c^z, 


Hat  nun  in  bezug   auf  das   alte   System   eine  I]bene  die  Koordinaten 
u,  V,  IV    und  daher  nach  (9)  die  Gleichung: 

UX  +  ry  +  irz  +  1  =  0, 
so  wird  in  bezug  auf  das  neue  zunächst  ihre  Gleichung  nach  (20): 
{a^u  +  h^v  +  c^iv'jx  +  («2«*  +  &2«'  +  <-\^'')y'  +  («3«*  -\-hv  +  ^s"')^' 
-j-  {x^u  4-  //„*•  -f  z^iv  +  1^  =  0 


225 


§  46,  1. 
und  sind  daher  nach   (8)   ihre  Koordinaten  (vgl.  §21,(6)): 

Geht  man  umgekehrt  von  einer  Ebene  mit  den  neuen  Koordinaten 
u',  v,  iv'  aus,  so  erhält  man  unter  Benutzung  von  (21)  für  die  alten 
(vgl.  §21,(9)): 


Oj  u  -j-  a,  r'  -|-  «3  w' 


^      ^  -V  "' +  ^o' '■' +  ^o' "•' +  1 


6,  u'  -\-b^v'  -\-  h.j  w' 


IV  = 


^o' «' +  2/o' '■' +  ^o' «*'' +  1 

Zwischen  den  alten  und  neuen  Koordinaten  einer  Ebene  bestehen  somit 
die  Gleichungen  (23")  und  (24 j. 


§  40.     Zwei  Punkte  und  die  Punktreihe. 

1.  Gleichung  des  Punktes,  der  die  Strecke  zweier  Punkte  in 
bestimmtem  Verhältnis  teilt.  Zwei  Punkte  P^  und  P.,  seien  durch 
ihre  Gleichungen    L\  =  0  und    U^  =  0  gegeben,  wo  die  Abkürzungen: 


<1) 


l\  =  Ä^ u  +  B^v  -\-  C^ IV  +  Dl, 


U^  =  ^4.  u  +  B,  V  +  Q  "■  +  A 

in  derselben  Weise  wie  §  42,  (11)  ge- 
hraucht sind.  Die  Koordinaten  der  Punkte 
sind  dann  nach  §  45,  (8'): 

?/   =  ?■   =  -  '■-  • 


X,  = 


B, 


a 


^2  J)l  ,        Vi  —  jj    ,        ^2  —  ]j^ 


Die  Koordinaten  des  Punktes  P,   der  die 

Strecke  P^P^  im  Verhältnis  X  teilt  (Fig.  260),   sind  nach  §34,  (12): 


^i 


1  —  z 


y  = 


ß. 
n. 


B, 
Do 


D, 


1  — i 


1  — X 


Die    Gleichung    dieses    Punktes  P    ist    daher    nach    §  45,  (9')    nach 
Multiplikation  mit  1  —  A: 

(i;  -  ^  5:) " + (f :  -  ^  5)  ^ + (a  -  ^  d  - + a  ^  a) = o 


Staude,  analyt.  Geometrie. 
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oder  nach  (1): 

K  _  A  ^A  _  0 

Sind  daher  (vgl.  §20,  1): 

^  '  i  £4  =  ^2?*  +  ^y  +  C^w  +  A  =  0 

(^?'e  Gleichungen  zweier  Punkte,  so  ist  die  Gleichung  des  Punktes,  der 
die  Strecke  der  beiden  im  Verhältnis  X  teilt:  ^'^) 

(3)  U,-^U,  =  0, 
wo: 

(4)  ^  =  zt^- 

2.     Anwendung    der    Hessesehen    Normalform.      Mit    D,  =  1^ 

D^=  \   (vgl.  §  45,  8)  nimmt  der  Satz  die  Form  an: 
Sind: 

N^  =  a^u  -\-  \v  -\-  c-^^w  -\-  1  =  0 ^ 


(5) 

N^  =  a^u  +  &o  y  +  c^iv  +  1  =  0 

die   Gleichungen  ziveier  Punkte  in  der  Hesseschen  Normalform,  so  ist 
die  Gleichung  desjenigen  Punktes,  der  die  Strecke  jener  im   Verhältnis 
A  teilt: 
(^6)  iVi  -  AiVg  =  0. 

Insbesondere  lauten  die  Gleichungen  des  Mittelpunktes  und  des  un- 
cndlich  fernen  Punkfes  der  Strecke  .  (l  =  —  1  und  A  =  +  1  nach 
§  3,  3;  4)   bezüglich:'^'') 

(7)  N,  +  N,==0,       N,  -  .^2  =  0       (vgl.  §  47,  ^8)). 

3.  Die  Gleichung  der  Punktreihe  mit  dem  multiplizierten 
Teilungsverhältnis  als  Parameter.  Die  Gleichung  (3)  stellt  bei  ver- 
änderlichem A,  bezüglich  n,  alle  Punkte  auf  der  Verbinduugsliuie  g 
der  Punkte  (2)  dar.  Sie  ist  die  Gleichung  der  Punkfreilie,  welche 
durch  die  in  (2)  gegebeneu  Grundpunkte,  die  u-ir  nun  G^  und  G^ 
nennen  wollen,  bestimmt  ist. 

Der  Parameter  ^  der  Gleichung  der  Punktreihe  bedeutet  das 
niultipli zierte  Teilungsverhältnis  des  laufenden  Punktes  P  der  Reihe 
in  bezug  auf  die  beiden  Grundpunkte  (vgl.  §  20,  3). 

Auf  jeder  Ebene  u^,,  Vq,  er,,  des  Baumes,  ausgenommen  die  durch 
die  Trägerin  g  der  Punktreihe  gehenden  Ebenen,  lityt  ein  bestimmter 
Punkt  Pq  der  Reihe. 
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Sein  Parameter  u   hat  (vgl.  §  42,  (21))  den  Wert: 


(8)  ^0  = 


wo  U^  und  U.2^  die  mit  a  =  Uf^,  v  =  Vq,  tv  =  u-^  gebildeten  Aus- 
drücke (1)  sind. 

4.  Die    Gleichung    der    Punktreihe    mit   Doppelverhältnis    als 

Parameter.  Ist  A  =  /,,  der  Wert  der  Teilungsverhältnisse  A  für  den- 
jenigen Punkt  Gq,  für  den  das  multiplizierte  Teilungsverhältnis  /u, 
den  Wert  1   hat,  so  wird  wie  §  42,  10: 

(9)  (i=^  =  yG,G,PG,). 

Auch  folgt  in  derselben  Weise  wie  dort: 

Sind  L\  =  U  und  U^  =  0  in  (2)  die  Gleichungen  der  Grund- 
pivnkte  G^  und  G.,  einer  Punltreihe  und  u^,  Vq,  ivq  die  Koordinaten 
einer  festen  Ebene,  die  den  EinJieitspunJd  Gq  der  Reihe  ausschneidet, 
so  ist  die  Gleichung  des  laufenden  Punktes  P  der  Reihe: 

(10)  /^\-«Ä  =  o, 

ao  ^  das  DoppelcerJiältnis : 

(11)  a  =  (^G,G,PG,) 
bedeutet. 

5.  Doppelverhältnis  von  vier  Punkten  der  Reihe.  Da  in  der 
Gleichung  (3;  der  Parameter  u.  wie  in  §  20,  5,  die  multiplizierte 
Verhältniskoordinate  des  Punktes  P  in  bezug  auf  die  Punkte  G^ 
und   G2  ist,  so  folgt: 

Das  Doppeherliältnis  von  vier  durch  ihre  Gleichungen: 

(12)  V,-ii,U,  =  0,  L\-{i,U,  =  0,  l\-^,U,  =  0,  U,-fi^U,  =  0 
gegebenen  Punkten    P^,  P.^,  P.^,  P^   der  Reihe  (3)  ist: 

(13)  d  =  (PJ\P,Pj  =  '/iizJfslO^^zif^) 

I)as  Doppelverhältnis,  das  zwei  durch  iJrre  Gleichungen: 

(14)  U,  -  .tti  U2  =  0 ,       f/i  -  iiig  6^  =  0 

gegebene  PunJäe  P^,  P.,  mit  den  Grundpunlden  G^,  G^  der  Reihe 
bilden,   ist: 

(15)  d  =  (G,G.P,P.,)=  ^'- 

Für  fi2  =  ~."i  ^J"<^  tli^-  Punkte  (14)  zu  den  Grundpunkten  harmonisch. 
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0.    Koordinaten  der  Punkte  einer  Punktreihe  und  der  Ebenen 

eines   Ebenenbüscliels.     Sind   zwei   Ebenen   durch    ihre   Koordinaten 

u^,  y^,  H\  und  u^,  r^,  u\  gegeben,  so  sind  ihre  Gleichungen: 

u^x  +  i\y  +  u\2  +1=0,         n^x  +  v.^y  +  u\z  +1=0, 

und  daher  nach  §  42,  (15)  die  Gleichung  der  Ebene,  die  den  Winkel 
jener  beiden  im  Sinusverhältnis  l  teilt: 

(Wj  —  X  A u^)  X  +  (i\  —  X A r, )  y  +  {jt\  —xX tv^)  ^  +  (1  —  x A)  =  0 , 


(16)  ^^Vß^^^^. 

Durch  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  sind  aber  die  Koordinaten 
der  Ebene  bestimmt.  Neben  den  Satz  §  34,  (12),  den  wir  links 
wiederholen,  tritt  daher  der  rechts  folgende  duale  Satz  (vgl  §  20, 6j :  '^) 
Die  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Die  Koordinaten  u,  v,  iv  einer 
Fmildes,  der  die  StrecJce  der  Pnnlte  Ebene,  die  den  Winkel  der  Ebenen 
x^,  y^,  z^  und  x^,  y^,  z^  im  Ver-  u^,  i\,  it\  und  «.,,  v^,  n\  im  Ver- 
hältnis X  teilt,  sifid:  lialtnis  A  teilt,  sind  mit  dem   Wert 

j (16)  von  x: 

(17)  ^  =  ^,-,'.     y-    r^^^(^^)  ^'  =  1^;."'    '•=  i-^x;l   ' 


IV.  Kapitel: 

Die  homogeiieii  gemeinen  Koordinaten. 

§  47.  Die  homogenen  Koordinaten  des  Punktes  und  der  Ebene. 
1.  Begriff  der  homogenen  gemeinen  Koordinaten.  Lnter  den 
homogenen  gemeinen  Koordinaten ''j  des  Punktes  oder  der  Ebene  ver- 
stehen wir  vier  Zahlen  x',  y ,  z,  t'  oder  u' ,  v,  w,  s,  deren  Verhältnisse 
die  gemeinen  Koordinaten  x,  y,  z  oder  n,  r.  ic  des  Punktes  oder  der 
Ebene  sind,  derart  daß: 

W     r=^'   r=^'    r=^'  (1)     V="'    s'=^"'    ,'=''• 

Die    homogenen   Koordinaten   bestimmen   den  Punkt  oder  die  Ebene 

vollständig,  sind  aber  durch  diese  nur  ihren  l^erhältnisse)i  nach  bestimmt. 

Sie  sollen  stets  endlicJir  Werte  haben  und  dürfen,  damit  ihre  \'er- 

hältnisse  bestimmt  bleiben,   niemals  alle  rirr  (/leiclizeitiy  verschuinden. 
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Wir  lassen  fernerhin  die  in  1 1 1  und  1 1')  zur  I'nterscheidung  ein- 
geführten Akzente  weg.  Um  dann  von  den  gemeinen  zu  den  homo- 
genen   gemeinen    Koordinaten    überzugehen,    haben    wir    nur     ./ ,  //  z 

(u,  V,   ic)     durch      %,  ^,-r(—,  — ,— I     zu    ersetzen,    während    wir 

umgekehrt  mit  ^=1,  (s  =  1 )  von  diesen  zu  jenen  zurückkehren 
(vgl.  §  22,  1). 

*2.     Gleichungen   der  Ebene   und   des   Punktes   in   homogenen 
Koordinaten.     Die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene  oder  des  Punktes 
(§  40,  (6;.;    §  45,  (5))    wird    bei    Einführung    der    homogenen    Koordi- 
naten unter  nachfolgender  Multiplikation  mit  f  oder  s: 
(2)     Ax  +  By^Cz^I)t  =  0.         (2')    Au  ~  Bv  ~  Cic  ^  Ds  =  0. 

3.  Homogene  Koordinaten  und  Koeffizienten  der  Gleichungen 
der  Ebene  und  des  Punktes.  Der  Vorteil  der  homogenen  Koordi- 
naten zeigt  sich  zuerst  darin,  daß  sie  sich  direkt  mit  den  Koeffizienten 
der  Gleichungen  decken.     Denn   die  Sätze  §  45.  4  lauten  gegenwärtig: 

Ist:  Ist: 

(2)  Ax  +  By+Cz^Dt  =  ()         (2')    Au  -  Bv  +  Ca-  -  Ds=^0 

die  GleicJtun;/  einer  Ebene  in  laufen-  die  Gleicimny  eines  PunJctes  in 
den  PunMloordinaten  x,  ij.  z,  t,  laufenden  EbenenJioordinaten  u,  v, 
so  sind:  w,  s,   so  sind: 

(3)  Uq=A,  io  =  5,  u-Q=C,  ^0  =  ^  iß')  ^0=-^,'  //o=-S;  ~^o=^';  ^o  =  ^ 
die  Koordinate)i  der  Ebene.  die  Koordinaten  des  Punktes. 

Sind   iio,  ^'o,  fi'of  ^0    '^'^  Koordi-         Sind  ■  x^,  y^,  z^,  t^    die  Koordi- 
naten einer  Ebene,  so  ist:  naten  eines  Punhtes,  so  ist: 

(A)    UqX  -f-  v^y  +  iVqZ  -f  s^t  =  0        (4')    x^u  +  y^v  ^  z^u-  -  i^s  =  0 

ihre  Gleiehung.  seine  Gleichung. 

Die  Angaben  (3)  und  (3' i  sind  dabei  nur  bis  auf  einen  gemein- 
samen Faktor  gemeint  (vgl.  §  40,  ^10)  i. 

4.  Bedingung  der  vereinigten  Lage  von  Punkt  und  Ebene 
in  homogenen  Koordinaten.  Die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  die  vereinigte  Lage  des  Punktes  x,  //.  z,  t  und  der  Ebene 
11,  V,  u ,  s   lautet  entsprechend  §  45,  (10)  (vgl.  §  22,  ,5;J: 

(o)  ux  -r  vy  -r  wz  -^  st  =  0. 

5.  Die  unendlich  ferne  Ebene  und  der  Koordinatenanfangs- 
punkt. Die  homogenen  Koordinaten  ermöglichen  eine  Anpassung 
der    analytischen    Formeln    an    die   Vorstellung,    daß    alle    unendlich 
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fernen  Punkte  des  Raumes  eine  Ebene,  die  mieiidlich  ferne  Lljetie  E^., 
bilden.^') 

Hat  nämlich  die  vierte  der  homogenen  Koordinaten  x,  y,  z,  t 
eines  Punktes  P  den  Wert  0,    so   wird,   da  x,  p,  z,  t  nicht  alle  vier 

0  sein   dürfen,    wenigstens  eine  der  gemeinen  Koordinaten      -,  *    ,  — - 

von  P  unendlich,  und  damit  auch  der  Punkt  P  unendlich  fern  (vgl. 
§  31,  4).  Ist  umgekehrt  P  unendlich  fern,  und  damit  wenigstens 
eine  seiner  gemeinen  Koordinaten  unendlich,  so  muß,  da  x,  y,  z,  t 
immer  endlich  bleiben  sollen,   t  =  0   sein.     Daher  ist: 

die   notwendige   und    hinreichende   Bedingung   aller   unendlich    fernen 
Punkte.     Diese   ist   aber   nach  (2)    die  Gleichung    einer  Ebene,    deren 
Koordinaten  u^  =  0,  ü^  ==  0,  m'^  =  0  sind.    Wir  sagen  daher  (vgl.  §  22,  5): 
Die  unendlich  ferne  Ebene  Er.   hat  die  Gleirhunij:''^) 

(6)  ^  =  0 
und  die  Koordinaten: 

(7)  u  =  0,      V  =  0,     w  =  0,      s  4=  0  (s  =  1 ) . 

I)ie  Gleichung  eines  unendlich  fernen  Pitnltes  Xq=  Ä,  //,,  =  B,  z^)=  C, 
tQ=0    hat   nach  ('4')  stets  die  Form: 

(8)  ^      Ah  +  Br  +  Cir^O 
(vgl.  §  46,  (7)). 

Das  duale  Seitenstück  zur  unendlich  fernen  Ebene  bildet  der 
KoordinatenanfatKispnnlxt,  der  die  gemeinen  Koordinaten  0,  0,  0,  also 
die  homogenen  Koordinaten: 

(9)  .r  =  0,     y  =  0,      z  =  0,      ^  +  0  (f  =  1) 
hat  und  daher  nach  (4')  die  Gleichung  (vgl.  §  40,  ''14) ): 

(10)  s  =  0. 

0.     Schnittlinie  einer  Ebene  mit  der  unendlich  fernen  Ebene, 

Eine  beliebige  Ebene,  deren  Gleichung 

(11)  Ax  +  Byi-Cz  +  I)t  =  0 

ist,  schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  (6)  in  einer  Geraden,  welche 
durch  die  beiden  Gleichungen: 

(12)  Ax-\-  By  +  Cz  =  0,      f  =  0 

dargestellt  wird  und  die  unendlich  ferne  Gerade  der  IJwne  (11)  ist 
(vgl.  §  22,  5).      Da    sie    nach  (12)  von   T)   unabhängig  ist,    vielmehr 


§  47.   7-9. 
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nur  von  den  Verhältnissen  A:B:C  abhängt,  so  folgt  mit  Hinblick 
auf  §42  (6): 

Parallele  Ebenen  schneiden  die  unendlich  ferne  Ebene  in  derselben 
Geraden. 

7.  Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  der  unendlich  fernen  Ebene. 
Die  Gleichungen  einer  Geraden,  die  in  der  Kichtung  cc,  ß,  y  (Fig.  2(il ) 
durch  den  P.unkt  x^,  //y,  z^^,  f^  geht,  werden 
nach  §  43,  (3)  in  homogenen  Koordinaten: 
(13)    t^x  -  x^t-A^y  —  ii^t-J^z  —  z^t  =  w.  ß:y . 

Der  Schnittpunkt  der  Geraden  mit 
der  unendlich  fernen  Ebene,  der  unend- 
lich ferne  Punkt  der  Geraden  (vgl.  §  3,  4), 
genügt  den  Gleichungen  (13)  und  (6),  so 
daß  für  ihn: 
(14).       x'.y:z  =  a:ß:y,     f  =  0. 

Die  drei  ersten  liomogenen  Koordinaten  des  Schnittpunktes  einer  Geraden 
mit  der  unendlich  fernen  Ebene  verhalten  sich  nie  die  Bichtungskosinus 
der  Geraden  (vgl.  §  22,  6). 

Parallele  Gerade  schneiden  also  die  unendlich  ferne  Ebene  in  dem- 
selben Punkte. 

8.  Verbindungsebene  dreier  Punkte  und  Schnittpunkt  dreier 
Ebenen.  Die  Sätze  §  45,  6  lauten  bei  Anwendung  homogener 
Koordinaten: 

Die  Gleichung  der  Verbindungs-         Die  Gleichung  des  Schnittpunktes 
ebene   dreier   gegebenen  Punkte    x^,   dreier gegebenenEbenen  u^,v^,iv^,s^\ 

Vll  ^l>  t\  \    ^27  2/27  hj  h'^     ^3;  .'/SJ  ^3»  ^3  ,  «2,   V.^,    tl\^,   S^  ;    11^,   V^,   IV^,  Sg    m  Ull- 

in  laufenden  Koordinaten  x,y,z,t  ist:  fenden  Koordinaten  u,  v,  iv,  s  ist: 


Fig.  261. 
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Es  ist  zugleich  die  Bedingung  da-  Es  ist  zugleich  die  Bedingung  da- 
für, daß  vier  gegebene  Punkte  für,  daß  vier  gegebene  Ebenen 
x,y,z,t;  x^,y^,z^,f^;  x.2,y^_.  z^_,  t.^ ;  u,  v,  ic, s ;  ii^ ,v^,  n\,  s^ ;  u^ ,  v^ ,  h\^ , s., ; 
^3,  Vs,  Vs,  t^  in  einer  Ebene  liegen.  ?f3,V3,*r3,S3  durch  einen  Punkt  gehen. 
9.  Besondere  Fälle  der  Gleichungen  (15).  Sind  in  (15)  von 
den  drei  gegebenen  Punkten  der  erste  endlich,  etwa  x^  =  Xq,  y^  =  y^, 
^1  =  ■^0?    ^=1?    "^^i^    beiden    andern    aber  nnendUrh   fern    und    in    der 
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Richtung    a^,  h^,  c^,    bezüglich    «,,  h^,  c^  gelegen,    so    wird  nach  (14) 
aus  der  Gleichung  (15)  mit    t=l   ( Anm.  1,  IV,  4;  III,  17)): 

OCn         //o         -^o  ^ 


{ h\) 


X  —  X, 

a 
a 


0   y-!/o 


=  0. 


0 

In  der  Tat  ist  diese  Gleichung  in  §  40,  (20)  für  die  Ebene  gefunden 
worden,  die  zwei  vom  Punkte  x^,  //„,  Zq  in  den  Richtungen  a^,  &j,  c^ 
und  «2  7  ^2  7  ^2  ausgehende  Geraden   enthält.'^^) 

Sind  in  (15')  zwei  von  den  drei  Ebenen  parallel,  also  etwa 
«2  :  i'2  •  "2  "^  %  •  ^'3  •  ''"37  ^°  verschwindet  der  Koeffizient  von  6"  (Anm. 
1,  III,  (17);  IV,  3),  und  die  Gleichung  erhält  die  Form  (8);  dei-  Schnitt- 
punkt liegt  unendlich  fern. 

Die  Bedingung,  daß  die  vier  Punkte  x^,  y^,  z^,  1;  'f^-h^,  c^,  0; 
^27^2  7^2  7^1  «3,63,^3,0  in  einer  Ebene  liegen,   lautet  nach  (15): 

'^0     Hq     ~o      -'■ 
«1     ^^1      ^1      0 


0 


oder  in  anderer  Ausdrucksweise  (vgl.  §37,  (9)  und  §47,  (44)): 

Drei  von  einem  Punlte  ausgehende  Geraden  h,  tj,  t,  m it  den Bichtungs- 
l'osinus  a^,  \,  c^ ;  a^ ,  &^ ,  Cg  i  ^^s  ?  ^^3  7  ^3 
liegen  in  einer  Ebene,  wenn(F\g.262): 


K 

.'  I- 


^f^A^s^ 


»1  (a^  4  C.J 


'  y-o 


iO 


-,io  i'^O 


l'ig.  262. 


Fig.  2G3. 


(17) 


sin  iril=  \a^ 


b, 

iK 


=  0. 


10.     Das   Koordinatentetraeder    der    homogenen    Koordinaten. 
Denken   wir  uns   das    rechtwinklige    Koordinatensy.stem    Oxyz    durch 
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Hinzunahme  der  uneudlicli  fernen  Ebene  E^  zu  einem  „Koordinafen- 
tetraeder"  ergänzt  (in  Fig.  263  sind  die  punktierten  Teile  unendlich 
fern  zu  denken),  so  haben  die  Seitenebenen  des  Tetraeders,  die  j/z-, 
zx-,  ^j/-Ebene  und  die  unendlich  ferne  Ebene,  die  Gleichungen: 

(18)  x===0,      11  =  0,      2  =  0,      t  =  0 

und   daher  (bis  auf  einen  gemeinsamen  Faktor)  die  Koordinaten: 

(19)  ii,v,n-,s=  1,0,0,0-  0,1,0,0;  0,0,1,0;  0,0.0,1. 
Dagegen  haben  die  bezüglich  gegenüberliegenden  Ecken,  die  unendlich 
fernen  Punkte  der  x-,  y-,  ^- Achse  und  der  Anfangspunkt  0,  die 
Koordinaten : 

(20)  x,y,2,t=  1,0,0,0-,      0,1,0,0;     0,0,1,0;     0,0,0,1 
und  die  Gleichungen: 

(21)  n  =  0,      v  =  0,      IV  =  0,      s  =  0. 

Die  homogenen  gemeinen  Koordinaten  lehnen  sich  also  in  der  Tat 
an  die  vier  gleichberechtigt  erscheinenden  Ebenen  des  Tetraeders  an 
(vgl.  ^22,S^). 

11.  Gleichungen  des  Ebenenbüschels  und  der  Punktreihe  in 
homogenen  Koordinaten.  Wenn  man  in  der  Gleichung  §  42,  (24), 
die  nur  von  den  Verhältnissen  A^-.B^:(\:I)^  und  A^ :  B.2 :  C^ :  D2  ab- 
hängt, die  Bezeichnung  der  letztei-en  in  k^  :  i\  :  h\  :  s^  und  u., :  v^ :  n\, :  s^ 
abändert  und  die  Gleichung  gleichzeitig  in  x,  y,  z,  t  und  'u,  y^,  „~q,  t^ 
homogen  schreibt,  so  nimmt  der  Satz  §  42,  10  und  ebenso  der  duale 
§  46,  4   die  Form  an: 

Sind:  Sind: 

99)  |^'i=^*i^+^"i.'/  +  ""i^+-^i^=0,  ^,^^^r  {l\=x^u  +  y^v  +  z^n-'^t^s  =  0, 

\X.j.=  U2X-\-i\2y  +  n\z-\-s^t=0  '  ( ?72=^'2''*+2/2^'+^2"'  +  ^2'*  =  ^ 

die  Gleichintyen  der  beiden  Grund-  die  Gleicliungen  der  beiden  Grund- 
ebenen  r^,  r.2  eines  Ebenenbüschels,  pnnhte  G^,  G^  einer  Funlireihe,  so 
so  ist  die  Gleichung  der  laufenden  ist  die  Gleichung  des  laufenden 
Ebene  Tl  des  Büschels:  FunUes  P  der  Reihe: 

(23)        |V-^|^=0;  (23')         |'„-a^  =  0; 

dabei  ist  Xq,  y^,  z^,  t^  ein  zur  Be-  dabei  ist  %,  Vq,  u'q,  Sq  eine  zur  Be- 
stimmung der  Einheitsebene  Fq  ge-  Stimmung  des  Einheitspunlctes  Gq 
gebener  Funkt,  sind  X^^,  X^^  die  für  gegebene  Ebene,  sind  üj^,  K"  die 
ihn  gebildeten  Ausdrücke  Xj^,  X^,  u)id  für  sie  gebildeten  Ausdrücke  U^,  U.2, 
bedeutet  u  das  Doppelverhältnis:        und  bedeutet  yi  das  Boppdverhältnis: 

(24)       ^  =  {r,  r,  nr,) .  (24'j      ii  =  (g,  g,  f  g,)  . 
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Die  Gleichung  (23)  enthält,  dem  Begriff  der  homogenen  Koordi- 
naten entsprechend,  nur  die  Verhältnisse  u^  :  i\  :  ii\  :  s^,  «,  •  ^'2  •  '^"2  •  ^2' 
Ä'o  :  i/o  :  ^0  :  /„   ^^"<i   x:y:z:t. 

Kommt  es  nicht  auf  die  genaue  Feststellung  der  Bedeutung  von 
/i   an,    so    kann    man    die  Gleichungen    (23)   und    (23')    auch    in    der 
kürzeren  Form  schreiben: 
(25)  X,  -  u  X,  =  0,  (25' )  l\  -^ü,  =  0. 

Hier  ist  dann  ju.  im  allgemeinen  nur  als  das  muUipJi zierte  Teiliings- 
verliältnis,  nach  dem  77  den  Winkel  von  F^,  F.^  oder  P  die  Strecke 
6^1 .  Go  teilt,  zu  erklären;  es  bleibt  aber  naturgemäß  um  einen  Faktor 
unbestimmt,  da  mit  den  Giamdebenen  F^,  F.2  nur  die  Verhältnisse 
«1  :  i'j  :  u\  :  s^  und  u^  :  %  :  11:2  •  s.2  gegeben  sind,  während  in  {2d)  der 
Faktor  ^  sich  ändert,  wenn  etwa  u^,  v.^,  w.^,  s.,  mit  einem  gemein- 
samen Faktor  multipliziert  werden  (vgl.  §  22,  10). 

12.  Parameterdarstellung  im  Ebenenbüschel  und  auf  der 
Punktreihe.  Im  Anschluß  an  (25)  und  (25')  kann  man  die  Sätze 
von  §47,  11   auch  aussprechen :^°) 


Sind  Mj,  v^,  n\,  s^  und  ii^,  v.2, 
u'2,  S.2  die  Koordinaten  der  beiden 
Grundebenen  eines  Ebenenbüschels, 
so  sind  die  Koordinaten  der  laiifen- 


Sind  x^,  y^,  z^,  t.^  und  x^,  y^, 
Z.2,  t^  die  Koordinaten  der  beiden 
Grundimnhte  einer  Punktreihe,  so 
sind  die  Koordinaten  des  laufenden 


den  El)ene  des  Tiiischels  mit  einem   Punktes  der  Reihe  mit  einem  Pro- 


Froportioualitätsfahtor    q     in     der 
Farm  darstellbar: 


(26: 


QU  =  U^  —  ^«2  > 
QV  =  V^  —  ^^2  , 
QU-=  U\—  ^U\2, 


portionalitätsfaltor  q   in  der  Form 
darstellbar: 


{2i^') 


•  s  =  s, 


as.^. 


ox 


X, 


^•^'■21 


Qlf  =  Ih  —  M->^ 
QZ  =  z^  —  az.2, 
y  pt  =  /j  —  ti #2 • 


Es  sind  die  auf  homogene  Koordinaten  bezogenen  Parameterdarstellungen 
des  §  46,  6. 

18.    Büschel   paralleler   Ebenen   und   unendlich    ferne   Punkt- 
reihe.    Einen  Spezialfall  der  Gleichung  ('2ö)  bildet  die  Gleichung: 

(27 J  (u, X  +i\y-^  H\ z  +  s, f)  -  a s.. t^O, 

die  einen  Büschel  pandleler  Ebenen  darstellt  (vgl.  §  42,  (8);  i?  47,  f>),  da 
die  eine  Grundebene  unendlich  fern  ist  (vgl.  §22,  12-,  §9,3). 
Einen  Spezialfall  der  Gleichung  (25')  bildet  die  Gleichung 

{2X )  ( JTi  u  +  //i  r  +  ^1  "■)  —  M  {^'-2  X  +  1/2  *■  +  ~2  "■ '  =  Ö 
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die  eine  nnendlich  ferne  Punlireihe  darstellt,  da  beide  Grundpunkte 
unendlich  fern  sind  (vgl.  §  47,  (8)). 

§  48.    Die  homogenen  Koordinaten  der  geraden  Linie  im  Räume. 

1 .    Die  vier  Hauptgleichungen  einer  durch  zwei  Ebenen  oder 
zwei  Punkte  gegebenen  Geraden. 

Zwei  Ebenen  mit  den  Koordi-  Zwei   Punkte  mit   den  Koordi- 

naten u^,i\,n\,Si  und  «g? '"27^"2r%  "^ten  j\,  i/^,  s^,  t^  und  x.2,y2,z^,  t^ 
haben  die  Gleichungen:  haben  die  Gleichungen: 

Diese  steilen  zugleich  in  laufenden  Diese  stellen  zugleich  in  laufenden 
PunltJiOordinaten  die  Gerade  dar,  Ebenenlioordinaten  die  Gerade  dar, 
die  der  Durchschnitt  der  beiden  die  die  beiden  Punkte  verbindet. 
Ebenen  ist.  Da  aber  durch  die  Da  aber  auf  der  Geraden  nicht 
Gerade  nicht  nur  die  beiden  Ebenen  nur  die  beiden  Punkte  (!'),  son- 
(1),  sondern  die  oo^  Ebenen  des  dern  die  cc^  Punkte  der  Punkt- 
Büschels  (vgl.  §  47,  (25)):  reihe: 

(2)  X,-.uZ2  =  0  (2')  u,-^U,  =  0 
hindurchgehen,  so  sind  die  zur  liegen,  so  sind  die  zur  Darstellung- 
Darstellung  gewählten  Ebenen  (1)  gewählten  Punkte  (1')  für  die 
für  die  Gerade  nicht  charakte-  Gerade  nicht  charakteristisch;  sie 
ristisch;  sie  könnte  ebensogut  als  könnte  ebensogut  als  Verbindungs- 
Durchschnitt  irgend  zweier  anderer  linie  irgend  zweier  anderer  Punkte 
Ebenen  des  Büschels  (2)  dargestellt  der  Punktreihe  (2')  dargestellt 
werden.  Als  ausgezeichnete  Ebenen  werden.  Als  ausgezeichnete  Punkte 
des  Büschels  bieten  sich  nun  die-  der  Reihe  bieten  sich  nun  die- 
jenigen dar,  welche  durch  die  vier  jenigen  dar.  welche  in  den  vier 
Eckpunkte  (vgl.  §47,10):  Ebenen: 
X,  y,z,t  =  l,  (J,  0,  0;    0,  1,  0,  0;  11,  V,  IV,  5  =  1,  0,  0,  0;    0,  1,  0,  0; 

0,0,1,0;    0,0,0,1  0,0,1,0;    0,0,0,1 

des     Koordinatentetraeders     gehen  des     Koordinatentetraeders     liegen 

und   nach   §42,  (21)   den  Werten:  und  nach  §46,  (8)  den  Werten: 
u,      i\     IC,      s,  X.      y.      z.      t, 

des  Parameters  entsprechen.  Ihre  des  Pai'anieters  entsprechen.  Ihre 
Gleichungen  sind,  wenn  zur  Ab-  Gleichungen  sind,  wenn  zur  Ab- 
kürzung gesetzt  wird:  kürzung  gesetzt  wird: 
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(3) 


^12  = 


?24  = 


,     Qsi  = 

,     Qu= 

Mg     ^2 

(3' 


t'j    s^ 

;       ^34  = 

«'l    5i   ' 

i'2     «2 

2       2    1 

i>23  = 


yi  ^1 


P3r 


i^i2  = 


i>2J 


Pu  = 


Pi 


^1 

,/, 

-"2 

a;^ 

X'i 

'i 

^2 

^2 

4  ^1 


die  folgenden: 

'/l4^  +  '/24i/+'/34^=0. 


(4) 


?/2    ^2 

•^2     ?/2  t 

2/2   ^2  ;' 
die  folgenden: 

^Ji2^'-^^3i^'"+/^u-^  =  ^^- 

P2^U-—l\,U   +  2^24^  =  "< 
i>31«— 7>23^^     +Ä4-^   =  *\- 

2>i4«  +i\n^'  +Ä4''*='^- 


(4') 


Die  drei  ersten  Ebenen  (4)  sind  Die  vier  Gleichumjen  (4')  sind  die 
zugleich  diejenigen  Ebenen,  welche  Gleichungen  der  Schniüpunktr  der 
die  Gerade  orthogonal  auf  die  Geraden  mit  den  Koordinaten- 
Koordinatenebenen  yz,  zx  und  xy  ebenen  ijz,  zx  und  xy,  sowie  mit 
projizieren;  die  letzte  ist  die  Ver-  der  unendlich  fernen  Ebene  (vgl. 
bindungsebene  der  Geraden  mit  dem  §  47,  (8)). 
Anfangspunld  0. 

Obwohl  im  allgemeinen  nur  zwei  von  den  vier  Ebenen  (4)  oder 
vier  Punkten  (4')  zur  Bestimmung  der  Geraden  (1)  oder  (1')  er- 
forderlich sind  (vgl.  §  43,  5),  wollen  wir  sie  doch  als  gleichberechtigt 
alle  beibehalten  und  sie  die  vier  Hauptgleichnngen  der  Geraden  in 
laufenden  PunJit-,  bezüglich  Ebenenldordi nuten  nennen. 

2.  Unabhängigkeit  der  Koeffizienten  der  Hauptgleichungen 
von  der  Wahl  zweier  Ebenen  des  Ebenenbüsehels.  Die  Verhältnisse 
der  sechs  Größen  (3)  sind  nun,  obwohl  sie  mit  den  Koordinaten  der 
beiden  Ebenen  (1)  gebildet  sind,  nicht  diesen  eigentümlich,  sondern 
der  Geraden,  in  der  diese  sich  schneiden.  Denn  l)ilden  wir  die  ent- 
sprechenden Ausdrücke  für  zwei  andere  Ebenen  des  Büschels  (2), 
etwa  für: 


so  werden  sie  (Anm.  1,  IV,  4;  5j: 
I  r,  —  u,  V.,      u\  —  u,  u\, 


A\ 


1         ."1  "2        "  1         rl  "  2 
V-,   —  UoVo       U\   —  f<2  "2 


•2  "^2 


'"1 


."2  ^i 


U ,  Vc 


0, 


u\  —  u,  u\, 


a.,)L\y     (u, 


=  (^1  —  ^2) 


>"l^'2 


a\  —  a,  u\ 


«•<, 


=  ()ii  —  ,11« ) 


1  "2 
."2)""2 
U\ 


usw.. 


i'.,        U\ 
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unterscheiden  sich  also  von  den  ursprünglichen  Ausdrücken  (3)  nur 
um  einen  gemeinsamen  Faktor  ^^  —  ^u, .  ^°*) 

Die  VrrhäUnisse  der  sechs  Koeffi-  Die  Verhältnisse  der  sechs  Koeffi- 
zienten (3 )  der  vier  Haupt gleickungen  \  dienten  (3')  der  vier  Hduptgleicliungen 
(4)  hleihen  daher  heim  Übergang  von  (4')  hleihen  daher  heim  Übergang  von 
den  Ebenen  (1)  2u  zwei  anderen  den  Pimlien  (!')  zu  zivei  anderen 
Ebenen  des  Büschels  (2)  ungeänderf.   Punl-ten  der  Reihe  (2-)  ungeändert. 

Irgend  zwei  durch  eine  gegebene  i  Irgend  zwei  auf  einer  gegebenen 
Gerade  gelegte  getrennte  Ebenen  he-  ^  Geraden  gewäJdte  getrennte  Punlte 
stimmen  eindeutig  die  Verhältnisse  bestimmen  eindeutig  die  Verhältnisse 
der  sechs  Koeffizienten  der  Haupt-  der  sechs  Koeffizienten  der  Haupt- 
gleichungen, gleichunge)! . 

3.  Abhängigkeit  der  sechs  Koeffizienten  der  Hauptgleichungen 
voneinander.  Die  Entwicklung  der  identisch  verschwindenden  Deter- 
minante (Aum.  1,  IV,  3:  1,  III,  (19  ): 


=  0 


nach  den  Ünterdeterminanten  der  beiden  ersten  und  beiden  letzten 
Zeilen,  gibt  mit  Rücksicht  auf  (3): 

Zwischen  den  sechs  Koeffizienten  Zwischen  den  sechs  Koeffizienten 

der  vier  Hauptgleiclmngen  (4)  einer  der  vier  Hauptgleichungen  (4'j  einer 

gegebenen   (reraden  besteht  stets  die  gegebenen    Geraden  besteht  stets  die 

Beziehung :  Bezieh ung  : 

(5  )      (h3  5l4  +  Qsi  'hi  +  7l2  'hi  =  Ö  ■  (5')      i>23^Ji4  +  7^31  iX^i  +  Ih-llhi  =  0 . 

4.    Bestimmung   der   Geraden   durch    die    sechs    Koeffizienten. 

Sind  umgekehi-t  sechs  Größen  (j.,.,,  q.^^,  q^^,  q^^.  7,^,  q^^,  die  der 
Gleichung  (b)  entsprechen,  ihren  Verhältnissen  nach  beliebig  ge- 
geben, so  bestehen  zwischen  den  vier  Ausdrücken: 

Qi  =  -  2i4^'  -  'h^y  -  'hi^ 

identisch  in  x,  y,  z,  t  die  Gleichungen: 


u. 

h 

%l\ 

«1 

w. 

^h 

«'2 

H 

"1 

h 

^'■1 

Sx 

W-, 

^2 

«2 

^2 
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(6) 


'hi  Qz  -  <hi  Qx  +  <hl  ^4  =  ö. 
^24  Ql  —  'hi  Q2  +  5l2  (^4  =  0, 
^23  Ql  +  'hl  Q2  +  (ll2  ^3=0- 

Hieraus  folgt  nach  §  51,  3,  daß  von  den  vier  Ebenen: 
(7)  Q,  =  0,      Q,^0,      Q,  =  0.      Q,^0 

irgend  zwei  durch  die  Schnittlinie  der  zwei  übrigen  gehen  (ohne  daß 
die  vier  Ebenen  alle  in  eine  zusammenfallen).  Die  vier  Gleichungen  (7) 
stellen  daher  stets  eine  bestimmte  gerade  Linie  dar  und  sind,  wie 
ihre  Form  zeigt,  deren  Hauptgleichungeu  (4). 

Irgend  sechs  ihren  Verhältnissen  Irgend  secJis  iliren  Yerliältniisen 

nach  gegebene  und  die  Bedingung  nach  gegebene  und  die  Bedingung 
(5)  erfüllende  Koeffizienten  Q/.^  be-  (ö')  erfüllende  Koeffizienten  Pf.^  be- 
stimmen eine  Gerade,  deren  vier  stimmen  eine  Gerade,  deren  vier 
Haiiptgleichungen  die  Gleichungen  Hauptgleichungen  die  Gleichungen 
(4)  sind.  (4')  sind. 

5.  Die  homogenen  Koordinaten  der  geraden  Linie.  Da  eine 
gegebene  Gerade  nach  §  48,  2  die  Verhältnisse  der  sechs  Koeffizienten 
ihrer  Hauptgleichungen  eindeutig  bestimmt,  und  umgekehrt  die  mit 
Rücksicht  auf  (5)  gegebenen  Verhältnisse  dieser  Koeffizienten  nach 
§  48,  4  die  Gerade  eindeutig  bestimmen,  so  betrachten  wir  diese 
Koeffizienten  als  homogene  (Achsen-  oder  Strahlen-)  Koordinaten  der 
Geraden  (vgl.  §47,  1).  Wir  sagen  also  (vgl.  §47,3)  mit  Ä7  =  28, 
31.  12,  14,  24,  34 :i«^^) 

Die  sechs  homogenen  Ächseii-  Die  sechs  homogenen  Strahlen- 
Jcoordinaten  q^^  einer  Geraden  sind  koordinaten  p^,  einer  Geraden  sind 
die  Koeffizienten  ihrer  Hauptglei-  die  Koeffizienten  ihrer  Hauptglei- 
chungen  (4j   in    Punltkoordinaicn.   chungen  i4'j  in  Eljcnenkoordinaten. 

Sie  drücken  sich  durch  die  ■  Sie  drücken  sich  durch  die 
Koordinaten  u^,  v^,  it\,  s^  und  Koordinaten  i\,  y^,  z^,  t^  und 
U2,  i'2,  a-2,  S.2  zweier  durch  die  x^^  y^,  z^,  t^  zweier  auf  der 
Gerade  gehenden  Ebenol  in  der  Geraden  liegenden  Punkte  in  der 
Weise  (3j  aus.  Weise  (3')  aus  (vgl.  i?.2'>,  lä)j. 

Sic  erfüllen  stets  die  Be-  Sie  erfüllen  stets  die  Be- 
dingung  (5).  dingung  (5'). 

Die  Indizes  kl  geben  die  Kolonnennummern  in  der  Matrix: 

c(o  t/o  tt  a  Oa 
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an,  deren  Unterdeterminanten  die  q^.^  in  (3)  sind.     Daher  ist  (Anm.  1, 
IV,  2)  allgemein: 

6.  Die  Sclinittpunkte  der  Geraden  mit  den  Koordinaten- 
ebenen. Die  Koeffizienten  der  Gleichungen  (4')  der  Schnittpunkte 
der  Geraden  p,.^  mit  den  Koordinatenebenen  geben  nach  §  47.  (3') 
zugleich  die  Koordinaten  dieser  Punkte,  also: 

Die  Koordinaten  der  ScJinitfpnnJde  der  Geraden  (!')  mit  den  Ebenen 
des  Koordijintentefraeders  si)/d: 


(9') 


'^■] 

■yi- 

l; 

ik  '■ 

x^ 

y^- 

u. 

y^' 

PV2 

■  -  Pn 

Pli, 

0 

i>23 

P2i^ 

-A^3- 

0 

Poi, 

P2i 

Pzi 

0. 

t,=     0 

^3=     PZI 
h=     Pli 

Aber  auch  aus  den  Gleichungen  (4)  kann  man  für  die  Gerade  (1) 
die  Schnittpunkte  mit  den  Ebenen  des  Koordinatentetraeders  erhalten. 
Indem  man  nämlich  in  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (4)  x  =  0 
setzt  und  nach  z  :  t  und  y  :  t  auflöst,  indem  man  alsdann  analog  mit 
der  dritten  und  ersten,  sowie  mit  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  (4) 
vei-fährt,  indem  man  endlich  in  den  drei  ersten  Gleichungen  i4)  t  =  0 
setzt  und  nach   x  :  y  :  z   auflöst,  ergibt  sich: 

Die  Koordinaten  der  Schnittpmüde  der  Geraden  (1)  mit  den  Ebenen 
des  Koordinatentetraeders  sind: 


^1  :  //i  :  ~"i  :  ^  =      ^ 

?34   : 

-?24 

523,' 

rr,  :y,  :  z,  :  t.^  =  —q.^^ 

0 

7u 

Qu, 

^3  '•  y-s  •  H  •  h  =    Q2i 

-'hi- 

() 

7l2> 

Xi-  y^--  ^i  ■  h  =    723 

Qn    ■ 

'In 

0. 

(9) 


Infolge  von  (5i  genügt  jeder  dieser  Punkte  allen  vier  Gleichungen  (4). 

7.  Abhängigkeit  der  Achsen-  und  Strahlenkoordinaten  der- 
selben Geraden.  Die  Geraden  (1)  und  (1')  fallen  zusammen,  wenn 
zwei  Punkte  der  einen  mit  zwei  Punkten  der  andern  zusammen- 
fallen. 

Die  beiden  ersten  Punkte  (9j  fallen  aber  mit  den  beideii  ersten 
(9'i  zusammen,  wenn  mit  zwei  Faktoren  q  und  6: 

QPl-2  =  ^34  ;        QPu  =  'Jm  ,        QPu  =  fe , 

^Pn  =  ^34  ;  ^P23  =  5l  1 ,  '?i>24  =  </31  • 

Hier  muß   aber  wegen  der  beiden  Gleichungen    zwischen  p^.^  und  q.^^ 


§  48,  8—9. 
6  sein.     Dann  aber  folst  nach  (5)  und  (b')  auch: 


2s* 


Pl2 


Qlh4. 
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notwendig  q  = 

und  somit:  ^*^*) 

Zicischen  StraJden-    um]  ÄcItsenJcoordinafcii   derselben  Geraden   be- 
steht die  Bczielimig : 
(10)         ^9,3  :  i^3i  :  7>i2  :  p^^  :  p.^^  :  p.^^  =  q,^  :  q,^  :  q,,,  :  q.^^  :  q^^  :  q^, . 

8.    Doppelte  Form  der  vier  Hauptgleichungen  einer  Geraden. 

Mit  Rücksicht  auf  (4),  (4'),  (10)  folgt: 

Hat  eine  Gerade  die  SfraJdenJiOordinafen  p^.^  und  die  Ächsenhwrdi- 
naten  q/^j,  so  sind  ihre  Gleichungen  in  laufenden  Pimliloordinaten: 


(11 


oder      (12) 


und  ihre  Gleichungen  in  laufenden  Ebenenhoordinaten: 


(in 


p^^iv  +i\iS  =0, 


oder  (12') 


(73, !"    -  ^24«^"  +  ?23S    =0, 
2u*i'  -  ^jf34M    +QziS     =  <N 

'/ia"   +  '/3i^"   +7i2""  =  'J- 


/^12^ 
Ä3«t" 

i'31«  -Ih-i^'  +  P^s  =0, 

Die  Gleichungen  (11)  und  (12)  sind  zugleich  die  Bedingungen  der  ver- 
einigten Lage  von  PiinJit  und  Gerader,  die  Gleichungen  (11')  und  (12') 
die  Bedingungen  der  vereinigten  Lage  van  Ebene  und  Gerader  (vgl. 
§  47,  (5)). 

Die  Gleichungen  (12)  und  (12')  sind  mit  Rücksicht  auf  (3)  und  (3') 
beziehungsweise  die  Entwicklungen  (Anm.  1,  III,  (25);  II,  (6))  der  Glei- 
chungen (vgl.  §43,(9)): 


(13) 


X., 


y 

Vi 

y-2 


t 


t,  =0. 


(13')    Wi 


M.,      r., 


w 

S 

IV, 

'^l 

u\, 

•">.. 

=  0. 


9.  Beziehung  zu  den  übrigen  Darstellungen  in  §  43.  Die 
zweite  und  dritte  Gleichung  (12)  geben  nach  //  und  z  aufgelöst  (und 
mit  t  =  1)  die  Gleichungen  der  Geraden  in  der  Form  §  43,  (13). 

Um   daher   eine   durch    ihre  Koordinaten  p^f  gegebene  Gerade   in 

der  Form: 

(14)  y  =  bQ-{-bx,        ,s  =  Cf^-\-cx 

darzustellen,  hat  man  für  die  Koeffizienten  in  (14)  zu  setzen: 
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(151 


br,= 


Pu 


Pl4 


C^== 


Psi 

A4 


P3i 
Pli 


Ist  umgekehrt  die  Gerade  durch  die  Gleichungen  i  14)  gegeben,  so 
hat  man  mit  Rücksicht  auf  (15)  und  (5'j: 

(16)  2>-23  ■  Ihi  ■  Pi-2  ■  Ihi  '■  Ihi  •  Ihi  =  ^^0  -  cK  :-c^'.\:l:h:c. 

Verbindet   man   diese  Proportion   mit  §43,(16),   so   ergibt   sich 
weiter: 

Ist  eine  Gerade  durch  ihre  Gleichungen  von  der  Form: 

(17)  X  -  x^'.  y  -  ij^:  z  -  z^  =  (c  :  ß  :  y 
(vgl.  §  43,  (3))  gegeben,  so  ist  für  ihre  Koordinaten: 

(18)  ^,3 :i)3i  :i\.:i\i :pu -Ihi  =  ß^o - rVo ■  7-^0 - «^o '•  ^Uo - /^-^o ■ci-ß'V- 

Dies  folgt  aber  auch  direkt  aus  (3'),  indem  man  die  Gerade  als  Ver- 
bindungslinie der  Punkte  «,  ß,  y,  0  (vgl.  §  47,.(I4))  und  Xq,  ?/„,  Zq,  1 
ansieht. 

10.  Die   RicMungskosinus    einer   durch,  ihre  Koordinaten  ge- 
gebenen Geraden.     Insbesondere  geht  hieraus  umgekehrt  hervor: 

Für  die  BidifuiHjslosinus  a,  ß,  y  einer  durch  ihre  Koordinaten  2h i 
oder  q^i  gegebenen  Geraden  ist: 

(19)  a  :  /i  :  7  =  Pu  •  Ihi  '  Pzi  =  'hs  •  'hx  ■  'Jv2  ■ 

1 1 .  Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene,  Verbindungs- 
ebene mit  einem  Punkte. 

Soll  ein  Punkt  x,  //,  z,  t  auf  Soll  eine  Ebene  u,  v,  w,  s  durch 
der  Ebene  u,  i\  u\  s  und  der  Ge-  den  Punkt  x,  i/,  z,  t  und  die  Ge- 
raden (1)    liegen,    so    muß    er    die   rade  (1')  gehen,  so  muß  sie  die  drei 


drei  Gleichungen  erfüllen: 

ux  +  vg  +  '<■'-  -^  st  =0, 
u^x  +  L\y  +  ii\z  -\-  Sj^t  =  0, 
lloX  +  VoP  +  ii^^^  +  5.2^  =  0. 


Gleichungen  erfüllen: 

XU  -\-  gv  +  ziv  -\-  ts  =0, 
^1 "  +  l/i^'  +  •ä'i ^v  -[-  t^s  =  0, 
X.yU  -\-  i/.-,v  -\-  z^ic  -\-  toS  =  0. 


Durch  Auflösen  dieser  Gleichungen   Durch  Auflösen  dieser  Gleichungen 
nach  X,  g,  z,  t  folgt  aber  mit  einem  j  nach  u,  v,  w,  s  folgt  aber  mit  einem 
Proportionälitätsfaktor  q   (Anm.  2,  i  Proportionalitätsfaktor  o: 
111,(14)):  I 

Der  Schnittpunld  der  Ebene  u,\  Die  Verbindungsebene  des  PunMes 
V,  IV,  s  uml  der  Geraden  g^.,  hat  x,  y,  z,  t  und  der  Geraden  p^i  hat 
die  Koordinaten:  \die  Koordinaten: 


Staude,  analjt.  Geometrie. 


16 
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(20) 


QZ  =  q^^u  —  q^^v  +  q^^s, 
(>^=— fe"— ^isi''— 3l2^''- 


(20') 


Q^^  =  Pul/  -  Ihi^  +  Ihstr 


Die  Lösung  der  Aufgabe  wird  un-  Die  Lösung  der  Aufgabe  wird  un- 
bestimmt, wenn  mit  (12')  Ebene  bestimmt,  wenn  mit  (12)  Punkt 
und  Gerade  vereinigt  liegen.  und   Gerade  vereinigt  liegen. 

12.  Bedingung  der  vereinigten  Lage  z^weier  Geraden.  Eine 
Gerade  sei  durch  zwei  Punkte  l^i  =  -i\,  y^,  z^,  t^  und  P,  =  i',,  c/g, 
z^,  t.^  gegeben,  so  daß  ihre  Koordinaten  p,.,  die  Werte  (3')  haben; 
eine  zweite  Gerade  sei  durch  zwei  Punkte  P/  =  a^/,  y^,  z^',  //  und 
P2'  =  x^ ,  y.2',  ^'i,  K  gegeben;  ihre  Koordinaten  p^l  haben  die  mit 
den  akzentuierten  Punktkoordinaten  gebildeten  Wei-te  (3').  Beide  Ge- 
raden liegen  vereinigt,  d.  h.  sie  schneiden  sich,  immer  dann  und  nur 
dann,  wenn  die  vier  Punkte  P^,  Pg,  P/,  Po'  in  einer  Ebene  liegen^ 
also  nach  §  47,  (15): 


Dx 

^1 

h 

^2 

^2 

h 

Vx 

-"i' 

ti 

Ih 

^2' 

h' 

Entwickelt  man  die  Determinante  nach  den  Unterdeterminanten  der 
beiden  ersten  und  beiden  letzten  Zeilen  (Anm.  1,  111,  (19)),  so  ergibt 
sich  mit  Rücksicht  auf  (3'): 

Die  Bedingimg  der  vereinigten  Lage  ztveier  Geraden  mit  den 
StrahlenJcoordinaten  Pf.f  und  p^^  lautet: 

(21)  p^^p',^  +  Ps.lh^  -f  2)12^34  +  Pulhi  +  ^242^31  +  ^^342^2  =  ^^■ 

In  den  Achsenkoordinaten  der  beiden  Geraden  würde  die  Bedingung 
lauten: 

(^1')  'l->3'Iu  +  1i\(hi  +  ^12^/34  +  ^14223  +  iii'hl  +  '73471:!  =  < '• 

13.  Das  Moment  zweier  durch  ihre  Strahlenkoordinaten  ge- 
gebenen Geraden.  Geht  man  mit  /^  ^  1,  ^2=1  zu  nicht  homogenen 
Punktkoordinaten  über,  so  werden  die  Koordinaten  der  Verbindungs- 
linie der  Punkte  F^  =  ä'j,  //^,  z^  und  F.,  =  .r«,  y.2,  z.^  nach  (3'): 

(i^23  ^^  Vl^-i  ^lll^J      P-6\  "^  ^1-^2  •^l'^2>       2h2  "^  •'1//2  .'/l"^2» 

[Pu  =  -^'i  -^2,  Pu  =  !/i-  Ihj  2hl  =  ""1  -  ^-j  ■ 

Nimmt  man  dann  diese  Pf^.^  nicht  bloß  ihren  Verhältnissen  nach,  son- 
dern nach  ihren  Werten  (22),  so  sind  nach  (19): 


(22) 
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yPÄ  +  P2I  +  Pzi  ^Pil  +  Pä  +  2>3l  >^i>i!  +  P2I  +  i^al 

die  Richtungskosinus  der  von  P^  nach  P^  gericliteteii  Geraden  (vgl. 
§  34,  (7)).     Zugleich  ist: 

die  absolute  Entfernung  der  Punkte  P^  und  Pg. 

D«s  3Ioment  zweier  gerichteten  Geraden  P1P2  und  P^'  P2  ^^^^  ^^^ 
Koordinaten  j^^.^  und  Jhi  ^^^'^  in  dieser  Auffassung  nach  §  44,  (26) 
mit  Entwicklung  der  Determinante  wie  §48,12: 

(25)  31  =  -^^^3i^l4  +  PsiP24  +  Pl2P3A^Pl4P23  +  Piilhl  +  A4JP12 . 

Es  hängt  seinem  absoluten  Werte  nach  nur  von  den  Verhältnissen 
der  sechs  Linienkoordinaten  jeder  der  beiden  Geraden  ab. 

14.  Strahl enkoordinaten  der  Kanten  des  Koordinatentetraeders. 

Im  Anschluß  an  §47,  10  kann  man  nach  (01  die  Strahlenkoordinaten 
der  Verbindungslinie  je  zweier  der  Punkte  §  47,  (20)  bilden.  Man 
erhält  damit  als  Strahlenkoordinaten  der  x-,  y-  und  ^ -Achse  be- 
züglich: 

i>23,  1hl,  1\2,  Pu,  P-2„  Ih,  =  0,  0,  0,  1,  0,  0;  0,  0,  0,  0,  1,  0;  0, 0, 0, 0, 0, 1 
und  für  die  Strahlenkoordinaten  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
yz-,  zx-  und  a;?/-EbeDe  ebenso: 

Ihz,  Pzi ,  2h2,  Pu,  P2i,  Psi  =  h  0,  0,  0,  0,  0;  0,  1,  0,  0,  0,  0:  0, 0, 1, 0, 0, 0. 

§  49.    Homogene  Koordinaten  in  Gebilden  zweiter  und  erster  Stufe. 

1.  Übergang  vom  Räume  auf  Gebilde  niederer  Stufe.  Indena 
wir  den  Punkten,  Strahlen  und  Ebenen  des  Raumes  besondere  Lagen 
gegen  das  Koordinatensystem  (vgl.  §  47,  Fig.  263)  geben,  erhalten 
wir  teils  früher  eingeführte  Koordinaten  in  Gebilden  niederer  Stufe 
als  Sonderfälle  der  homogenen  Raumkoordinaten  wieder,  teils  aber 
auch  neue  homogene  Koordinaten,  die  wir  im  folgenden  zusammen- 
stellen. 

2.  Punktkoordinaten  im  endlichen  oder  unendlich  fernen 
Punktfeld.  Wie  in  §  31,  4  ergibt  sich  auch  für  homogene  Koordi- 
naten nach  §47,  1,  daß  für  einen  in  der  a'i/-Ebene  liegenden  Punkt 
X,  y,  z,  f,  für  den  r  =  0  ist,  x,  y,  t  homogene  Punktkoordinaten  in 
bezug  auf  das  ehene  System   Oxy  sind  (vgl.  §  22,  1 ). 
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Für  einen  vinendlicli  fernen  Punkt  x,  y,  z,  f,  für  den  t  =  0  ist,  ver- 
halten sich  nach  §  47,  7  x,  y,  z  wie  die  Richtungskosinus  der  durch 
den  Punkt  o-ehenden  Geraden.  Sie  sind  nur  von  der  Richtuno-  der 
Achsen  des  Systems  Oxyz  (vgl.  §  32,  1),  nicht  von  der  Lage  von 
0  abhängig.     Danach   sprechen  wir  die  Definition  aus  (vgl.  §  23,  1): 

Unter  Itomogenen  gemeinen  Koordinaten  x,  y,  s  eines  Pnnlites  der 
unendlich  fernen  Ebene  in  hezug  auf  ein  „Koordinatendreiecl",  dessen 
Ecken  von  einem  rechtwinMigen  Achsensystem  Oxys  ausgeschnitten 
werden,  verstehen  wir  drei  Zahlen,  die  sich  verluilten  nie  die  Richtungs- 
kasinus  der  durch  den  Punkt  geltenden  Geraden  in  hezug  auf  dasselbe 
System  Oxyz. 

3.  Linienkoordinaten  im  endlichen  Linienfeld.  Soll  eine  Ge- 
rade 2>ki  ^^^  ^^^  a;^-Ebene  u,  v,  w,  s  =  0,  0,  1,0  vereinigt  liegen,  so 
muß  nach  §  48,  (11'): 

(1)  Ihl  =  ^h       P-25  =  ^,      i>34  =  ^ 

sein,  worauf  nach  §  48,  (12);  (8)  die  Gleichungen  der  Geraden  werden: 

(2)  ^  =  0,    p^^x  +  2>4i  //  +  lh2 1  =  0- 

Hieraus  folgt  nach  §  22,  3: 

Für  eine  in  der  xy- Ebene  liegende  Gerade  verschwinden  die 
StraMenkoordinaten  xh^,  p^^,  p^^,  während  p.^^,  p^.^,  p^^  die  homogenen 
Linienkoordinaten  u,  v,  s  in  bezug  auf  das  ebene  System   Oxy  werden: 

Pu  •  Pu  '•  Pv2  -it:v:  s. 

Die  Bedingung  §  48,  (5')  kommt  mit  (1)  in  Wegfall. 

4.  Linienkoordinaten  in  der  unendlich  fernen  Ebene.  Soll  die 
Gerade  2)j.i  mit  der  Ebene  ;<,  v,  w,  s  =  0,  0,  0,  1  vereinigt  liegen,  muß 
nach  §  48,  (11'): 

(3)  Pu-0,    p,,  =  0,     p,,  =  0 

sein,  worauf  nach  §  48,  (12)  die  Gleichungen  der  Geraden  werden: 

(4)  /  =  0,    2h3^'  +  PsiV  +  Pi-2^  =  ^^ 

Für  eine  unendlich  ferne  Gerade  verschwinden  die  Strahlenkoordinaten 
Pii}  P2i}  Pu>  während  2^3^  Psu  Pu  ^^^  Stellungskosinus  {\g\.  §  42,  3) 
der  durch  die  Gerade  gehenden  Ebenen  werden.  Wir  detiniereu  da- 
her wie  in  §  49,  2 : 

Unter  homogenen  gemeinen  Koordinaten  u,  r,  tc  einer  Geraden  der 
unendlich  fernen  Ebene  in  bezug  auf  ein  „Koordinatendreiecf,  dessen 
Ecken  von  einem  rechtuinkligen  Achsensystem  Oxyz  ausgeschnitten  wer- 
den,  verstehen   nir  drei   Zahlen,   die  sich   verhalten   u-ie  die  Stell ungs-' 


§  49,   5—6. 
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losinus  der  durch  die  Gerade  gehenden  Ebenen  in  heziuj  auf  dasselbe 
System  Oxyz. 

Es  wird  dann  p.jd'-  Pm  '■  lh2  =  ^'  •  '"  *  ^'"• 

5.  Ebenenkoordinaten  im  Ebenenbündel.     Für  eine  durch  den 
Punkt  0  gehende  Ebene: 
(5)  itx  +  VI/  +  n-z  =  0, 

für  die  5  =  0  ist  (vgl.  §  47,  3),  verhalten  sich  nach  §  41,  (5)  u,  v,  iv 
wie  die  Stellimgskosinus  a,  h,  c  der  Ebene,  die  Richtungskosinus  ihres 
Perpendikels  (Fig.  264 1. 

Alle  durch  einen  Punkt  gehenden  Ebenen  bilden  ein  Ebenenbündel. 

Da  nun  0  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes  ist,  soll  überhaupt 
die  Definition  gelten: 

Unter  homogenen  gemeinen  Koordinaten  m,  v,  u-  einer  Ebene  im 
Bändel   in  bezug  auf  ein   von  drei  rechttvinUigen  Ebenen  des  Bündels 


gebildetes  ,,Koordi7iatendreiflack'  Oxyz  verstehen  u-ir  drei  Zahlen,  die 
sich  verhalteil  icie  die  Stellungskosmus  a,  b,  c  der  Ebene  in  bezug  auf 
das  Achsensystem    Oxyz. 

6.  Strahlenkoordinaten  im  Strahlbündel.  Soll  die  Gerade  Pf.^ 
mit  dem  Punkte  x,  y,  z,t  —  0,  0,  0,  1  vereinigt  liegen,  so  muß  nach 
§  48,  (12): 

sein,  während  nach  §4^,10  i\^,  m^,  p.^^  sich  (Fig.  265)  wie  die 
Richtungskosinus  der  Geraden  verhalten. 

Alle  durch  einen  Funkt  gehenden  Geraden  bilden  ein  StraJdbündel. 
Wie  in  §  49,  5,  soll  daher  überhaupt  die  Definition  gelten: 
Unter  homogenen  gemeinen  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Strahles  im 
Bündel  i)i  bezug  auf  ein  von  drei  recht idnkligen  Strahlen  des  Bündels 
gebildetes  „Koordinatendreikanf  Oxyz  verstehen  wir  drei  Zahlen,  die 
sich  verhalten  wie  die  Bichtungskosinus  u,  ß,  y  des  Strahles  im  Achsen- 
system  Oxyz. 
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Es  wird  daun  ihi  '•  P^i  '•  Ihi  ==  x  :  y  :  s. 

Sie  verhalten  sich  nach  §  33,  ( 14)  anch  wie  die  gemeinen  Ko- 
ordinaten eines  jeden  PunMes  des  Strahles  im  System  Oxyz  und  sind 
deshalb  mit  x,  y,  z  bezeichnet. 

7.  Dualität  und  Bedingung  der  vereinigten  Lage  im  Bündel. 
Jeder  Punkt  im  Räume  ist  der  Mittelpunkt  (das  Zentrum,  der  Träger) 
sowohl  eines  Ehenenhündels  als  eines  Stralühündeh,  die  man  beide  zu- 
sammen schlechthin  als  Bändel  bezeichnet.^"^) 

Das  Bündel  bildet  alsdann  im  Räume  das  duale  Seitenstück  zur 
Ebene,  welche  als  Trägerin  von  oo^  Punkten  und  oo^  Geraden  gleich- 
zeitig als  Punldfeld  und  als  Strahlfeld  betrachtet  werden  kann. 

Der  Dualität  zwischen  Punkt  und  Strahl  in  der  Ebene  entspricht 
hier  wiederum  die  Dnalifät  zwischen  Ebene  und  Strahl  im  Bündel. 

Aus  den  Definitionen  von  §  49,  5  und  6 
folgt  mit  Rücksicht  auf  §  35,  (4)  sofort: 

Bezieht  man  die  Koordinaten  ii,  v,  w 
der  Ebene  und  die  Koordinaten  x,  y,  z  des 
Straldes  im  Bündel  auf  dasselbe  Achsensystem 
Oxyz,  so  ist  die  Bedingung  der  vereinigten 
Lage  beider  (Fig.  2(56): 

(7)  tix  +  i-y  -f  a-z  =  '». 


Fig.  266. 


8.  Gleichungen  der  Ebene  und  des  Strahles  im  Bündel.     Die 
Gleichung  (7)    ist   daher  bei  festem  u,  v,  iv   die  Gleichung  der  Ebene 
u,  V,  w  in  laufenden  Strahlenlioordinaten  x,  y,  z  und  bei  festem  x,  y,  z 
die  Gleichung  des  Strahles  in  laufenden  Ebenenloordinaten  u,  v,  tv. 
Insbesondere: 
geht  die  Ebene:  liegt  der  Strahl: 


Äx  -\-  By  =  0 
durch  die  ^ -Achse. 


Au  +  5r  =  0 

in  der  .t//- Ebene. 
Es  ergibt  sich  ferner  ebenso  wie  in  §  22,  7 : 
Die  Gleicliung  der  Verbindungs-         Die  Gleichung  des  Schnitfstrahles 
ebene  zweier  Strahlen  x^,  y^,  z^  undztveier  Ebenen  m^,  v^,  iv^   und  u^, 
x^,  y.2,  ^2  *^^  ***  laufenden  Koordi-'v.^,  iv^  ist  in  laufenden  Koordinaten 


naten  x,  y,  z: 
x      y 


U,  V,  tv. 


(8) 


X, 


=  0. 


m 


Vi     ^1 

"2       ?/2       ^2  ,      .  .  .    , 

i).  Normalform  der  Gleichung  der  Ebene  und  des  Strahles  im 


Ol/Q 


u 

V 

n- 

u. 

^1 

u\ 

Uc 

Vc 

M'o 

0. 


§  -iÖ,   10. 
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Bündel.  Fassen  wir  u,  v,  ir  und  x,  y,  z  nicht  bloß  ihren  Verbält- 
nissen nach  auf,  wie  in  §  49,  5:  6,  sondern  direkt  als  Richtungskosinus, 
so  bestimmen  u,  v,  tc  die  gerichtete  Ebene,  diejenige,  deren  positive 
Normale  (vgl.  §  32,  4)  die  Richtungskosinus  u,  v,  iv  hat,  und  x,  y,  s 
den  gerichteten  Strabl  (vgl.  §33,2).     Wir   nennen  in  diesem  Falle: 

' ux  +  vy  -\r  WZ  =  0  ixu  +  yv  +  ^w  =  0 

(«2  +  ^2  ^  a-''  =  1 )    ■  ^    ^        |(;r2  +  ^2  _^  ^3  =  1) 


(9) 


die  Nornudfor»/  der  Gleichung  der  Ebene  und  des  StraJdes  im  Bündel 
(vgl.  §41,6). 

Beschreibt  man  um  O  eine  Kugel  vom  Radius  1,  so  werden  »,. 
V,  tv  die  Koordinaten  eines  gerichteten  größten  Kreises  und  x,  y,  z  die 
Koordinaten  eines  Punktes  auf  der  Kugel. 

Zwei  Punkte  x,  y,  z  und  —  x,  —  y,  —  z  liegen  diametral,  zwei 
größte  Kreise  u,  v,  w  und  —  u,  —  v,  —  tv  fallen  zusammen  und  sind 
nur  dem  Drehungssinne  nach  verschieden  (Fig.  2(37\ 

Ist  u  =  X,  r  =  y,  n-  =  z,  so  ist  x,  y,  z  der  auf  der  positiven 
Seite  des  als  Äquator  gedachten  Kreises  u,  v,  w  liegende  Pol  der 
Kugel  (Fig.  267). 

10.  Koordinaten  im  Ebenenbündel  mit  unendlich  fernem  Mittel- 
punkt.     Für    eine   der   ,i-Achse    parallele   Ebene   (vgl.   §  40,  (15))    ist 


•^^-^ 


•^,-1/-^ 


Fist.  267. 


^3/ 


Fig.  268.' 


IV  =  0  und  sind  u,  r,  s  zugleich  die  Linienkoordinateu  der  Spurlinie 
der  Ebene  in  der  ./"//-Ebene  in  bezug  auf  das  ebene  System  Oxy 
(vgl.  §22,  1:  Fig.  26s).  Auf  eine  Parallelverschiebung  der  a;//- Ebene 
kommt  es  dabei  nicht  an. 

Wir  verstehen  daher  unter  den  homogenen  gemeinen  Koordinaten 
u.  V.  s  (nicht  homogen:  u,  v)  im  Ebenenhündel  mit  unendlich  fernem 
Zentrum  in  hezug  auf  ein   rechttvinkllges  Achsensystem    Oxyz,  dessen 
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ys-  und  zx- Ebene  dem  Bündel  angehören,  die  Linienlioordinaten  u,  v,  s 
der  Schnittlinie  mit  der  xy -Ebene  in  besag  auf  das  ebene  System  Oxy. 
11.  Koordinaten  im  Parallelstrahlenbündel.  Soll  die  Gerade  j> 
mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  £- Achse  x,y,z,t  =  (},0,l,(} 
(§  47,  10)  vereinigt  liegen,  muß  nach  §  48,  (12): 

(10)  i^24  =  0,     A4  =  0,      i>io  =  0 

sein,    worauf  nach   §  4Sj  (H)    die   Gleichungen   der   Geraden  werden 

(Vgl.  §  48,  (8);  (10)): 

(11)  w=^0,    p^^u  —i\^v  +  2^34^^  =  0     oder     q^^u  +  q^^v  +  q^,s  =  0. 

Für  eine  der  ^- Achse  parallele  Gerade  verschwinden  die  Achsenkoordi- 
naten ^23?  Ö'sij  Qiiy  während  q^^,  q^y,  q^^  ^^^  Koordinaten  ihres  Spur- 
punktes in  der  ic^-Ebeue  werden:  q.2^:  q^^ :  q^^  =  x  :  y  :  t  (§  ^2'2,  [3')). 

Wir  verstehen  daher  unter  homogenen  Koordinaten  x,  y,  t  (nicht 
.  homogen:  x,  y)  im  Parallelstrahlenhündel  in  hezug  auf  ein  recht tvinMiges 


A- 


Ar 


0> 


r.y.t 


jc.y,t 


ii:i'=ab 


Fig.  269. 


Fig.  270. 


Achsensystem  Oxyz,  dessen  z-Achse  dem  Bündel  angehört,  die  Koordi- 
naten des  Schnittptinltes  mit  der  xy- Ebene  in  bezug  auf  das  ebene 
System   Oxy  (Fig.  269). 

12.  Koordinaten  auf  der  Punktreihe.  Für  einen  Punkt  der 
rc-Achse  werden  //  =  0,  z  =  0  und  ;/■,  /  homogene  Koordinaten  der 
Punktreihe  (vgl.  §  7,  1). 

Für  einen  Punkt  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  der  a/y-Ebene 
werden  z  =  0,  t  =  0  und  x,  y  homogene  gemeine  Koordinaten  in  be- 
zug auf  das  vom  Achsensjstem  Oxy  bestimnite  Zweieck  (vgl.  §  23,  1). 

13.  Koordinaten  im  Ebenenbüschel.  Für  eine  Ebene  durch  die 
ä:- Achse  wird  w  =  0,  s  =  0  und  verhalten  sich,  wie  in  §  49,  5,  u,  v 
wie  die  Richtungskosinus  a,  b  des  Perpendikels  der  Ebene   in  bezug 
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auf  das  ebene  System  Oxy.  Auf  eine  Parallelverschiebung  in  der 
Richtung  der  ^-Achse  kommt  es  dabei  nicht  an  (Fig.  270): 

Wir  verstellen  daher  unter  Iwmogenen  Koordinaten  ii,  v  der  Ebene 
im  Ebeneniüschel  in  hezng  auf  ein  recMivinldiges  Ächsensystem  Oxyz^ 
dessen  yz-  und  zx-Ehene  dem  BäsclieJ  angehört,  zicei  Zahlen,  die  sich 
verhalten  wie  die  Hichtungslwsinus  a,  b  des  Eerpendilids  der  Ebene  im 
ebenen  System   Oxy  (vgl.  §  23,  2). 

Bei  Angabe  eines  Drehungssinnes  in  der  a;//-Ebene  (Fig.  270)  ist: 


(12) 


tgtp  = 


die  gemeine  Koordinate   der  Ebene  im  Büschel^^),  wie  in  §  2,  11   und 

§  7/(3). 

Bei  einer  der  //^- Ebene  parallelen  Ebene  u,  0,  0,  s  betrachten  wir 
die  Koordinaten  x,  t  =  —  s  :  u  ihres  Schnittpunktes  mit  der  .r- Achse 
(vgl.  §  49,  1 2)  zugleich  als  ihre  Koordinaten  (vgl.  §  23,  2). 

14.  Koordinaten  im  Strahlbüscliel.  Soll  die  Gerade  2hi  sowohl 
in  der  a: //-Ebene  liegen,  als  durch  den  Punkt  0  gehen,  muß  sie  nach 
(1)  und  (6)  den  Bedingungen: 

(13)  ^23  =  0,     2^31  =  0,     2h2  =  *J,     Pu  =  0 

genügen.     Zugleich  folgt,  je  nachdem  man  j)^^,  p.^^  in  der  Bedeutung 
§  49,  6  oder  §  49,  3  nimmt,  also: 

(14)  p^^ :  7^24  =  .<-://     oder     ^24  '•  —Pu  =  «  ■  ^^ 

Für  eine  in  der  xy- Ebene  liegende  und  durch  0  gehende  Gerade 
verschwimlen  die  Koordinaten  p^^,  li^i,  2h2'  Ihii  aiihrend  Jhi,  Pu  in  die 
erste  und  p^^,  ~Pu  *'^  die  ziveite  Art 
StrahlenJcoordinaten  §  7,  2  übergehen. 

15.  Gleichung  iind  Parameterdar- 
stellung  des  Strahlbüschels  im  Bündel. 
Sind  nun  a^,  b^,  (\  und  a^,  b.^,  Co  die 
Richtungskosinus  z^veier  gerichteten  Strah- 
len r/j  und  ^2  itn  Bündel,  so  ist  für  die 
Koordinaten  x,  y,  z  desjenigen  Strahles  j:» 
im  Bündel  (Fig.  271),  der  den  Winkel 
jener  im  Sinusverhältnis: 


Fig.  271. 


(15) 

teilt,  nach  §  35,  (8): 


81P  9l  P 

sin  g^  p 


y  :  z  =  a^  —  k a,  :  b^  —  Xb.2  :  r^ 


kc^ 
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und  daher  nach  (7)  die  Gleichung  des  Strahles  2>'- 

(«j  —  Acr-g) »  +  (?>i  —  kb.2)v  -|-  (q  —  Ac,) n-  =  0. 
Sind  also: 

(16)  Nj  =  a^u  -\-\v  -\-  c^w  =  0,     iVg  =  «2^''  +  ^^2^'  +  ^2*''  =  ^^ 

die  Gleichungen  der  beiden  (gerichteten)  GrundstraJden  g^,  g^  eines  StroJd- 
büscJtels  im  Bündel  in  der  Normalform  (vgl.  §  49,  9),  so  ist  die  Glei- 
chung desjenigen  Strahles  p,  der  den   Winlel  der  beiden   StraJden   im 

SinusverhäUnis  A  teilt: 

(17)  N,  -  kN.2  =  0. 

Sind  nur  die  homogenen  Koordinaten  x^,  g^,  z^  und  x^,,  y^^  z.^  der 
ungerichteten  Strahlen  g^  und  r/^  gegeben,  so  sind  die  Richtungs- 
kosinus mit  unbestimmten  Vorzeichen  f^  und  £0  nach  §  33,  8  l)e- 
stimmt.     Es  folgt  daher: 

Sind  die  Grundstrahlen  in.  der  allgemeineren  Form: 
L\  =  x^u  -}-  y^v  -]-  z^ n-  =  0 


(18) 

c'2  =  x^n  -\-  y^v  +  Z.2 u-  =  0 

gegeben,   so   ist  die   Gleichung  desjenigen   Strahles  p,    der   den    Winlel 
beider  Strahlen  im  SinusverhäUnis  A  teilt: 

(19)  U,-f.U,=^0, 

wo: 


(20)  ^^i^ykä^t^^-A. 

f,  1/0:2^  + 2/2*  + ^J- 

Man  kann  jetzt  die  äußere  Winlxclfläche  der  beiden  ungerichteten 
Strahlen  (vgl.  §4,1),  in  der  A  positiv  ist,  dadurch  bestimmen,  daß 
der  in  einer  gegebenen  Ebene  Uq,  Vq,  u-q  liegende  Strahl  des  Büschels  (19) 
ihr  angehören  soll. 

Der  Parameter  u  dieses  Strahles  in  (19)  ist  u  =  l\^  :  U^'^:  damit 
für  diesen  Wert  von  ,u   in  (20)  A  positiv  sei,  können  wir: 

(21)  fi  =  -  sign,  ^i",     £,  =  -  sign.  TV' 
setzen  (vgl.  §  42,  (17)j. 

Zugleich  folgt  aus  (19)  wie  in  §  47,  12: 

Sind  x^,  Vi,  ^1  und  x^,  y.2,  z.^  die  Koordinaten  der  beiden  Grund- 
straJden eines  Slrnldbüsrhels  im  Bündel,  so  sind  dir  Koordinaten  des 
laufenden  Strahles  des  Büschels  in  der  Form  darstellhar: 

(22)  prr  =  .Ti  —  .u.To,     Qy  =  ^i  —  ,u//o,     qz  =  z^  —  uz.^. 

1().  Gleichung  und  ParameterdarsteUung  des  Ebenenbüschels 
im  Bündel.    Sind  Oj,  b^,  c,  und  a.,,  K,  c,  die  Stellungskosinus  (Rieh- 


§  49,  IG. 
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tungskosinus  der  Xormale)  zweier  gerichteten  Ebenen  F^  und  F^  im 
Bündel,  so  ist  für  die  Stellungskosinus  der  Ebene  IT,  die  den  Winkel 
jener  im  Sinusverhältnis  (Fig.  272): 

(23)  '^=^ 

^      •  sm  Fj  n 

teilt  (vgl.  §  42,  5),  nach  §  35,  (8): 
u  :  v  :  IC  =  «1  —  Aa«  :  ?>!  —  A&2  :  (\  —  ^C-i ■ 


J^oyo'o 


Es  folgen  daher  wie  in  §  49,  15  die 


Sätze : 


(24 


Sind: 


\ll  +  '^\^  =  ^h 


die    Gleichungen    der    beiden    (gerichteten) 

Grundehenen  F^,  F,   d^^^s  Ebenenhüschels   im  Bündel   in   der   Normah 

form  Tvgl.  §  49,  9),  so  ist  die  Gleiclaing  derjenigen  Ebene  IT,   die  den 

Winlel  der  beiden  Ebenen  im  Sinusverhältnis  l  teilt: 

(25)  .A',  -  ly,  =  0. 

Sind  die  Grundebenen  in  der  cdlgem,einen  Form: 

X^  =  u^x  +  lYJ  +  n\z  =  0 

X^  =  u.^x  +  i\ij  -\-  u\z  =  0 

gegeben j  so  ist  die  Gleichung  derjenigen  Eliene  IT,  die  den  WinJcel  beider 

Ebenen  im  Sinusverhältnis  A  teilt: 

(27) 

ivo: 


(26;) 


X^  —  ^A'2  =  0, 


f ,  y  ?<j  -  -f- 1%  -  +  u\  ■ 


■L 


(28) 

Dabei  ist: 

(29)  f  1  =  —  sign.  Xj**,     f  2  =  —  sign.  X2", 

falls   der    den    gegebenen    Strahl   x^,    y^,    Zq    enthaltende   Wiukelraum 
zwischen  den  Grundebenen  als  äußerer  gilt  (vgl.  §  42,  7). 

Sind  Uj^,  t\,  n\  und  Uo,  v.2,  Uo  die  Koordinaten  der  Grimdebenen 
eines  Ehenenbüschels  im  Bündel,  so  sind  die  Koordinaten  der  laufenden 
Ebene  des  Büschels  in  der  Form  darstellbar  (vgl.  §47,  12): 

(30)  QU  =  U^  —  f.lU^,      9^'  =  "^'i  —  Wt'o,      QW  =  u\  —  uu'2. 
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§  50.    Die  Transformation  der  homogenen  gemeinen  Koordinaten. 

1.  Transformation  der  Punkt-  und  Ebenenkoordinaten  im 
Räume.  Die  Formeln  für  den  Übergang  von  einem  rechtwinkligen 
Koordinatensystem  Oxys  zu  einem  andern  0' x  y  z  (§  45,  i20;,  (21), 
(,23)  und  (24))  nehmen  bei  homogener  Schreibweise  (vgl.  §  47,  1)  die 
,,.,^«,4r,^  Form  (Fig.  273)  an: 

QX  =  a^x'-\-  a^y'^  «3/+  x^i! , 


y'(ank 


'O 


(1) 


Ya^q) 


'V=x^y,;2il 


-•^      (2) 


JC 


Fig.  273. 


(3) 


qy  =  \x'A^  \y' ^  ?>3~^'+  yJ^ 
QZ  =  Cj^x  +  c^y'-\-  C3/+  z/, 
Qf  =  t', 

QU  =  a^  H     -\-  «2  v'  +  «3  ?<■', 

QV  =  h^  n'  -f  &2  v  +  7>3  ?(•', 

p5  =  a;o'^t'  +  ^0'  ^■'  +  ~o' ""'  +  s\ 
und  umgekehrt: 

6V'  =  «2«  +  &2^"  +  ^'S^'S 

6tv'  =  a^u  -j-  b^v  -\-  c.^ic, 

öS    =  XqH  +  i/oi-  +  ZqIV  +  5, 


(4) 


(?//'  =  ^2^;  +  &2  2/  +  c,^  +  y^t, 
6z'  =  «gX  +  &3?/  +  Ca-*  +  ^o'^i 
^^'  =  i, 

wo  p  und  (?  Proportionalitätsfaktoren  bedeuten. 

Die  neuen  Koordhuiten  des  Punlies  und  der  Ebene  sind  daher, 
von  einem  gemeinsamen  Falior  abgesehen,  homogene  lineare  Funldionen 
der  alten  und  umgeliehrt. 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  geben,  gleich  0 
gesetzt,  die  Gleichungen  der  Seitenebeuen  und  Ecken  des  neuen  Ko- 
ordinatentetraeders (vgl.  §  45,  (22);  §  47,  3;  lOj  in  bezug  auf  das  alte. 

2.    Transformation    der    Linienkoordinaten    im   Räume.      Sind 

^1'  Ik,  ~"n  ^1?  *-i'>  Vi  7  ^i,  h'  und  '^2J  ^2;  ^2j  ^2;  ^'2';  y2\  ^2'.  ^2  die  Ko- 
ordiuaten  zweier  Punkte  in  bezug  auf  die  beiden  Systeme  Oxyz, 
O'x'y'z',  so  sind  die  Strahlenkoordinaten  der  Verbindungslinie  dieser 
Punkte  in  bezug  auf  beide  Systeme  nach  i?  4S,  (3'): 

Z-i       X-, 


(1') 


Vi 

^1 

Pn  = 

Vi 

^2   i 

^1 

^1 

Ihi  = 

^•2 

/, 

Ihl 


Ihi 


^2   i' 


y-2 


^1 

«/l 

Ihi 

= 

x^ 

2/2 

^1 

h 

Ihi 

= 

±     ' ' 

Z2 

k\ 
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(3')^ 


/ 

Vi 

< 

Piz  = 

V-2 

^2'  ; 

x; 

K 

Pu  = 

i\' 

U' 

Ps 


P2i 


~1 

Pl 
1/2' 


^1     1 
X./  j  ' 


P12 


pu  = 


Vi 

t:\ 


Setzt  man  nun  die  Werte  (1),  mit  den  Indizes  1   und  2  gebildet, 
in  (!')  ein,  so  ergibt  sich  mit  Benutzung  von  (3'): 

P-iz  =  (^2^3  -  hc-^P'iz  +  (^3^1  -  ^1^3)^1  +  (^1^2  —  ^2^1)^2  + 

Pii  =  fhPu  +  «2i>24  +  «3i^34 


und  mit  Benutzung  von  §  37,  (12)  schließlich: 

Zwischen  den  StrahlenJxOordinaten  />^.j  und  p,[^  einer  Geraden  in  he- 
zug  auf  zivei  reclitivinklige  Koordinatensysteme  (Fig.  273)  bestehen  die 
Gleichungen  :^^^) 

'  QP2i  =  «1  ^^23  +  "2iJ31  +  «32^12  +  (^1  ^0  "  ^1  Po^Pu  +  (^2  ^0  "  ^2 1/o)P2f 

+  {h^0-Cdk)P^4.^ 
QPSI  =  ^12^23  +  ^2^31  +  ^3i^,2  +  (^1  ^0  — «1  ^o)Pu  +  (^2  ^0-^2  ^o)i4 

+  (C3^0-%^o)i4j 
(5)  {  QPl2=  (^lPo3+  C2P3I+  (^3Pv2  +  (.^lPo-h^o)Pu+  i(hVo  —  h^o)P2i 

+  {cisl/o-h^'o)Pai, 

QPii  =  «li^l4  +  «2i^24  +  «3i^34  » 

QPU  =  ^li^4  +  ^2i^24  +  ^3  2^34  ^ 

1 9PU  =  Cii>i4  +  ^,2^24  +  ^3^^3.1 . 

Die  alten  Koordinaten  des  Strahles  sind  his  auf  einen  gemeinsamen 
Faktor  q  Jiomogene  lineare  FunMionen  der  neuen,  und  ebenso  umgekehrt. 

3.  Transformation  der  Ebenen  und  Strahlenkoordinaten  im 
Bündel.  Lassen  wir  (Fig.  273)  den  Punkt  0'  und  0  zusammenfallen, 
setzen  also  a'„  =  0,  g^  =  0,  ^„  =  0,  so  können  wir  Oxyz  und  Ox'g'z 
als  zwei  verschiedene  Koordinatensysteme  im  Bündel  des  Punktes  0 
ansehen.  Gleichzeitig  werden  mit  s  =  Oi  s'  =  0  nach  §  49,  5  u,  v,  ?r 
und  n',  v',  w  Koordinaten  der  Ebene  im  Bündel  und  werden  mit 
JP23  =  ^,  Pzi  =  ^,  P12  =  ^;  2^23  =  ^;  Pn  =  ^,  Pv2  =  0  n-'ich  §  49,  6 
Pu  '•  P24, '•  Pzi  ="  ^  •  y  '•  ^  uJid  2^14  '■  P24,  '•  Pu  =  x'  '-y  '•  z'  Koordinaten  des 
Strahles   im  Bündel.     Alsdann  folgt  aus  (2)  und  (5): 

Zwischen  den  Ebenenkoordinaten  u,  v,  tv  und  11',  v,  w',  bezüglich 
Strahlenkoordinaten  x,  y,  z  und  x ,  y ,  z  in  bezug  auf  zwei  Koordinaten- 
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Systeme   Oxyz    und    Ox'y's     im   Bündel    (Fig.  274)    bestehen    die   Be- 
ziehungen: 


(6) 


(7) 


Q\)=  \x  ^\y'  ^-h^z, 

QZ  =  c^x  +  c^y  +  Cg/, 


QU  =a^u  -\- «2 y'  +  «3 '^f 'j 

()  it'  =  q  a  +  Cg  y'  +  c^  w', 

Die  Formeln  (7)  sind  mit  p  =  1  und  a;  =  a,  y  =  ß,  z  =  y\  x'  =  a, 
y  =  ß',  z  ==  y'  zugleich  die  Transformationsformeln  der  Richtungs- 
kosinus a,  ß,  y^  a,  ß\  y  eines  Strahles,  da  für  diese  als  Punktkoordi- 
naten des  Punktes  vom  Radiusvektor  1  (vgl.  §  33,  (16)J  die  Formeln 
§  37,  4  gelten. 

4.  Parameterdarstellung  des  Punktfeldes  im  Räume.  In  den 
Transformationsformeln  §  50,  1 — 3  sind  zugleich  die  teils  früher  schon 
angegebenen,  teils  neu  hinzukommenden  Parameterdarstellungen  von 
Gebilden  niederer  Stufe  im  Räume  enthalten. 

Mit  /  =  0  ergibt  sich  aus  (1)  mit  Rücksicht  auf  §  49,  2: 

Ist  eine  Ebene  durch  einen  Pmikt  0'  =  Xq,  y^,  z^  und  zwei  von 
ihm  ausgehende  rechtwinklige  Achsen  x  =  a^,  b^,  q  und  y'  =  a.^,  b^,  c^ 


t\^ 


iJ/  '((t^sh^x  ' 


0=^o!/o=o 


.  f 


^y 


Fig.  275. 


(^) 


(Fig.  275)  gegehen,  so  stellen  sich  die  Koordinaten  x,  y,  z,  t  des  laufen- 
den Punktes  der  El)cne  in  bezug  auf  das  räumliche  System  Oxyz 
mittels  der  Formeln :^^'^) 

QX  =  a^x  -\-  a^y'  +  x^t', 

Qy  =biX  -\-  b,y'  +  yj, 

Qz  =  c^x  4-  c-^y  4-  zj, 

Qt    =  t' 

durch  die  Koordinaten  x\  y\  f'  desselben  Punldcs  in  bezug  auf  das 
ebene  System  O'x'y'  dar.  Es  sind  wieder  die  Formeln  §40,(19),  zu- 
gleich ein  Sonderfall  von  §  53,  ( 3'). 

Für  die  Punkte  ,/",  //,  z,  t  der  unendlich  fernen  Ebene  sind  nach 


§  50,  5—6. 
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§  49,  2  schon  die  neben  ^  =  0  nicht  verschwindenden  Raumkoordinaten 
X,  y,  z  zugleich  unabhängige  Parameter. 

5.  Pararaeterdarstellung    des    Strahlfeldes    im    Räume.      Mit 

i^23  ""  ^j  V^\  ^  ^'  Ihi  "^  ^^-  ^^"4  ^  "'  Pii  "^  ' '?  Pi'>  ^  ^'  e^gi^t  sich  nach 
§  49,  3  aus  den  Transformationsformeln  (5): 

Ist  eine  Ebene  durch  einen  Punlf  0'  =  x^,  y^,  z^  und  zicei  von 
ihm  ausgehende  rechtivinJdige  Achsen  x'  =  a^,  h^,  q  und  y  =  a^,  hy,  c, 
(Fig.  276)  gegeben,  so  stellen  sich  die  Koordinaten  p^^  des  laufenden 
Strahles  der  Ebene  i)i  bezug  auf  das  räumliche  System  Oxyz  mittels 
der  Formeln :  ^"^) 

Qlh$  =  (^2 -0 — ^'i i/o  '  ^''  —  ( ^1  ^"o  —  <^'i  //o )  ^"'  +  (^1  ^2  —  h ''i) ^\     QPu  =  «2 "'  —  «1  v\ 

QPi  2  =  («2  i/o—  ^^2  -^'o^ ' ' '  —  («1  //o  —  ^^1  -^'o ,)  i''  +  («1  h—  «2  ^l)  ^'j     9  Pzi  =  ^'2  « '  —  f'i  ^"  V 
durch   die  LinienJioordinaten   u',  v',  s'   desselben   Strahles   in   bezug  auf 
das  ebene  System   0' x  y    dar. 

Die  Formeln  sind  ein  Sonderfall  von  §  53,  (7'\ 
Für  die  Geraden  j\^  der  unendlich  fernen  Ebene  sind  nach  §  49,4 
schon  die  Strahlenkoordinaten  jj^s  =  ^^  Pzi  ==  '">  P\z  ="  ^^'  zugleich  un- 
abhängige Parameter. 

6.  Parameterdarstellung  eines  Ebenenbündels.  Mit  s'  =  0  er- 
hält  man    aus   {2\   eine  Parameterdarstellung   der   durch   0'  gehenden 


y'(aj>^c^) 


k^ 


X'(uJ}^C,) 


O'=jc„yo=o 


^0 


■y 


KZ' 


0'= 


•^oyo^o 


KV' 


'y 


Fig.  276. 


Fig. 


Ebenen.  Man  kann  dabei  zur  Vereinfachung  das  System  0' x  y  z 
mit  Oxyz  parallel  nehmen,  da  es  sich  nur  um  die  willkürliche  Lage 
des  Bündelzentrums   (/  handelt  (Fig.  277). 

Ist  ein  Funlxt  </  als  Mittelpunld  eines  EJbenenbündels  durcli  seine 
Koordinaten  Xq,  y^,  z^  gegeben,  so  lassen  sich  die  Koordinaten  ti,  r,  w,  s 
der  laufenden  Ebene  des  Bündels  in  bezug  auf  das  räumliche  System 
Oxyz  mittels  der  Formeln: 

(10)        QU  =t  11,    Qv  =  v',    Qiv  =  ic',    QS  =—  XqU  —  y^^v' 


ZniV 
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§  50,  7— t). 


■durcli  die  Koordinaten  ii,  v',  iv    derselben  Ebene  in  hesug  auf  ein  mit 
Oxyz  paralleles  Dreiflach  O'x  y  z    im  Bündel  (vgl.  §  49,  5)  darstellen. 
Es  sind  wieder  die  Formeln  §45,(19),   zugleich   ein  Sonderfall 
Ton  §  53,  (3). 

7 .  Parameterdarstellung  eines  Strahlbündels.  Mit  2)23  =  Ö>  Pn  ^  ^> 
j)j',  =  0,  j)^^  =  x',  2^2^  =  y',  i>34  =  z'  ergibt  sich  nach  §  49,  6  aus  den 
Formeln  (5)  im  Anschluß  an  Fig.  277: 

Ist  ein  Punkt  0'  als  MittelpunJä  eines  Stralübündels  durch  seine 
Koordinaten  Xq,  y^,  Zq  gegeben,  so  lassen  sich  die  Koordinaten  2hi  ^^^ 
laufenden  Strahles  des  Bündels  in  bezug  auf  das  räumliche  System  Oxyz 
mittels  der  Formeln: 

( Qlhs  =  P^o  —  ^'.'/o'  QPii  =  ^''7 

(11)  Q2)3i  =  ZXq  -  X'Z^,  Q2X2i  =  .'/', 

I  Q2\.2  =  .r'i/o  -  y'^'o,  Qlhi  =  ^\ 

durch  die  Koordinaten  x,  y',  z  derselben  Geraden  in  bezng  auf  ein  mit 
Oxyz  paralleles  Dreikant  0' x  y  z  im  Bündel  (vgl.  §  49,  6)  darstellen. 
Die  Formeln  sind  ein  Sonderfall  von  §  53,  (7).  Sind  a,  ß,  y  die 
Richtungskosinus  der  Geraden,  so  hat  man  x' :  y' :  z' =  a  :  ß  :  y,  und 
erkennt  in  (11)  wiederum  die  Formeln  §48,(18). 

8.  Parameterdarstellung  des  Ebenenbündels  mit  unendlich 
fernem   Mittelpunkt.      Mit    w'  =  0    ergeben    sich    aus    (2)    die    zur 

/-Achse  parallelen  Ebenen.  Man  kann 
zur  Vereinfachung  0=0  nehmen  und 
findet  (Fig.  278): 

Ist  ein  Ebenenbündel  mit  unend- 
lich fernem  Zentrum  durch  zwei  recht- 
tvinklige  Achsen  Ox'  =  a^,  b^,  q  und 
Oy'  =  a^,  &2  7  ^2  ß'^fJ^^'^'^'  deren  Ebene 
zu  dem  Bündel  senkrecht  steht,  so  stellen 
sich  die  Koordinaten  u,  v,  w,  s  der 
laufenden  Ebene  des  Bündels  in  bezug 
auf  das  räumliche  System  Oxyz  mittels 
der  Formehl : 
QU  =  aj^u'  ^a.2v'f     QV  =  biu'  +  b.,v',     qu- --^-c^u'  -\- c^v',     qs  =  s' 

durch    die   Koordinaten   u',   v',  s    derselben  Ebene    in    bezug   auf  das 
Achsensystem   0' x  y    im  Bündel  (vgl.  §  49,  10 )  dar. 

9.  Parameterdarstellung     des     Parallelstrahlenbündels.        Mit 

ih,  =  0,  P,,  =  0,  p;,  =  0,  p,,  =  X,  p,-^  =  -  ?A  pm  =  ^''  i ^gi-  §  -19, 1 1) 

folgt  unter  der  Vereinfachung   0'  =  0  aus  (5): 


u.r.s  =n,r.ri:s 


y'fciJiSo,' 


JL'iU^h/.^) 


Fig.  278. 


(12) 


§  50,  10—11. 
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Die  Koordinaten  2hi  '^^-^  laufenden  Strahles  eines  ParaUelsfrald- 
hiindels  von  der  Biclüung  z  =  a^,  h.^,  c.  in  hezug  auf  das  räundiclie 
System   Oxijz  stellen  sich  onitteJs  der  Formeln: 

I  Ql>-2o  =  «2  ^'  —  «1  Ih  Qlhi  =  «3  i', 

(13)  Qp.,,  =  h,x'  —  \if,  Qp,^  ==  h.f, 

Upn  =  c^^  —  c^y,  pi^gi  =  c./, 

durch  die  Koordinaten  x ,  y,  f  desselben  Strahles  in  hezug  auf  zivei 
zu  z  senhreclde  Achsen  Ox'  =  a^,  l'^^,  c^  und  Oy'  =  a^,  h.-,.  c.j  (vgl. 
§49,  11)  dar  (Fig.  279). 

10.  Parameterdarstellung  der  Punktreilie.  Mit  y'  ^0,  /  =  0 
ergibt  sich  aus  (1): 

Ist  eine  Punldreihe  durch  einen  Funld  0'  =  Xq,  y^,  z^^  und  die  RicJt- 
tungslosinus  a^,  b^,  c\  gegeben,  so  stellen  sich  die  Koordincden  x,  y,  z,  t 


^'<^^\C3> 


y  Vrtj^f,; 


x'faJj^Cj) 


JC'(ufijC,J 


Fiff.  279. 


des  laufenden  PunJdes  der  Reihe  in  hezug  auf  das   räumliche  System 

Oxyz  mittels  der  Formeln: 

(14)        QX  =  a^x'  -\-  x^t',     Qy  =  h^x'  -j-  y^f,     qz  =  c^x'  ^z^f,     Qf  =  t' 

durch  die  Koordinaten  x',  t'  des  Funlies  auf  der  Geraden  (vgl. 
§  49,  2)  dar  (Fig.  280). 

Es  sind  die  homogen  geschriebenen  Formeh:  §  43,  (2). 

Für  die  unendlich  ferne  FunJdreihe  der  x'y'-^hene  mit  der  Ver- 
einfachung 0'  =  0  fFig. '274)  und  mit  z'  =  0,  t'  =  0  ergibt  sich  aus 
(Ij  ebenso  die  Parameterdarstelkmg: 

(15j     QX  =  a^x'  +  a2tj',     gy  =  h^x'  -\-h,y',     qz  =  c^x  -\- c.,y',     Qt  =  0, 

wo  x,  y'  homogene  gemeine  Koordinaten  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  sind  (vgl.  §  23,  1). 

11.  Parameterdarstellung  des  Ebenenbüschels.  Mit  w'  =  0, 
s'  =  0  ergibt  sich  aus  (2): 


Staude,  analyt.  Geometrie. 
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Ist  die  Achse  z'  eines  Ebenenbüschels  als  Normale  der  Ebene  siveier 

rechtwinUigen  Achsen  x  =  a^,  b^,  q    und  y  =  cu,  b.,,  c^    im   Punlte 

0'  =  Xq,  iJq,  Zq  gegeben,  so  stellen  sich  die  Koordinaten  u,  v,  u;  s  der 

laufenden  Ebene  des  Büschels  in  bezug  auf  das  räumliche  System  Oxyz 

mittels  der  Formeln: 

QU  =  a^u   -\-  a„v  , 

QV  =  b^u  +  b^v, 
QW=  c^u'  +  c^v, 
QS  =  Xq  u  -f  y^v' 

durch  die  homogenen  Koordinaten   u',  v'  derselben  Ebene    im  Ebenen- 
büschel (vgl.  §  49,  13)  dar  (Fig.  281). 

Es  ist  der  Satz  §  47,  (ßd)  mit  rechtwinkligen  Grundebenen. 
Für  ein  Farallelebenenbüschel,  dessen  Ebenen  der  //'^'-Ebene  par- 


(16) 


u'v  =  u,i;u;s 


y'<ajx.c.^) 


y'((iMcJ 


0=JC'i/;z;, 


Fig.  281. 


Fig.  282. 


allel  sind,   ergibt  sich  mit  r  ==  0,  w  =  <»  und  mit  0'  =  0  (Fig.  274) 
die  Parameterdarstellung 

(17)  Qu^a^Ü,     QV  =  hj ,     Qtv  =  c^t',     qs=—x', 

wo    x\  t'  =  —  s',  n'    die    Koordinaten    der    Ebene    im    Farallelebenen- 
büschel sind  (vgl.  §  49,  13). 

12.  Parameterdarstellung  des  Strahlbüschels  im  Kaume.     Mit 

i>24  =  /     (vgl-    §49,14) 


=  0. 


^23  =  0?  Pzi  =  ^;  l>i2  -  Ö,  Psi 
folgt  aus  (5)  (Fig.  282): 

Ist  der  Mittelpmikt  0'  eines  Strahlbüschels  durch  seine  Koordinaten 
Xq,  y^,  Zq  und  die  Ebene  des  Büschels  durch  zivei  recht ivinJdige  von  0' 
ausgehende  Achsen  a;'  =  a^,  b^,  c^  und  y  =  «37  ^2>  ^2  H^'U^^^^h  ^^'  stellen 
sich  die  StrahlenJcoordinaien  des  laufenden  Strahles  des  Büschels  in  be- 
zug auf  das  räumliche  System  Oxyz  mittels  der  Formeln: 

[  P ^23  =  i\  ^0  —  ^1  Ik)  ^'  +  (^2  ^Q  —  ^2  Vq)  !h       P ;>U  =  «1  ^'  +  «2  !h 

(1  ^)  I  91hl  =  (<=!  ^0  —  «1  ^0)  *■'  +  1^2  Ä'o  -  ^'2  ^0.)  y,     QPu  =  &1  ^'  +  '^2  y, 

(>  /^i  2  =  («1  ^0  -  h  ^0)  ^'  +  (»2  Vo  -  h  ^0)  y,     QPsi  =  Ci  ar'  +  c^  y, 


§  50.  13. 
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durch  die  Koordinaten  x,  \j   desselben  Strahles  in  hezug  auf  das  ebene 

System    0' x  xj    dar   'vgl.  §  23,  1 1.  Die   Formeln   sind   ein    Sonderfall 
von  §  52,  (33'). 

13.    Parameterdarstellung    des    Ebenenbüschels    und     Strahl- 
büsehels  im  Bündel. 

Die  Ebene  ?(',  r',  ic'  von  §  50,  3  Der  Strahl  a ',  //,  z   von  §  50,  3 

geht  mit  «"'  =  0  durch  die  /-Achse  liegt  mit  /  =  0  in  der  a^'.?/-Ebene 

des    Systems     Ox'ij' /    und    u,    r'  des    Systems     Oxi/z'    und    x,    ij 

werden  die  Koordinaten  der  Ebene  werden  die  Koordinaten  des  Strahles 

im  Sinne  von  §  49,  13.  Daher  folgt  im  Simie  von  §  23,  1.    Daher  folgt 

aus  (6):  aus  (7): 

Sind     die     Grundebenen     eines  Sind    die    Grundstrahlen    eines 

Ebenenhüschels  im  Bündel  als  y  z-  Strahlhüschels    im    Bündel   als    x- 

und   z'x'-Ebene   des   Achsensystems  und    y'-Achse     des     Achsensystems 

Ox'y'z' (Fig. '283  a)  gegeben,  so  stellen  Ox'y'z     (Fig.  283  b")    gegehn,    so 


u',v'=u,v,w 


y'(aj),c^ 


jr(a,hjCjj 


Fig.  283  a. 


y'<afi.,c^) 


•y 


jc'ia,b,c,j 


Fig.  283b. 


sich  die  Koordinaten  u,  r,  w  der 
laufenden  Ebene  des  Büschels  in  be- 
zug  auf  das  Dreiflach  Oxyz  im 
Bündel  mittels  der  Formeln: 

{qu=  a^u  +  (^2^' , 
(19)         pr  =  b^u  +  b=^v', 

\qiv=  f\  u   -f  Cg  v' 

durch  die  Koordinaten  u,  v  der- 
selben Ebene  im  Büschel  (§  49, 
13)  dar. 


stellen  sich  die  Koordinaten  x,  y,  z 
des  laufenden  Strahles  des  Bündels 
in  bezug  auf  das   Dreilant  Oxyz 
im  Bütidel  mittels  der  Formeln: 
tQX  =  a^x  +  a^y', 

(19')     Uy  =  h,x'  +  b,jj, 
\qz  =  c^x  ^  Cc,y, 

durch  die  Koordinaten  x,  y  des- 
selben Strahles  im  Büschel  (§  23, 
1 )  dar. 
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51,  1—2. 


Y.  Kapitel. 

Lagebezieliiiiigeii  zwisclieu  Pimkteii,  Geraden  und  Ebenen. 

§  51.    DU  Identitätensätze. 

1.  Identität  zwischen  den  Gleichungen  von  zwei  Ebenen  oder 
Punkten.  In  §  40,  4  wurden  die  Bedingungen  für  den  Zusammenfall 
von  zwei  Ebenen  angegeben.  Wir  wiederholen  sie  in  homogenen 
Koordinaten  mit  anderer  Bezeichnung  und  mit  Hinzufügung  des 
dualen  Satzes  (vgl.  §  24,  1): 


Die  beiden  Ebenen. 


1 X,  =  ao.r  +  b.yij  +  Cg^  +  (72^  =  0 


(1) 


fallen  immer  dann  und  nur  dann 
zusammen  (haben  oo-  PiinJäe  ge- 
mein), tvenn  eine  Identität  von  der 
Form  beste] d: 


(2) 


X,X,-^L,X,  =  0. 


Die  beiden  Punlde: 

■.,^  I  ?7i  =  «/«  +  />/'y  +  c/?r  +  f7/s=0, 
\Uo  =  a.^'u+kyi'  +  c^'tv  +  d.2S=0 

fallen  immer  dann  und  nur  dann 
zusammen  (haben  oo-  Eigenen  ge- 
mein), ivenn  eine  Identität  von  der 
Form  besteht: 

(2')         A,  U,  +  k,  U,  =  0. 


In  dieser  verschwindet  keiner  der  beiden  Faktoren  A^.  A,,  wenn 
nicht  alle  Koeffizienten  der  einen  der  beiden  Gleichungen  (1)  ver- 
schwinden. 

"2.  Unterdeterminanten  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichungen 
zweier  Ebenen  oder  Punkte.  Da  die  Identität  {2)  mit  den  vier 
Gleichungen: 

'  -*  \l^c,  +  Us-2  =0,      l, d,  +  Ld„  =  0 

gleichbedeutend  ist,  so  folgt: 

Die    beiden   Ebenen  (1)    fallen         Die   beiden    Punlie  (1')   fallen 

immer  dann  und  nur  dann  zusammen,  immer  dann  und  nur  dann  zusammen, 

ivenn:  wenn: 


(4)        :«'     '''     ^-     '''    =0. 
I  ac,     b.2     Co     de. 


C-i') 


K   <   'V  _^ 
b.:  c.:  d.:' 


Das  Verschwinden   der  Matrix   bedeutet    dabei  das  Verschwinden 
aller  ihrer  zweireihigen  Unterdetermiuauten  (Anm.  1,  III,  (24)): 


§  51,  3—4. 


26.1 


(ö) 


(l2Z  = 


fll2 


(hi 


\ 

q 

<\     «I 

h 

,      Ü3l  = 

? 

C.y 

C^    rt. 

«1 

\ 

«1  <h' 

«2 

h 

,      <hi  = 

7      '   ' 

«2     ^'2  1 

(5') 


&2     d.2 


(hi 


C-2     (h 


'lhz  = 

K    <^2 

,.P-61  = 

l\i= 

a.2    h.,' 

:  Pu  = 

f<2     «2 

W  'V 


c/   fV 


Oo       «9  Co       «o 


TFijww  (Ue  Unterdcterminanteii  g^.J  Wew«  fZie  Unterdeterminanten  2hi 
nicht  cdlfi  verschwinden,  hahen  die\  nicht  alle  verschivinden,  hohen  die 
Ebenen  (1)  eine  Gerade  (00^  FunJde)  t  Piuikte  (!')  eine  Gerade ((yo^  Ebenen) 
gemein,  und  die  Q/^i  sind  der en\ gemein,  und  die  Pf.^  sind  deren 
AchsenJcoordinaten  (vgl.  §  48,  (3)).    |  Strahlenlioordinaten  (vgl.  §  48,  (3')). 

3.  Identität  zwischen  den  Gleichungen  von  drei  Ebenen  oder 
drei  Punkten.  Xacli  i^  42,  U  wird  jede  durch  die  Schnittlinie  der 
beiden  Ebenen  X^  =  0  und  Xg  =  0  gehende  dritte  Ebene  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form  Xj — ^Xg  =  0  dargestellt,  wie  auch  um- 
gekehrt jede  durch  eine  solche  Gleichung  dargestellte  dritte  Ebene 
durch  die  besagte  Schnittlinie  geht.  Bezeichnet  man  also  die  Glei- 
chung der  dritten  Ebene  kurz  mit  X3  =  0,  so  muß  nach   (2): 

A,(X,-,aX2)  +  A3X3  =  0 

sein.  Wegen  der  mit  —  X^^  =  X.-^  sich  ergebenden  Symmetrie  der 
Gleichung  schließen  wir:^^) 

Die  drei  Ebenen:  Die  drei  Punlie: 

l  X^  =  a^x-'rb^y-\-c^z-]-dJ  =  0,  (  Ui  =  '''i'f'  +  ^\'^'  +  (^i'c  +  (k'i=^K 

(6 j    Xg  =  ^2  ■^  +  ^-^2  2/  +  ^2  ■^  +  ^2  ^  =  Oj  (6')    ^4=  «2'^'  +  ^^2'"^ + ^-2^^'  +  ^^2  1=^7 
\  X3  =  «3 X -\-b.y  -\-  c^z -{- d,J  =  0  \  U.^=  a^'ii  +  b.^'v -j- c.^iv  +  ^3' t=0 

haben  immer  dann  und  nur  dann  liegen  hnmer  dann  und  nur  dann 
eine  Gerade  (<X)^  PunJcfe)  gemein,  in  einer  Geraden  (haben  cc'^  Ebenen 
wenn  eine  Identität  von  der  Form,  gemein),  u-enn  eine  Identität  von  der 
besteht:  '  Form  besteht: 

(7)    A^X, +  A2X2  +  A3X3  =  0.        '(7')    l,U,+X,V,  +  X,U,=^0. 

In  dieser  verschwindet  nach  §51,  1  keiner  der  Faktoren  X^,  X^,  A3, 
wenn  nicht  zwei  von  den  drei  Ebenen  ((5)  (Punkten  ((>'))  zusammen- 
fallen. 

4.  Unterdeterminanten  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichungen 
dreier  Ebenen  oder  Punkte.  Da  die  Identität  {1 )  mit  den  vier 
Gleichuncren: 
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§  51,  4. 


(8) 


gleichbedeutend  ist,  so  folgt: 

Die  drei  Ebenen  (6)  haben 
imjner  dann  und  nur  dann  eine 
Gerade  gemein,  wenn: 

i  "i     ^1     ^1     ^1  ! 
(9)       1  a,     62     C2     d.^    =  0. 

«q  &„  Co  d; 


X,b,  +  Lb,  +  l,h,  =  0, 
k^d^  4-  A.r/o  +  A3  r/3  =  0, 

Die  drei  Piinlie  (6')  Heuen  immer 
dann  und  nur  dann  in  einer  Ge- 


=  0. 


raden 

tvenn: 

a,'     6/ 

c/ 

d,' 

(9') 

«2'     ^2' 

€./ 

d: 

%'     ^^3' 

(■3 

^3' 

Das  Verschwinden  der  Matrix  bedeutet  dabei  das  Verschwinden  aller 
ihrer  dreireihigen  Unterdeterminanten  (Anm.  1,  III,  (25)),  die  wir  in  der 
folgenden  Weise  bezeichnen  (\gl.  §  51,  5  zu  (14)): 


(10) 


h 

Cl 

^1 

' 

w 

'\' 

d,' 

A  =  - 

h 

C2 

<^2     , 

^;=- 

w 

^■9' 

^i 

h 

^3 

d,\ 

w 

^3' 

d-i 

a^ 

f'l 

d^ 

«1' 

Ci' 

^1' 

s,- 

Oo 

^2 

d,    , 

5;  = 

«2' 

^2' 

f/o' 

«3 
«1 

^3 

d, 

d,\ 

(10')  < 

a,' 
«1' 

C3' 

^3' 

d^ 

Q  =  - 

«2 

^2 

d2\, 

<^;=- 

«2 

6./ 

d,' 

«3 

^'a 

d,\ 

«3' 

^3' 

dz 

«1 

&i 

^1 

rt/ 

w 

Cl 

A  = 

«2 

&2 

^2'- 

A'  = 

a,' 

b.; 

h 

«3 

&3 

('■6 

, 

«3' 

h' 

h 

Die  Achsenkoordinaten  q^^  der ,  Die  Strahlenloordinaten  p^.J  der 
gemeinsamen  Geraden  der  drei  gemeinsamen  Geraden  der  drei 
Ebenen  (6)  sind  die  zweireihigen  Punkte  (6')  sind  die  zweireihigen 
Unterdetenninanten  der  Matrix  (9):  Unterdeterminanten  der  Matrix  (9'); 
und  zwar  die  aus  der  ersten  und  zweiten  Zeile  gebildeten  Unter- 
detei-minanten  (5);  (5')  oder  die  aus  zwei  andern  Zeilen  gebildeten, 
die  jenen  proportional  sind  (Anm.  1,  II,  u);  III,  {22}). 

Wenn    die    dreiniltigen    Unter-  Wenn  die  dreireihigen   Unterde- 

detertninanten  (10)  nicht  edle  ver- 1  terminanten  (10')  nicJd  alte  ver- 
schicindcn,  haben  die  drei  Ebenen  (6)   schwinden,  Jiaboi  die  drei  Punlfe  ( G'i 


einen  bestimmten  Schnittpunkt  mit 
den  Koordinaten  (Anm.  2,  III,  (14)): 
(11)     x:y:z:t=^A,:B,:C,'.D,. 


eine  bestimmte  V crbindu)igsebenc  mit 

den  Koordinaten  : 

(11'^   u:r:u:s  =  Ä^:B;:C;:D;. 


§  51,  5—6. 
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Die  jetzt  nicht  mehr  proportionalen  zweireihigen  Unterdetermi- 
nanten  der  drei  Zeilenkombinationen  der  Matrix  (9)  (^oder  (9'))  sind 
die  Achsenlioordüiaten  der  drei  vom  Funlde  (11)  ausyelieriden  Sclinitt- 
linien  der  drei  Ebenen  (6)  (oder  die  Strahlenkoordinaten  der  drei  in 
der  Ebene  (11')  lier/euden   Verhindungslinien  der  drei  Punkte  (6')). 

5.  Die  Determinante  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichungen 
von  vier  Ebenen  oder  Punkten.    Aus  §  47,  S  folgen  die  beiden  Sätze: 


(12) 


Die  vier  Ebenen: 

X^=a^x  +  b^ij+c^z+d^t  =  0, 
X^=a^x-\-h.2y+c^z-\-dJ=^, 


■  X^=a^x  +  b^ij^c^s  +  dJ  =  i), 


(12') 


Die  vier  Punkte: 

C/i=ai'?(  -r  ?>i'i"  +  c/?r -|-f/i'i"=0, 
U.2=a.2U  +  bo'v  +  c^'tv  -\-d2S=0, 
Vi=a^u  +  b.^v  +  c^'w  +^3's=0, 
U^=a^u-\-h^v-\-c^iv-\-dls=0 


gehen  immer  dann   und  nur  dann'' liegen  immer  dann  und  nur  dann 
durch   einen   Punkt,  wenn  die  De-  in  einer  Ebene,  n-enn  die  Dctermi- 


terminante  der  Koeffizienten: 

nante  der  Koeffizienten: 

'<x     \     Ci     (k  1 

a/    b,'    c; 

ä; 

(13)     D  = 

«2     bo     Co     d.2 

«3       ^3       Ca       (k  ! 

(13')    D'  = 

a.2      b^'     c/ 
«3'     K     ^3' 

d./ 

«4      ^4      ^4      (h': 

«;   b;  c; 

d: 

verschwindet. 

Die  Koordinaten    des    Schnitt- 
punktes sind  (Aum.  2,  III,  (12)): 
x:u:z:t  =  Ä,:B,:C,:D„ 
=  Ä,:B,:C,:D„ 


(1^) 


verschwindet. 

Die    Koordinaten    der    Yerbin- 
dungsebene  sind: 

u  :  V  :w:s  =  .4/ :  B^' :  C/ :  D^', 

=  A^:B^:C^:D^, 


—  J.3  :  JSg  :  Cg  :  D^, 
=  Ä,:B,:C,:D,. 


(14') 


—  Ä^:B^  :C.^  :D^, 

=ä::b::c::d:, 


wo  die  großen  Buchstaben  die  bei  verschwindendem  D  reihenweise  pro- 
portionalen TJnterdeterminanten  der  gleicltnamigen  Elemente  der  Deter- 
minante D,  bezüglich  D'.  bedeuten  (Anm.  1,  III,  (21)). 

0.  Identität  zwischen  den  Gleichungen  von  vier  Ebenen  oder 
vier  Punkten.  Wenn  D  =  0  ist,  können  andererseits  aus  den  Glei- 
chungen (Anm.  2,  III,  (11)). 

UjCi  +  X.,c,  +  X.,r^  +  A^c^  =  0,     X,d,  +  X,jl  +  X^d^  +  XJ^  =  0, 

vier  nicht  sämtlich  verschwindende  Größen  A^,  /o,  A3,  A^  bestimmt 
werden.     Daher  folgt  aus  §  51,  5  weiter  :^^) 


264  "      §  öl,  7. 

Die  vier  Ebenen  (12)  gehen  Die  vier  Punlie  (12')  Uegeti 
immer  dann  und  nur  dann  durch  immer  dann  und  nur  dann  in  einer 
einen  Panlct,  wenn  eine-  Identität  Ebene,  wenn  eine  Identität  von  der 
von  der  Form  besteht:  ■  Form  besteht: 

(16)  l,X,+X,X,+  l,X,-i-2,,X,=0.\{16')  X,U,+X,U,+?.,U,-\-lJJ^==0. 

In  dieser  yerschwindet  nach  §51,3  keiner  der  Faktoren  X^,  l^, 
l„j  A4,  wenn  nicht  drei  von  den  vier  Ebenen  eine  Gerade  gemein  haben. 
Bei  o-eo-ebeuen  Koeffizienten  mit  verschwindender  Determinante  D 
haben  die  l^,  K,  l^,  X^  in  (16)  die  Werte  (Anm.  2,  III,  (14)j: 

=  C,:C,:C,:C,  =  D,:n,:D,:I),. 

1.  Das  Tetraeder  aus  vier  Ebenen  oder  vier  Punkten.  Wenn 
die  Determinante  IJ  in  (l'd)  nicht  verschwindet,  so  bestimmen  die 
vier  Ebenen  (12)  ein  Tetraeder.  Die  alsdann  nicht  mehr  proportio- 
nalen Unterdeterminanten  (14)  bestimmen  nach  (11)  die  Koordinaten 
der  vier  Ecken  des  Tetraeders,  nämlich: 

x,:y,:z,:f,  =  A,:B,:C,:D„ 

x^iy^:^^:  t,  =  A,  :  ^3  :  ^'2  ■  A; 

^3  •  2/3  •  %  •  '3  ^  ^3  •  -^3  •  ^3  •  -^3  7 

DaJter  ist  das  von  den  vier  Ebenen  (12)  bestimmte  Tetraeder  identisch 
mit  dem  von  den  vier  PunMen  (12')  bestimmten  Tetraeder,  tcenn  in  der 
Bezeichnung  von  §  51,  5  zu  (14)  für  i  =  1,  2,  3,  4: 

(18)  a;  =  A„   b:  =  B,,   c:  =  c„   d;  =  d, 

und  damit  (Anm.  1,  III,  (8);  (7): 

(18')    A;  =  D-^a„    b;==d%,    C:==Ißc„    D;  =  B'd,^    B'  =  DK 

Die  zweireihicren  Unterdeterminanten  der  sechs  Zeilenkombinationen 
der  Determinanten  B  und  B'  sind  die  Achsenkoordinaten  und  Strahlen- 
koordinaten der  sechs  Kanten  des  Tetraeders.  Beispielsweise  hat  die 
Schnittkante  der  Seitenflächen  X^  =  0  und  X,  =  0  und  die  mit  ihr 
identische  Verbindungslinie  der  Ecken  U^  =  0  und  T,  =  0  nach  (5);  (5') 
die  folgenden  Achsenkoordinaten  q,^^  und  Strahlenkoordinaten  p^^: 

(19) 


(IT) 


h 

f'l 

^23  = 

h 

^2 

«1 

'?! 

(/l4  = 

d. 

«2 

Qsi  = 

Ci 

"1 

Co 

"., 

\ 

<li 

Qu  = 

h 

d. 

ffo     b^ 
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Ihz  = 

PV2   = 

^^3 
-^4 

^3 
^4 

Pli  = 

'    ^'''~    B,    B, 

i>34  = 

A 
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(22) 


(19') 


worauf  (^Aiim.  1,  III,   9))  in  der  Tat  (§  48,  (10)): 

(20)  5o3  :  531  :  ^1,  :  5,,  :  g^^  :  q.^  =  Jhi  ■  P2i  •  Pu  ■  P-2z  '•  P31  '  P12  • 

S.  Identität  zwischen  den  Gleicliungen  von  fünf  Ebenen  und 
fünf  Punkten.  Zwischen  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  von  fünf 
Ebenen  oder  fünf  Punkten  besteht  immer  eine  Identität  von  der  Form: 

(21)  k,X,  +  A,X,  +  ^3-^3  +  ^4-^'4  +   ^-5^^^.  =  0. 
(210  ^'1  ^\  +  h  ^2  +  ^3  t^3   +  ^4  A  ^  A5  C^,  =  0. 

Denn  eine  solche  ist  orleichbedeutend  mit  den  vier  Gleichuuo-en: 

k^\  +  XJh  +  ^3/^3  +  IJj^  +  A-65  =  0, 
A^q  —  A2C2  -T  ^zC^  +  A^Q  +  A-c-  =  0, 
l^d^  -f  A,r/2  +  A3r73  +  k^d^  +  A- f/5  =  0, 

denen  durch  fünf  nicht  sämtlich  verschwindende  Größen  o-enüoft  werden 
kann.  Es  ist  keine  dieser  Größen  Xull,  wenn  keine  vier  von  den 
fünf  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen. 

9.  Unendlich,  ferne  Schnittlinie  von  zwei  oder  drei  Ebenen. 
Die  Schnittlinie  der  beiden  getrennten  Ebenen  ( 1)  ist  unendlich  fern, 
wenn  entweder  beide  parallel  sind  {a^  :  ?>i  :  (\  =  «3  :  &.,  :  c.,)  oder  die 
eine  von  ihnen  die  unendlich  ferne  Ebene  ist  («2  =  0,  h^  =  0,  C2==0). 
In  der  Tat  ist  dann  in  (5):  ^23  =  ^>  %\  =  ^y  5i2  =  ^  (j^-  §  '^9?  ('^-O- 
Die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  (1')  ist  unendlich  fern,  wenn 
beide  Punkte  unendlich  fern  sind  ((i/=0,  d^  =  0).  -In  der  Tat  ist 
dann  in  (5'j:  2hi  =  ^,  P-2i  =  0,  1)3^  =  0. 

Wenn  die  clrei  Ebenen  (6)  unter  der  Bedingung  (7)  oder  (9)  eine 
gemeinsame  Schnittlinie  haben,  so  kann  diese  unendlich  fern  werden, 
wenn  die  drei  Ebenen  parallel  sind  (a^^  -.h^:  c^  =  a.^ :  h.-, :  Co  =  «3 :  h.^ :  C3) 
oder  zwei  parallel  sind  und  die  dritte  die  unendlich  ferne  Ebene  ist 
(fh  :  &i  :  c^  =  «2  •  h  •  ^2 >  «3  =  Ö,  63  =  0,  C3  =  0). 

10.  Unendlich  ferner  Schnittpunkt  von  drei  oder  vier  Ebenen. 
Wenn  die  drei  Ebenen  {Jö)  einen  bestimmten  Schnittpunkt  (11)  haben, 
so  wird  dieser  für  B^  =  0  unendlich  fern.  Dies  tritt  ein,  wenn  die 
Ebenen  ein  dreiseitiges  Prisma  bilden  oder  wenn  zwei  parallel  und 
die  dritte  eine  ihnen  nicht  parallele  endliche  Ebene  ist  oder  eine  die 
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unendlich  ferne  Ebene   ist  und   die   beiden  andern  endlich  und  nicht 
parallel   sind. 

Vier  Ebenen  mit  unendlich  fernem  gemeinsamen  Punkt  bilden 
ein  vierseitiges  Prisma  oder  eine  ist  unendlich  fern  und  drei  bilden 
ein  dreiseitiges  Prisma  (vgl.  §  24,  9). 


§  52.    Perspektive  Lage  von  Ebenenbüschel,  Punktreihe 
und  Strahlbüschel. 

1.  Begriff  der  Perspektiven  Beziehung  von  Ebenenbüscliel  und 
Punktreihe.  Ein  Ebenenbüschel  und  eine  Gerade  g,  die  nicht  durch 
die  Achse  q  des  ersteren  hindurchgeht,  werden  durch  ihre  gegen- 
seitige Lage  perspelitiv  aufeinander  bezogen  (vgl.  §  5,  1),  indem  jede 
Ebene  J,  B,  F,  .  .  .,  fl  des  Büschels  die  Gerade  in  einem  bestimmten 
Punkte   Ä,  B,  C,  .  .  .,  P  schneidet,   und   umgekehrt  jeder  Punkt   der 


Vij,'.  ^84. 

Geraden  mit  der  Achse  q  eine  Ebene  des  Büschels  bestimmt.  Die  Be- 
ziehung zwischen  den  Ebenen  77  und  den  Punkten  P  ist  wechselseitig 
eindeutig;  11  und  P  heißen  entsprechende  Elemente  (Fig.  284). 

Der  zu  der  Geraden  g  parallelen  Ebene  ii  des  Büschels  entspricht 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden. 

2.  Gleichung  der  zu  einem  Ebenenbüschel  Perspektiven  Punkt- 
reihe.    Es  seien: 

X,  =  A,x  -f  B,y  +  (\z  +  T\  =  0, 
X,  =  A,x  +  B,y  -f  a,z  +  D.,  =  0, 

die  Grundebenen  Fj  und  F^  eines  Ebenenbüschels: 
(2)  X, -.aX2  =  0. 


(1) 
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Hier   hat    der   Parameter  u    der   laufenden   Ebene    77  nach   §42,(16) 
die  Bedeutung;: 


(3)      a^^'lk.     x,  =  5,/.lr  +  5>'+C7,     6,=-sign.D.,     /  =  1.  2, 

und  ist: 

V    /  sm  i 2  n 

Es  sei  ferner  (Fig.  285)  nach  §  43,  1 : 

(5)  x  =  0Cf^  +  a^,     y  =  yQ  +  ßt,     z  =  z^  ^  y^ 

eine  Gerade  g  mit  dem  Anfangspunkt  Pq  =  Xq,  l/^^,  Zq,  den  Richtungs- 
kosinus c(,  ß,  y  und  dem  Parameter  ^. 

Setzt  man  die  Werte  lo)  in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  ergibt  sich 
für  den  Parameter  |  des  Schnittpunktes  P  der  Geraden  (5)  mit  der 
laufenden  Ebene  (2)  die  Gleichung: 

(6)  {X,'-{-{Ä,a  +  B,ß  +  C,y)i}-u[X,'  +  (A,a^JB,ß^C,y^]  =  0. 

Für  die  Parameter  der  Schnittpunkte  G^  und  G^  mit  den  Grund- 
ebenen (1)  ist  insbesondere: 

(7)  X,^^{Ä,a  +  B^ß+C,y)^  =  0,     A7  +  (^«-f  P,/3  +  a7i|  =  0. 

Die  Gleichung  (6)  stellt  aber  nach  §  9,  (4)  in  laufendem  Parameter  a 
eine  Punktreihe  mit  den  Grundpunkten  (7)  dar,  welche  hier  das 
Ebenenbüschel  (2)  auf  der  Geraden  (5)  ausschneidet. 

3.  Beziehung  der  einfachen  Teilungsverhältnisse.  Für  die  Punkt- 
reihe (6  I  hat  der  Parameter  {i  des  laufenden  Punktes  P  nach  §  9,  (5) 
die  Bedeutung: 

W  ^  -  A,a  +  B,ß  +  C,y  '  ^- '      ^'    ~  G,P' 

Setzt  mau  hier  den  Wert  iß)  von  u  ein,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf 
§41,(0)  und  §35,(1): 

_^  X,  A,a  +  B^ß-\-  Q  y       ,_  cosn.g       , 
y-i  A.,a  +  B,J-{-C._y  '  cos)i,jj  '      ' 

wenn  ji^^  und  'n^  die  positiven  Normalen  der  Ebenen  (1)  sind. 

Zivilehen  dem  einfachen  Teilungsverliältnis  des  laufenden  Punltes 
P  der  PunJctreihe  in  hezug  auf  die  leiden  Grundpioilie  G^  und  G^  und 
dem  der  entsprechenden  Ebene  77  in  hezug  auf  die  beiden  Grundebenen 
Fj  und  r.2  besteht  daher  die  Beziehung: 

^Qv  sin  r,  n       cos «,  g     G^P 

^  -^  -  sin  r,  fl  ^  cos  n.  g  '  G,P ' 

4.  Beziehung  der  Doppelverhältnisse.  Sind  nun  77,  Fq  irgend 
zwei  Ebenen  des  Büschels  und  P,   Gq  die  entsprechenden  Punkte,  so 
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ist  nach  (9),  da  der  Faktor  cosn^g  :  cosn^fj  nur  von  der  Lage  der 
Geraden  g  gegen  die  beiden  Grundebenen  abhängt: 

sin I\n  _  sin r,r^  _  G^P  _  G,G^ 

sin  n  n  '  sin  nT;  ""  G~P  '  G~G~,'' 

oder  mit  der  iu  §  4,  ((3)  für  die  Doppelverhältnisse  eingeführten  Ab- 
kürzung: 

(10)  {r,r,nr,)  =  {G,G,PG,). 

Da  diese  Gleichung  bei  festgehaltenen  F^^  ^2,  F^  und  G^,  G^,  Gq 
identisch  in  77  und  P  gilt,  so  folgt  nach  §  6,  10  allgemein  für  vier 
Ebenen  und  Punkte  :^^) 

(11)  {n,n,n,n,)  =  {P,P,P,P,). 

Liegen  ein  Ehenenhiiscliel  und  eine  PunlireiTie  perspektiv,  so  ist 
das  Doppelverhaltnis  von  vier  Ebenen  U^,  ü^,  77..,  77^  des  Büschels 
stets  gleich  dem  der  vier  entsprechenden  Pimlie  P^,  P^,  P^,  P^- 

5.  Andere  Darstellung  der  zu  einem  Büscliel  Perspektiven 
Punktreihe.^^)     Sind: 

j  A\  =  ii^x  -\-t\ij  +  iv^z  +  sj, 

die  Gleichungen  der  Grundebenen  eines  Büschels,  so  ist  nach  §  -IT,  11: 


(12) 


(1^ 


Xj     JU^Xg     =    0 


die  Gleichung  der  laufenden  Ebene  des  Büschels. 

Ist  nun  eine  Gerade,  die  nicht  durch  die  Achse  des  Büschels  (13) 
geht,  durch  die  beiden  Gleichungen  (§  48,  1): 

( ^'3  *■  +  ^'3:^  +  *^3^  +  .§3^  =  0. 
^  n^x  +  v^y  +  ii\z  ^  sj  =  0 

gegeben,  so  sind  nach  §  47,  (l^'^'j  die  Gleichungen  ihrer  Schnittpunkte 
mit  den  Ebeuen  ( 12)  in  laufenden  Ebeuenkoordinaten  u,  v,  ic,  s: 

;  u       V      tv      s    I  UV       IV      s 

Hi       i'i       IV^       S,  „  __  I  Mg       Vc,       U\      S., 


(15)         U, 


=  0, 


u.= 


IV., 


"2 


0 


und  ihres  Schnittpunktes  mit  (13): 


u,  —  Uli., 


/"■2 


ßSo 


"3 

IV,, 


=  0 


iC 
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oder  mit  den  Abkürzungen  (15): 

(16)  L\  -  ^  U,  =  0. 

Eine  zu  dem  Büschel  (13)  perspeliive  PunJdreihe  hat  somit  die 
Gleichung  (16);  eine  Ebene  des  Büschels  und  ein  Punld  der  Beihe,  die 
einander  entsprechen,  haben  in  beiden  Gleichungen  denselben  Para- 
meter (i. 

Daher  besteht  nach  §  42,  (27)  und  §  46,  (13)  auch  zwischen  den 
Doppelverhältnissen  entsprechender  Elemente  die  Gleichheit  (11). 

6.  Zwei  Punktreihen  in  perspektiver  Lage  zu  einem  Ebenen- 
büseliel.  Liegen  zwei  Punktreihen  zu  demselben  Ebenenbüschel  per- 
spektiv.  so  werden  sie  selbst  perspektiv  aufeinander  bezogen,  indem 
entsprechende  Punkte  beider  Punktreihen  in  derselben  Ebene  des 
Büschels  liegen.     Aus  (11)  folgt  dann: 

Liegen  zwei  PunJdreihen  zu  demselben  Ebenenhüschcl  perspeldiv,  so 
ist  das  Boppelverhältnis  von  vier  Punlden  P^  der  einen  stets  gleich  dem 
der  vier  entsprechenden  Punlde  P-    der  andern  (vgl.  §  5,  9): 

(17)  {p,p,rp^^(p^p:p^p:). 

Sind  die  beiden  Punktreiheu  parallel,  so  sind  nach  (9)  schon  die 
einfachen  Teilungsverhältnisse  entsprechender  Punkte  gleich: 

P,P^  f7p'  ' 


(18) 


7.  Zwei  Ebenenbüschel  in  perspektiver  Lage  zu  einer  Punkt- 
reilie.  Liegen  zwei  Ebenenbüschel  zu  derselben  Puuktreihe  perspek- 
tiv,  so  werden  sie  selbst  perspektiv  aufeinander  be- 
zogen, indem  entsprechende  Ebenen  durch  denselben 
Punkt  der  Reihe  gehen.     Aus  (11)  folgt: 

Liegen  zwei  Ebenenbüschel  zu  derselben  Panldreihe 
perspeldiv,  so  ist  das  Boppelverhältnis  von  vier  Ebenen  TI^  ^i 
des  einen  stets  gleich  dem  der  vier  entsprechenden  Ebenen 
77/  des  andern: 
(19 )  (77i  77o  77. 77^)  =  f  77/  77/  77.3'  77/ ). 

8.  Begrifif  der  Perspektiven  Beziehung  vonEbenen- 
büschel  und  Strahlbüschel.  Ein  Ebenenbüschel  wird 
von  einer  beliebigen,  nicht  durch  seine  Achse  gehenden 

Ebene  in  einem  Strahlbüschel  geschnitten,  dessen  Scheitelpunkt  S  auf 
der  Achse  q  des  Ebenenbüschels  liegt.  Beide  Büschel  sind  perspeldiv 
aufeinander  bezogen,  indem  jede  Ebene  A,  B,  .  .,  77  des  ersteren 
einen  Strahl  a,  b, . . . ,  p  des  letzteren  bestimmt  und  umgekehrt  (Fig.  286). 
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Die  Beziehimg   zwischen    den  Ebenen  77  und  den  Strahlen  p  ist  um- 
Jcehrhar  eindeutig. 

9,  Gleichung  des  zu  einem  Ebenenbüscliel  Perspektiven  StraM- 
büschels.     Es  sei  nach  §40,(19): 

(20)  x  =  XQ-{-(c^^  +  a,Y},  y  =  yo^ßi^  +  ß2V,  ^  =  h  +  71^ -^  y-2V 
die  Parameterdarstellung  einer  Ebene,  in  der  ein  ebenes  Koordinaten- 
system mit  dem  Anfangspunkt  P^  =  .r^,  i/^,  £q  und  den  Achsen  ^  =  a^, 
ß^j  y^  und  ri  =  a»,  ß»,  y^  angenommen  ist.  Setzt  man  die  Werte  (20) 
in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  ergibt  sich  für  den  Durchschnitt  der 
Ebene  (20)  mit  dem  Ebeneubüschel  (2)  die  Gleichung  (vgl.  (6)): 

(21)  ^1-/1.^,  =  0, 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Die  Gleichung  (21)  stellt  aber  nach  §  18,  (7)  ein  Strahlbüschel 
mit  den  Grundstrahlen  3*1  ==  0  und  ^2  =  0  und  dem  Parameter  ^i  dar. 
Jeder  Strahl  des  Strahlbüschels  hat  denselben  Parameter  /i  wie  die 
entsprechende  Ebene  des  Ebenenbüschels  (2).  Daher  sind  nach 
§  18,  (25)  und  §  42,  (27)  auch  die  Doppelverhältnisse  entsprechender 
Elemente  gleich: 

Liegen  ein  Ebeneiibilscliel  und  ein  StraJdhiischel  perspeldiv,  so  ist 
das  Doppelverhältnis  von  vier  Ebenen  U-  des  ersteren  gleicli  dem  Doppel- 
verhältnis der  vier  entsprechenden  Sirahlen  p^  des  letzteren: 

(23)  (77, 77^  773  ^4)  =  (PilhPzlhl 

10.  Zweite  Darstellung  des  zu  einem  Ebenenbüscliel  Perspek- 
tiven StraMbüschels. ^^)  Die  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  und  die 
Strahlen  eines  Perspektiven  Strahlbüschels  (Fig.  2S(y)  können  wir 
als  Bestandteile  eines  Bündels  ansehen. 

Seien  nun: 

(24)  X,  =  li^^x  +  ^li/  +  u\js  =  0,     Xo  =  U.2X  -f  v^y  +  «t'a^  =  0 

die  Gleichungen  der  Grundebenen  eines  Ebenenbüschcls  im  Bündel,  so 
ist  nach  §  49,  (27): 

(25)  '  X,-fxX,^  =  0 

die  Gleichung  der  laufenden  Ebene  des  Büschels. 

Ist  nun  eine  beliebige  nicht  dem  Büschel  angehörige  Ebene  des 
Bündels: 

(26)  u^x  -\-  v^y  -f  H'f^z  =  0, 
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so  sind  die  Schnittlinien  derselben  mit  den  Ebenen  (24)  in  laufenden 
Ebenenkoordinaten  /(,  r,  ic  im  Bündel  nach  §  49,  (8'): 

U         VW  I  «         V         IV 


(27)         U,  = 


u\ 


=  0, 


U^  =      112 


V.1 


=  0, 


0       "^0       '^0  !  I  "^"0       "^0       "0  1 

und  ist  die  Schnittlinie  der  Ebene  (26)  mit  der  Ebene  (25): 
\u  V  w  I 

(28)  Wj  —  /i?(2      i'i  ~  f^^'2     ^^"i  —  ft^t^a  I  =  f/^  —  11U2  =  0. 

Uq  Vq  Wq  I 

Ein  zu  dem  Ebenenhüschel  (25)  perspeMiver  Strahlhüschel  hat  so- 
mit die  Gleichung  {^S)]  eine  Ebene  und  ein  Strahl,  die  einander  ent- 
sprechen, haben  denselben  Parameter  fi. 

Daher  sind  nach  §  49,  (20)  und  (28)  auch  die  Doppelverhältnisse 
entsprechender  Elemente  gleich,  so  daß  wieder  der  Satz  (23)  folgt. 

11.  Gleichungen  eines  Strahlbüschels  im  Räume. 

Sind  (Fig.  287  a):  Sind  (Fig.  287  b): 

(29)  '  '^^  ^  "'  ^ + ^'1  i/  +  ^'"i  ~  +  ^^1^ = ^'   /9g'^  f  t^i = ^1 «  +  !/i  ^' + -'"i^t"  +  hs = ^'7 

'  X2  =  «<2'^'  +  ^'2!/+''"2'^  +  *'2^  =  ^  1  C/2  =  ^2M  +  y2''  +  '^2^^"  +  M  =  0 


die  Gleichungen   der   Grundebenen 
r^   und   Fo   eines   Ebenenbüschels, 


die  Gleichungen    der   Grundpunkte 
G^  und   G.2  einer  Punktreihe,  und 


Fig.  287  b. 


und  ist  I\  =  Ä-Q,  iJq,  Zq,  (q  ein  zur  ,  ist  77^  =  u^,  Cq,  ir^,  Sq  eine  zur  Be- 
Bestimmung der  Einheitsebene  Fq  |  Stimmung  des  Einheitspunktes  Gq 
gegebener  Punkt,  so  ist  nach  §  47,  i  gegebene  Ebene,  so  ist  nach  §  47, 
(23)  die  Gleichung  des  Büschels:     (23')  die  Gleichung  der  Punktreihe: 
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^1 


/^  f  0  =  0, 


L\  U,         ^ 


wo  der  Parameter  ii  der  laufenden   wo  der  Parameter  ^  des  laufenden 
Ebene  77  das  Doppelverhältnis:        Punktes  P  das  Doppelverhältnis: 
a  =  (r,  r,  77 Fo)  u  =  (G,  02  P^o) 

bedeutet.    Dies  ist  aber  nach  (23)  bedeutet.    Dies  ist  aber  nach  §5,  (o) 

zugleich    das  Doppelverhältnis  der  zugleich    das  Doppelverhältnis  der 

vier  Strahlen  r/^,  g^,  p,  Ooj  i^  denen  vier  Strahlen  r/j,  ^o,7>,  Qq,  die  einen 

eine  beliebige  Ebene:  beliebigen  Punkt: 

(30)  X=ux^vij  +  wz-\-st  =  <)     (oO')     r=xu  +  iiv  +  zw  +  ts  =  0 

die  Ebenen  Fj,  H,  77,  F„  des  Ebenen-  mit  den  Punkten  (r^,  (r^?  -P?  ^o  '^^^^' 
büschels  schneidet,  Punktreihe  verbinden. 

Daher  stellen   die   heiden   Glei-         Dcüier   stellen    die   leiden   Glei- 
chungen: \chungen: 

(31)  ^\  -{i^-o-  <"',     X  =  0         (31')  1*,  -  ^  -g„  =  0,      U^O 

in  laufenden  Fimktkoordinaten  x,  in  laufenden  Ehenenl^oordinaten  u, 
y,  z,  t  den  Strahlhiischel  im  Baume  v,  iv,  s  den  Strahlhüschd  im  Baume 
dar,  und  zwar  bedeutet  der  Para-  dar,  und  bedeutet  der  Parameter  a 
meter  II  das  Doppelverliältnis  des  das  Doppelverhältnis  des  laufenden 
laufenden  Strahles  p  zu  den  heiden  Strahles  p  zu  den  heiden  Grund- 
Grundstralden  g^,  g^  und  dem  Ein-  strahlen  g^,  g.>  und  dem  EinJwits- 
heitsstrahl  g^:  strahl  g^: 

(32)  II  =  {lUfhpg^).  (32')         .u  =  (g^gopgo)- 

12.  Parameterdarstellung  der  Koordinaten  der  Strahlen  eines 
Strahlbüschels.  Sind  r/)^  und  g[-/  die  Achsenkoordinaten  der  Grund- 
strahlen A\  =  0,  X=  0  und  X.2  =  0,  X  =  0  des  Strahlbüschels: 

Xi  — aX2  =  0,     X  =  0, 
wo   wir  gegenüber  (31)   den  Faktor   Xj"  :  Xg*^   in   ^   aufnehmen  (vgl. 
§47,(25)),  so  sind  die  Achsenkoordinaten  q^,  des  laufenden  Strahles^) 
nach  §  4S,  5  die  Unterdeterminanten  der  Matrix: 
«j  —  it  ^2     i\  —  a  i"o     n\  —  u  u\     Sy 

I  u  V  ir  s 

also: 


^23 


v^  —  fi  i\     u\  —  ^  a\ 


n- 


ti\ 


w 


(^ 


—  ,a52  ' 

7 

^i 

«•' 

V   ■ 

u 

; 

USW. 


Da  aber  Xj  =  0,  X  =  0  und  Xo  =  0,  X  =  U   die  Grundstrahlen  des 
Büschels  sind,  so  folgt: 
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Si7ul  q'^j  und  q'^l  die  Achsen-  \  Sind  p'^l  und  p'fl  die  StraJden- 
Txoordinaten  der  Grunddrcdden  eines  Jioordinaten  der  Grundstrahlen  eines 
StrnldhüscJtels  im  Baume,  so  sind:   StraldhüscheJs  im  Baume,  so  sind: 

(33)  qu  =  Q',';  -  l^q^;  I  (33')         p,,  =  i>lV  "  f^i^u 

die  Ächsetikoordinaten  des  laufen-  die  StrahlenJwordi naten  des  laufen- 
den Strahles.  den  Strahles. 

Hier  bedeutet  u  das  multiplizierte  Teilungsverhältnis  des  laufenden 
Strahles  gegen  die  beiden  Grundstrahlen?^) 

Die  Formeln  (33')  geben,  wenn  die  Grundstrahleu  die  Verbin- 
dungslinien des  Punktes  x^,  y^,  z^.  1  uiit  den  Punkten  a^,  h^,  q,  0 
und  «,>  ^2;  ^2}  *-^  sind,  also  ihre  Strahleukoordinaten  j^^.^  und  i^'^i  die 
Werte: 

\  ^0  -  (-1  Vo  -     (\  ^^0  -  "i  ~^o  r     «1  Ho  -  ^1  ^0 '     ('i ,  \ ,  (\ 

2~0  ^-iIIq^       ^-2     0      "  ^'2~07       ^'2^/0  ^^^2^0)       ^^2}       2?    ^2 

haben,  und  —  u  =  g'  :  x'  gesetzt  wird,  die  Formeln  §  50,  (18). 

§  53.    Gleichungen   und  Perspektive  Lage  von  Bündeln  und  Feldern. 
1.  Gleichungen  des  Ebenenbündels  und  Punktfeldes  im  Räume. 
Drei  Ebenen  F^,  Fg.  Fg,  durch  Drei  Punkte  G^,  G^^,  G^,  durch 

die  der  Mittelpunkt  eines  Ebenen-  die  die  Ebene  eines  Punktfeldes 
bündeis  gegeben  ist,  heißen  die  gegeben  ist,  heißen  die  Grund- 
Grundebenen  des  Bündels.  Ihre  punJde  des  Feldes.  Ihre  Gleichungen 
Gleichungen  seien  in  laufenden  seien  in  laufenden  Ebenenkoordi- 
Punktkoordinaten  x,  y,  z,  t:  naten  u,  v,  w,  s: 

iX^=a^x-\-  b^ y  -\-  c^s  ^d^t  =  0,  f  L\=A.^u -\-B^v  +  C\w -\-I)^ s = 0, 

( 1 )  X2  =  «,  x+b,y  +  c.,z+  f/2  ^  =  0,  (1')  U.^Ä^u-\-B^v-^  C^iv  -fD^  .9 = 0, 
I  X,  =  a,x-^  b,y  +  c,z-i-  d,t=  0.  I  r,^A,u  +  B,v-^  C,n-+D,s  =  0. 
Dann  folgt  unmittelbar  aus  §  51,  6: 

Die  Gleichung :'^^^)  ^        Die  Gleichung: 

(2 )  a,  X,  +  U2  X,  +  {1..  Xg  =  0         '  (2')    ,ai  l\  +  a,  U.,  +  g,^  U.^  =  0 

stellt  bei  wechselnden  Werten  der  stellt  bei  ivechselnden  Werten  der 
Parameter  ^^,  g.^,  Ug  die  einzelnen  Parameter  g^,  g.2,  g^  die  einzelnen 
Ebenen  des  Ebenenbündels  in  laufen-  PunJde  des  Punktfeldes  in  laufen- 
den Punlikoordinaten  x,  y,  z,  t  dar.  denEbenenJcoordinatenn,v,tc,s  dar. 
Von  den  Parametern  kommen  nur  die  Verhältnisse  Uj  :  u«  :  Ug  in 
Betracht  (vgl.  §  47,  (25;  und  (25')). 

Stande,  analyt.  Geometrie.  18 
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2.  Parameterdarst eilung  der  Elemente  des  Ebenenbündels  und 
Punktfeldes.  Derselbe  Satz  kann  nach  §  41,  3  auch  so  ausgesprochen 
werden,  wobei  wir  ».,  v,,  n\,  .§.;  .r..  //,..  z.,  f.  für  a.,  h-,  c-,  (}^\  .4.^ 
B-,  C^,  D^  schreiben: 

Sind  M.,  i\,  IC.,  s.  (/  =  1,  2,  3)  ^  Sm^?  x^,  ij-,  ^.,  ^^  (i  =  1,  2,  3) 
fZ/V  Koordinaten  der  drei  Grund-  die  Koordinaten  der  drei  Grund- 
ehencn  eines  Bündels,  so  sind  die  Ko-  x^imMe  eines  Punl'tfeldes,  so  sind 
ordinaten  der  laufenden  Ebene  in  der  die  Koordinaten  des  laufenden  Bunk- 


Fonn  darstellhar:'^^') 

u  =  .a^Hi   +  u-^n.,  +  U3H3, 

IL'  =  (Uj  il\  +  Ug  '^'2   +  ."^3  ^''y  ? 


(3) 


^es  ?j^  f/e>'  Form  darstf'llhar : 

X   =  1^1  ^1    ~r  f'2'^2      I     i**3'^3> 
~  =  >t^l^l    +  ."2-^2    +  i^3^3- 


::3') 


(vgl.  §  47.  (2t)  und  (26')).  Die  Formeln  (3)  enthalten,  wenn  die 
Grundebenen  u,  v,  iv,  5=1,  0,  0,  —  x^;  0,  1,  0,  —  i/^]  0,  0,  1,  —  ^-^  sind^ 
den  Sonderfall  §  50,  (10);  die  Formeln  (3'),  wenn  die  Grundpunkte 
X,  ij,  z,  t  =  «1,  \,  Cj,  0;  rtg,  &27  ^2?  **5  ^0?  2/0?  ~o>  1  ^'"^>  ^^^^  Sonder- 
fall" §  50  m. 

3.   Gleichungen  des  Strahlbündels  und  Strahlfeldes. 
Der  durch  die   drei   Grundebe-  Die  durch  die  drei  Grundpunkte 

nen  (1)  bestimmte  Punkt  ist  zu-  (1')  bestimmte  Ebene  ist  zugleich 
gleich    der    Träger     eines    Strahl-    Trägerin    eines    Strahlfeldes.      Die 


bündeis.     Die  Schnittlinien: 

^3  =  r,  X  r, 

der  drei  Ebenen  (1 )  sollen  als 
Grundstrahlen  des  Strahlbündels 
bezeichnet  werden. 


V  er  b  i  n  d  u  n  crsli  n  i  en : 

9-6  =   ^1  ^2 

der  drei  Punkte  (1')  sollen  als 
Grundstrahlen  des  Strahlfeldes  be- 
zeichnet werden. 


Ein  gegebener  Strahl  q  des  Strahlbündels  bestimmt  zwei  Ebenen 
(vgl.§  51,  (7)): 
(4 )  1^1  X3  -  1/3  Xi  =  0,     V.,  Xi  -  i'i  Xo  =  0, 

die  ihn  mit  den  Kanten  y.2  oder  X3  =  0.  Xj  =  0  und  y^  oder 
Xj  =  0,  X'2  =  0  verbinden;  ist  nämlich  Xq,  iJq,  Zq,  t^  ein  Punkt  des 
Strahles  q,  so  hat  man  die  Verhältnisse  der  Parameter  v^,  iv,  v^  der 
Gleichungen  (4)  aus: 

J'3  .  rj  —  A3   .  Aj  ,      l'i  .  V.2  —  A^    .  A^ 
zu  ermitteln.     Umgekehrt  bestimmen  zwei  Ebenen  (4)  mit  gegebenen 
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Werten  von  i^^  :  Vg  :  v^  einen  Strahl  q  des  Bündels  als  ihren  Durch- 
schnitt (\g\.  §  43,  (5)).     Wir  nehmen  noch  eine  dritte  Ebene: 

('5)  V..  X,    —    V.;,  Xg    =    0 

hinzu,  die  nach  §  51,  (7)  durch  die  Schnittlinie  der  Ebenen  (4)  geht, 
da  identisch: 

Es  geschieht  dies  nicht  bloß  der  Symmetrie  wegen,  sondern  auch  zur 
notwendigen   Ergänzung    der   Gleichungen  (4)    im   Falle  v^  =  0.     Mit 
Hinzufügung  des  dualen  Satzes  können  wir  also  sagen: 
Die  Gleichungen:  Die  Gleiclmngen: 

(6)     Xj  :  X,  :  X3  =  i\  :v^:v^  (6')     TJ^  :  C/g  :  U^  =  i\  :  v.^  :  7-3 

steJle)i  bei  tvecliselnden  Werten  der  stellen  hei  tcechselnden  Werten  der 
Parameter  Vj,  v^,  v^  die  einzelnen  Parameter  v^,  v^,  v^  die  einzelnen 
Strahlen  des  SiraJühändels  in  laufen-  Strahlen  des  Strahlfeldes  in  laufen- 
den PunJctloordinaten  x.  y.  z.  t  dar.   den   EbenenJcoordmaten   u,  v,  w,  s 

dar. 
4.  Die  Parameterdarstellung    der   Elemente    des    Strahlbündels 
oder  Strahlfeldes.    Die  Achsenkoordinaten  der  Grundstrahlen  y^,  y.,,  y^ 
des  Strahlbündels  sind  nach  §  51,  (5): 


2;v  = 

,  .  .  , 

■    <i^- 

die  des 

Strahles 

(4) 

ebenso: 

523  = 

^2^1  — 

"3^1 

3^1 

\C2 

J3) 


223    = 


=  ^1(^1  22V  +  '^2  223    +  ^3  023  J  >  •  •  • 

In  gleicher  Weise  folgt  all  gemein  :^^®) 
Sind   q'^l,  ^~l,   ([^l   die  Acltsen-  ^^^^(^^  P'^l?  Pu,  P'ki  die  Strahlen- 

Jioordinaten  der  drei  Grundstrahlen  Icoordinaten  der  drei  Grundstrahlen 
7i}  y-2  7  73}  eines  Strahlbündels.  so  g^,  g^,  g^  eines  Strahlfeldes,  so  sind 
sind  die  Achsenkoordinaten  des  die  Strahlenkoordinaten  des  laufen- 
laufenden Strahles  des  Bündels:         den  Strahles  des  Feldes: 

( ')     (Ikl   =  ^l'lu  +  'Vik'l  +  ^3'lTl-  <  '')    Ihl  =  ^iPu    +   'V'U    +  ^3Pu  • 

Die  Formeln  (1)  geben,  wenn  die  drei  Grundstrahlen  die  Schnitt- 
linien der  drei  Ebenen  u,  v,  ic,  *  =  1,  0,  0,  —  x^]  0,  1,  0,  —  (/(,; 
0,  U,  1,-^0  sind,  also  ihre  Achsenkoordinaten  (j[^l,  r/^l,  qf^  die  Werte: 

^,  ^\  t),  'J;  -  ^0,  ^0;     0,  1,  0,  Zq,  0,  -  5to;     0,  0,  1,  -  7/0,  x^,  0 

haben,  und  v^  =  x',  v.,  =  y',  v^  =  z'  gesetzt  wird,  die  Formeln  §  5U,  (11. 

18* 
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Die  Formeln  (7')  geben,  wenn  die  drei  Grundstralilen  die  Ver- 
bindungslinien der  drei  Punkte  x,  y,  z,  i  =  a^,  h^,  c\,  0;  «2>^2>^'2j^5 
Xq,  j/q,  Zq,  1  sind,  also  ihre  Strablenkoordinaten  2^'kn  P'ki^  pT  ^^^ 
Werte: 

h^Q  —  CiVa:     '^■2^0  —  «2-^0 .     (h II o  —  h^^o>     ('■',  'f'2J  <^-i} 
h ^0  —  f'i Vo •     c^^o-  «1  ^0 ,'     «1  //o  -  ^'i -'-0 ,     «n  ^1  •  f  1 . 

haben,  und  }\  =  u'.  v.^  =  —  v',  v.^  =  s'  gesetzt  wird,  die  Formeln  §  50,  (9). 

5.  Begriff  der  Perspektiven  Lage  von  Bündel  und  Feld.  Wird 
ein  Bündel  von  Ebenen  und  Strahlen  von  einer  nicht  durch  seinen 
Mittelpunkt  gehenden  Ebene  geschnitten,  so  wird  das  von  der  Ebene 
getragene  Feld  von  Strahlen  und  Punkten  „))erspcldiv"  auf  das  Bündel 
bezogen  und  umgekehrt  (vgl.  §  5,  1 ;  §  52,  1), 

Jeder  Ebene  des  Bündels  entspricht  der  mit  ihr  vereinigt  liegende 
Strahl  des  Feldes,  jedem  Strahl  des  Bündels  der  mit  ihm  vereinigt 
liegende  Punkt  des  Feldes  und  umgekehrt. 

6,  Analytischer  Ausdruck  der  Perspektiven  Beziehung.  Das 
Bündel  mit  dem  Scheitel  S  und  den  Grundebenen  F^,  J",,  -Tg  vverde 
von  einer  beliebigen  Ebene  E,  die  nicht  durch  S  geht  und  die 
Gleichung : 

(8j  X^  =  a^x  -f  h^y  +  c^z  +  dj  =  0 

hat,  geschnitten  (Fig.  288). 

Verstehen  wir  unter  A^,  B-,  C.,  7).  (i  =  1,  2,  3,  4\  wie  in  §  51,  5, 
die  Unterdeterminanten  der  Determinante  D  der  Koeffizienten    in  (1) 

und  (8),  so  haben  die  drei  Punkte  G^, 
G.2,  (?3,  in  denen  die  Kanten  y^,  y.2,  y.^ 
^f.     (Fig.  288)    die  Ebene   i:  ti-effen,  nach 
§  51,  7   gerade  die  Gleichungen  (1'). 

Die  drei  Grundpunkte  G^,  G.^,  G^ 
des  Feldes  X  liegen  also  mit  den  drei 
Grundstrahlen  y^,  y^,  y^  des  Bündels 
und  daher  auch  die  drei  Grundstrahleu 
^1)  ^27  93}  ^^^  Feldes  mit  den  drei 
Grundebenen  Fj,  F«,  Fg  des  Bündels 
vereinigt. 
Die  Koordinaten  u,  v,  ?r,  s  einer  durch  ihre  Parameter  u^,  u.,,  u-i 
gegebenen  Ebene  (2)  des  Bündels  sind  wie  in  (3): 


Fig.  288. 
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Sr  =  u^q  -f  u.,r,  +  U3C3, 
ä"  =  «1  f^'i  4-  Uo  f/2  ~!~  ."3  ^^3  • 
Durch   Addition    der   mit   A^,   B^,   C\,  D^    oder  Ä.^,  B.2,  C^,  D.^ 
oder  ^3,  Ä^,  Cg,  D.^    multiplizierten    Gleichungen   (9)    folgt   nun    mit 
Rücksieht  auf  (1')  (Anm.  1,  III,  (17)): 

L\  =  Dill,  1-2  =  Du.2,     U.^  =  Bu^. 

Die  Koordinaten   der  Ebene  11^,11.2,11.^   des  Bündels  genügen   also  den 
Gleichungen : 

l\  :  Uo  :  I3  =  «1  :  «2  :  «3: 

die  Ebene  geht  daher  immer  dann  und  nur  dann  durch  den  Strahl  (6'), 

wenn: 

(10)  Ui  :  U.2  :  «3  =  /'i  :  ?■.  :  r^. 

Ebenso  gilt  die  duale  Betrachtung,  also: 

Sind  die  Ebenen  and  SfraJden  eines  Bändels  heziujlich  durch  die 
Gleichungen: 

(11)  u,X,  +  .u,X  + «3X3  =  0,  (12)     X,  :X:A'3=r,  :^',:^'3 

in  PunlitkoordimdeH  x,  ii,  z,  t  gegeben,  ao  sind  die  Sirahlen  und  Piinlie 

eines  perspeltiven  Feldes  entsirrecliend  durch  die  GleicJiungen: 

(13 )      l\  :  Co  :  Vs  =  «1  :  u.,  :  Ug  (14)    t^  l\  +  v«  L^  +  r^  l\  =  0 

in  Ebenenlxoordinaten  11,  v,  u;  s  dargestellt 

Zu  gleichen  Werten  der  Parameter  fi^  :  Uj  :  jUg  gehören  entsprechende 
Ebenen  des  Bündels  und  Strahlen  des  Feldes,  zu  gleichen  Werten  der 
Parameter  i\  :  »o  :  '  3  entsprechende  Strahlen  des  Bündels  und  PunJcte 
des  Feldes  (vgl.  §  52,  (13;  und  '16);  r25)  und    28)). 

Bei  vereinigter  Lage  des  Koordinatendreiecks  der  uneiullich 
fernen  Ebene  in  §  49,  2;  4  und  des  Koordinatendreikants  des  Bündels 
in  §  49,  5;  6  haben  auch  dort  perspcTiiiv  entsprechende  Elemente  der 
unendlich  fernen  Ebene  und  des  Bündels  gleiche  und  gleichbe- 
zeichnete  Parameter  (Koordinaten)  x,  y,  z  für  Punkte  und  Strahlen 
und  u,  V,  IV  für  Strahlen  und  Ebenen.-^) 

§  54.    Die  Transversalensätze  für  die  räumliche  Ecke. 

1.  Analytische  Bestimmung  der  Ecke.  Die  Richtungskosinus 
der  drei  gerichteten  Kanten  (\,  e.2,  <'.>^,  einer  Ecke  feines  Dreitiachs 
oder  Dreikants),  deren  Scheitel  der  Anfangspunkt  0  des  rechtwinkligen 
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Koordinatensystems    Oxyz    ist,    seien   in    bezug  auf  dieses  o^,   &j,   q; 
a^,\,  c,-  a.^,  h^,  ^3  (Fig.  289). 

Die  Gleichungen  der  Kanten  sind  dann  nach  §  49,  9  in  laufen- 
den Ebenenkoordinaten  u,  v,  iv  im  Bündel,  und  zwar  in  der  Normal- 
form : 


(1) 


U.^  =  a.^u  +  h=>v  -\-  Cc,ir  =  0, 


1  Tg  =«3«  +  &3r  +  c.^iv  =  0. 

Die    Gleichungen    der    Seitenflächen    Ej,  E^.  E3,    der    Ecke    sind 
dann    nach    §  49,   f8)    in    laufenden    Strahlenkoordinaten    x,  y,  z   im 

Bündel: 


~  '^^'^^ — ' 

-:^,n.,b.c. 

/ \e     / 

/           \  ^    / 

E 

/       X!^ 

j 

eJ         /          \y' 

M>-' 

1 

1 

/     ^V'       '"' 

V 

\ 

\i 

/  /^  -'"'         .--^ 

^a,h,c 

j/^^^,---^'^^ 

(2) 


X3  =  ^3:r+i^//+C3r  =  U, 


wo  unter  Ä^,  B^,  .  .  .,  C,  die  Unterdeter- 
minante der  nicht  verschwindenden  Deter- 
minante der  Koeffizienten  rt^,  6^,  .  .  .,  C3 
1/  zu  verstehen  sind  (§  47,  il7) ). 
t'g  2>y.  l_'ui  die  inneren   und  äußeren  Win- 

kelräume zwischen  den  Seitenflächen  (2) 
zu  bestimmen,  geben  wir  einen  im  Inneren  der  räiirnJirlten  Ecke  liegen- 
den Strahl  x',  y',  z  (Fig.  289).  Die  diesen  Strahl  enthaltenden  Wiukel- 
räume  zwischen  zwei  Ebenen  (2)  sollen  als  äußere  im  Sinne  von 
§  49,  16  gelten  (vgl.  §  25,  1 ). 

Danach    setzen    wir    zur    Abkürzung    (vgl.  §  49,   (28);    (29))    mit 

/=1,  2.  3:  

(3)      K,  =  B.VAfVSr-^C},     f,  =  -  sign.  iA,x'+  B,y'+  C\z'). 

2.  Transversalebenen  und  Teilstrahlen.  Die  Gleichungen  dreier 
Transversalebenen  Tj,  J.^,  Tg  1  Fig.  290a),  welche  die  Winkel  der 
Ebenen  E^,  E^,  E..    in   den  Sinusverhältnissen  Aj,  Aj,  X.  teilen,  so  daß: 


(4) 


sinE,T,  1' 


sin  E,  T., 


=  ^•2, 


.sin  E,  Ts 
sin  E.,T„ 


sin  Ej  T^ 
lauten  nach  §  49,  (27);  (2S)  in  laufenden  Strahlenkoordinaten  x,y,  z: 


(5)         X, 
Hierin  ist: 

(6) 


11^X3  =  0,     X3  — u.A'i 


Xi 


X..  =  0. 


A, 


L, 


Die  Gleichungen  dreier  Teilstrahlen  t^,  t.,,  f.^,  1  Fig.  290b),  welche 


§  54,  3. 
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die  Winkel  der  gerichteten  Kauten  e^,  e^,  e.^  in  den  Sinusverhältnissen 
A^,  Aj,  Ao  teilen,  so  daß: 


sin  e^  f  1 


sin  e^  t^ 


siu  e.  t. 


sin  e. 


f  ''S? 


/,-\  sin  e^  r,  ,  sm  e^  u  , 

^   ''  sin  fg  fj  ^ '       sin  ßj  t^ 

sind   nach   §  49,    (17)    in  laufenden   Ebenenkoordinaten   u,  v,  iv,    im 
Bündel: 

(8)       r,-Kü,  =  o,  u,-^,i\==o,    i\-?.,r,==o. 


Fig.  290  a. 


Fis.  2yOb. 


3.  Bedingungen  für  drei  Transversalebenen  durch  einen  Strahl 
xind  drei  Teilstrahlen  in  einer  Ebene.  AVenn  die  drei  Transversal- 
ebenen  (5)  alle  durch  einen  Strahl  2^0  =  a'o?  Uof  ~o  gehen,  su  haben  die 
Parameter  u^,  u^,  a.^  die  Werte: 

(9)  u,  =  X,':X,\     u,  =  XJ^:X^.     u,  =^  X,' :  X,\ 

vro  Xj^,  Xg",  Xg*^  die  für  den  Strahl  7>q  gebildeten  Ausdrücke  Xj,  X,,  Xg 
sind.     Daher  ist  (vgl.  (6)): 

(10 )  u^  IL,  Ug  =  Ai  A,  Ag  =  1 . 

Ist  umgekehrt  bei  gegebenen  u^,  u,,  .Ug  die  Bedingung  (10 1  erfüllt, 
so  kann  man  (vgl.  §  2."),  4)  u^,  u^?  ."3  durch  drei  Konstanten  X^",  X^*^,  Xg'' 
in  der  Form  (9)  darstellen;  gleichzeitig  gibt  es  stets  einen  bestimmten 
Strahl  Xq,  tJQ,  z^,  der  den   Gleichungen: 

(11)  A.,x,  +  B,y,  +  f\z,  =  QX^ 

mit  einem  Proportionalitätsfaktor  p  genügt  und  daher  auch  den  mit 
den  Parametern  (9)  gebildeten  Gleichungen  (5).  Die  drei  Ebenen  [b] 
gehen  daher  alle  durch  diesen  Strahl. 

In  entsprechender  Weise  ergibt  sich  der  duale  Satz,  wobei  die 
Normalform  der  Gleichungen  1 1)  nicht  mehr  wesentlich  ist.  Denn 
haben  diese  nicht  die  Xormalform,  so  treten  in  (8)  für  die  drei  Para- 
meter A, ,  Ao,  A3  drei  neue  Parameter  u^,  a<,,  Ug  ein,  die  sich,  wie  in 
(6),  von  Aj,  Ao,  A.j  nur  um  konstante  Faktoren  von  der  Form  K.,'  :  Ä'g', 
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(12; 


(12') 


K^:  K^',  7l/:  äV  unterscheiden  (vgl.  §  49,  (20;),  also  auf  das  Produkt^ 
wie  in  (10),  ohne  Einfluß  sind. 

4:.  Die  Transversalensätze.     Wir  sprechen  daher  das   gefundene 
Resultat  also  aus  (vgl.  §  25,  5): 
I.  Die  drei  Transversalebenen: 

X^  -  U3X2  =  0 

des  Dreiflachs  X^  =0,  X^  =  0, 
X3  =  0  gelien  immer  dann  und 
nur  dann  durch  einen  Strahl,  tvenn: 

(13)  ,"li"2/^J  ="  ^  • 

IL  Die  drei  Transversalebenen 
(12)  gehen  immer  dann  und  nur 
dann  durcJi  einen  Strahl  p^,  uenn 


die  Parameter  ^u^,  /ig?  1^3   '^'ö^*  ^^^^ 
Verhältnissen     dreier     Konstanten 

X^\  X^\  X3O  in  der   Weise: 


(1^) 


AV' 


,"0  = 


X« 


X« 


abhängen.     Zwischen   diesen  Kon- 
stanten   und    den    Koordinaten   Xq, 


1.'  Die  drei  Teilstrahlen: 

U.2—  (li  ^3= 0,   U^—ii.2 1\=  0, 

des  Dreikants  L\  =  0,  U^  =  0, 
C/g  =  0  liegen  immer  dann  und 
nur  dann  in  einer  Ebene,  tvenn: 

(13')  ii^ii^ii^s  =  !■ 

ir.  D/e  (^rei  Teilstralden  (12') 
Zielen  immer  dann  und  nur  dann 
in  einer  Ebene  TIq,  ivenn  die  Para- 
meter fi^,  (i^,  (W3  von  den  Verhält- 
nissen dreier  Konstanten  L\^ ,  Ü^f 
C/3*^  m  der  Weise: 


(14') 


u " 


U  " 


abhängen.     Zwischen    diesen    Kon- 
stanten und  den  Koordinaten  Uq,  Vq^ 


Fig.  291  a. 


iJq,  Zq  des  Strahles  p^   bestehen  die   Wq,  der  Ebene  Uq  bestehen   die  Be- 
Beziehungen («■=  1,  2,  3) :  Ziehungen  (i  =  1,  2,  3): 
(15)  Ä,x,  +  B,y,  +  (\z,  =  qX^.      (15')    a,u,  +  b,c. 


C.  H-^  = 


qj: 


Endlich  unabhängig  vom  Koordinatensystem:'^*) 


54,  5 — 6. 
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111. Drei TnoisversaleheneuTj^,!. 2,  III'.  Drei  Teilstrahlen  f^,  U.  /^ 
Tg  der  Eclr  Ej,  Eg,  Eg  (Fig.  291a)  der  Ecle  e^,  e^,  e^  (Fig.  291b)  liegen 
gehen  immer  dann  und  nur  dann  immer  dann  und  nur  dann  in  einer 
durch  einen  Strahl  p^,  n-enn: 
sin  E,  T^      sin  E„  Tj      sin  Ej  T. 


Ebene  IIq.  irenn. 


(16) 


sinEgTj       sin  Ej  Tj      sinE^T^ 


1-   (16')^ 


sin  e,  t^        sm  e^  f, 

sin  e.,  t^         sin  e^  t„        sin  e.^  t 


sm  6,^3  ^  ^ 


5.  Die  Halbierungsebenen  und  Halbierungslinien  der  Winkel 
der  Flächen  und  Kanten.  Die  Halbierungsebeuen  der  inneren  Flächen- 
ivinJcel  der  räumlichen  Ecke,  der  äußeren  Halbierungsebeuen  im  Sinne 
von  §  54,  1,  entsprechen  den  Werten  A^  =  1,  -^2  =  1,  ?.^=  1,  die  der 
äußeren  Flächenwinkel  der  Ecke  den  Werten  A^  =  —  1,  A^  =  —  1, 
ylä  =  -  1  in  (4)  (vgl.  §  25,  6).     Daher  folgt  aus  (16): 

Die  Halhierungsehenen  der  drei  inneren  Flächemvinlcel,  ferner  die 
Halhierungsehenen  ziceier  äußeren  und  des  dritten  inneren  Fläehemvinlxels 
schneiden  sich  jedesmal  in  einer  Geraden. 

Die  inneren  Halbierungslinien  der  Kanten ivinliel  entsprechen  nach 
§  35,  4  den  Werten  A/ =  —  1,  l^'  =  ~l,  l^'  =  —  1,  die  äußeren  den 
Werten  A/  =  1,  ij  =  1,  A3'  =  1  des  Teilungsverhältnisses  in  (7).  Da- 
her folgt  aus  (16'): 

Die  Halbierungslinien  der  drei  äußeren  Kanten u'inlel,  ferner  die 
Halbierungslinien  zweier  äußeren  und  des  dritten  inneren  Kantemcinl'els 
liegen  jedesmal  in  einer  Ebene. 

6.  Übergang  auf  das  sphärische  Dreieck.  Wenn  um  den  Scheitel  0 
der  Ecke  eine  Kugel  beschrieben  wird  (^Fig.  292),  so  wird  diese  von 
den  Seitenflächen  der  Ecke  in  größten 
Kreisen  Ej,  E,,  E3  und  von  den  Kanten 
der  Ecke  in  je  zwei  diametralen  Punkten 
e^,  e^\  €2,  Cg';  e^,  e^  geschnitten.  Den 
Transversalebenen  T^,  To,  T3  entsprechen 
größte  „Transversalkreise'',  die  bezüglich 
durch  die  Punkte  e^  und  e/,  e,  und  e.^', 
63  und  63'  gehen;  den  Teilstrahlen  t^,  t^, 
^3  entsprechen  je  zwei  diametrale  Teil- 
punkte t^,  ^/;  t.2,  ^2';   ^3,  f-i- 

Unter    der    Bedingung   (16)    gehen 
die   Transversalkreise   T^,  To,  Tg  je  alle 
drei  durch  zwei  diametrale  Punkte;  unter 
der  Bedingung  (16')  liegen  die  Teilpunktpaare   ("j,  //;  f^?  ^2';  ^3>  ^3'  alle 
auf  einem  größten  Kreise. 

Insbesondere  gehen   nach  §  54,  5   die  drei  größten  Kreise,  uelche 


Fig.  292. 
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Fig.  293. 


die  drei  inneren  oder  zivei  äußere  und  den  dritten  inneren  WinJiel  eines 
sphärischen  Dreiecks  halbieren,  jedesmal  durch  zwei  diametrale  Punlcte. 

Nennen  wir  ferner  Außenseite  (Kom- 
plement) einer  Seite  e^eg  des  sphärischen 
Dreiecks  e^e^e^    den   Bogen    Cg^s'    ^^^^ 
e^e.2  (Fig.  292),  der  die  Seite  zu  einem 
Halbkreis  ergänzt,  so  folgt  aus  §  54,  5 : 
Die  HalhieriingspunMe  dreier  Außen- 
seiten eines  sphärischen  Dreiecks   sowie 
die  Halbiernngspunlde  zweier  Seiten  und 
der   dritten    Außenseite   liegen  jedesmal 
in  einem  größten  Kreise. 
7.  Übergang  von  den  Transversalebenen  auf  die  Teilstrahlen. 
Die  durch  die  Kante  e^  gehende  Transversalebene: 

X2  +  .tti  X3  =  0 
(Tj  in  Fig.  293)  schneidet  die  Gegenfläche: 

X,  =  0 
in  einem  Strahle  t^,  der  nach  §  -19,  (8')  die  Gleichung  hat: 
U  V  IV  I 

A.^  +  u,  A.^   K  +  ^u,  i?3    a  +  ß,  C.   =  0 
A  A  c\  I 

oder  (Anm.   1,  II,  1 5  )  mit  Benutzung  der  Abkürzungen  (1): 

r.^  —  ^i  U,  =  U. 
In  gleicher  Weise  folgt  allgemein: 

Die  Transversalebenen:  Die  TeilstraJden : 


X,  i-  u,X,  =  0 


\       r,  +  uA',  =  o 


schneiden   die  Gegenflächen   in   den  werden  mit  den  Gegenkanten  durch 
StraJden: 


(18) 


i\-     t;  =  o, 


die  Eigenen  verhunden: 
1 


U.  - 


U, 


i\  -     r. 


(18') 


X, 

> 
X, 


1 
1 


X3=0, 


x,  =  o, 
x.,  =  o. 


8.  Zweite  Form  der  Transversalensätze. 
Die    drei    Ebenen   (18')    gehen  Die    drei   Strahlen  (18)    liegen 


§  54,  9. 
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nach  §  54,  4  II  durch  einen  Strahl   nach    §  54,  4  11'  in    einer  Ebene, 


i>o, 


(19 


wenn: 
j    1 


1 

Ms 


X/' 


wenn: 


119') 


1 

1 

t;» 

Ms   ~ 

u,"' 

IV'.  J)/6'  Schnittlinien  der  Trans- 
versalehenen : 


(20) 


(20') 


(X,+  .a,A>0,  X,-^ii,X,=0, 


Wir  erhalten  daher  die  Sätze 
IV.  Die   Verhindungsebenen   der 
Teilstrahlen: 

1  TJ,^ii,U,^Q>  ;^""M  X, +/t3X,  =  0 

mitdenGeyenl;anten  gehen  alle  durch  mit  den  Gegenflächen  liegen  alle  in 

einen   Strahl,   irenn   die  Parameter  einer  Ebene,    wenn   die   Parameter 

/^i'  i"2?  ^3  ^'^^^  '^'"^'  Konstanten  Xj",  ^Uj,  ^Uo,  iu.3  von  drei  Konstanten  IJ.^, 

X/,  X3O   /«    fZer    TTe/sf    (19)    cd)-  T^,   C^    /m    f?er    Weise   (19')    rr/>- 

Jiängen.  hängen. 


Die  Koordinaten  ä'^,  ;?/o,  ^q   ^^^ 


Die  Koordinaten   Hq,  Vq,  ir^^  der 


gemeinsamen  Strahles  j>q  stehen  mit   gemeinsamen  Ebene  stehen  mit  den 


diesen  Konstanten  in  der  Beziehung: 
1  i  =  1,  2,  3. 


Konstanten  in  der  Beziehuno-: 


(21) 


Nach     (19)     ist     Ui.UoUg  =  1, 
■während    die    negativen  Parameter 


=  «  rro 


2i'x|    «.■^'o  +  ^-^'o  +  fV"o  =  ?f 


(21') 


i  =  1,  2,  o. 

Nach    (19')    ist     .«iiLt2i^3  =  1? 
während   die   neo-ativen   Parameter 


von  (20),  wie  A^,  A^,  A3  in  §54,  2  die  j  von  (20'),  wie  in  §  54,  2,  die  Be- 
Bedeutung (7)  haben.  Daher  folgt  deutung  (6);  (4)  haben.  Daher 
wie  in  §  54,  3:  folgt  wie  in  §  54,   3: 

V.  IJie  Verhindungsebenen  Tj , To ,  '>  V.  Die  Schnittlinien  t^ ,  t, ,  t^  dreier 
Tg  dreier  Teüstrahlen  t^,  t^,  t^  der ,  Transvcrsalebenen  Tj,  T^,  T3  der 
Eclie  mit  den  Gegenl-anten  e^,  c^,  e.^  Ecle  mit  den  Gegenflächen  Ej,  Eg,  E3 


^ehen  durch  einen  Strahl  immer  dann 
und  nur  dann,  irenn: 


(22) 


(sin  ('2  fi 
.in  e^  ' 
sin  e^  t^ 
sin  e»  L 


sin  Ci  t^ 


1. 


liegen  in  einer  Ebene   immer  dann 
und  nur  dann,  iccnn: 


sin  Ej  Tj     sin  E3  T^ 


(22') 


sinEgTj     sin  Ej  Tj 
sin  E,  Tg  ^  _ 
sinE,T, 

*).  Harmonikalebene  und  Harmonikaistrahl. 

Sei  Pq  =  Xq,  i/q,  z^,  ein  gegebe-  Sei  U^  =  h^,  r^,  ir^  eine  gegebene 

ner  Strahl.     Sind  dann:  Ebene.     Sind  dann: 
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i23) 


X^  —  ^3  ^2  "^  ^ 


(23') 


f/,—  ."i  f  ^3=  <  *,     ^3  —  i^2  f  1  =  0, 


die  Gleichungen  seiner  Verbin- 
duagsebenen  T^,  To,  T3  mit  den 
Kanten     der     Ecke,    so     ist    nach 

§  54,  4,  II: 

X  0  X  0 


Ui  -  i"3  t^2  =  0 

die  GleichuDgen  ihrer  Schnittlinien 
t^,  t.,,  f^  mit  den  Seitenflächen  der 
Ecke,   so  ist  nach  §  54,  4,  11': 


LV 


TT  0 

TT   OJ 
•^1 


L\' 


wo: 

(25)  X,^=A,x,-hB,y,+  C,,,. 

Die  vierten  harmonischen  Ebe- 
nen T/,  T2',  T3'  durch  die  Kanten 
^1;  ^2j  ^3  bezüglich  zu  Eo,  E3,  T^, 
zu  E3,  E^,  T2,  zu  Ej,  Eo,  Tg  sind 
nach  §  49,  (28)  (vgl.  §  42,  (29)): 

(  X2+ (11X3=0,  X3+,a2Xi=0, 


(26) 


\ 


X,  +  «3X2  =  0. 


(24') 

I  i"; 

'  wo: 

(25')     üf=a,u,  +  h,v,  +  c,n;. 

Die  vierten  harmonischen  Strah- 
len //,  U',  t/  in  den  Seitenflächen 
Ej,  Eo,  E3  bezüglich  zu  e.^,  e.^,  t^^ 
zu  fg,  e^,  1.2,  zu  e^,  63;  "^3  sind  nach 
§  49,  (20): 

l\+a,U,=0,  r3+uj>o, 


(26') 


Damit  die  Schnittlinien  t^,t^',t.^' 
dieser  drei  Ebenen  T/,  To',  Tg'  mit 
den     Gegenflächen    Ej,    Ej,    E3     in 


einer  Ebeue  Ih  =  u. 


liegen. 


müssen  nach  §  54,  4,  IV'  die  Para- 
meter fi^,  ^2?  ^s  ^011^  di'ei  Konstim- 
ten  ?>7,  üj",  TgO  in  der  Weise  ab- 
hängen: 

T-    0  T-0 

(  n     =    ^  u     =  — ^ 

ri  p  0  7      ^^2         U  ^  ^ 

^3=    r« 


(27) 


und  zugleich  für  die  Ebene  Kq,  Vq, 
iV(^  die  Gleichungen  (21')  bestehen. 
Das  erstere    ist   nach  1 24)   der 
Fall;   man  hat  nur: 

1  ,  .  ..         1 


Damit  die  Verbindungsebenen 
Tj',  T2',  Tg'  diesen  drei  Strahlen  t^\ 
(.2,  t^  mit  den  Gegenkanten  (\,  c^,  '3 
durch  einen  Strahl  2h  =  ^"o>  //o>  % 
gehen,  müssen  nach  §  54,  4,  IV 
die  Parameter  ju^,  ^^^  i^s  ^'^^  *^^'®^ 
Konstanten  X^*',  Xg^,  Xg^^  in  der 
Weise  abhängen: 

_  Xj^  _  A'i"  ■ 

(27') 

und  zugleich  für  den  Punkt  ,/„,  y^, 
Zq  die   Gleichungen  (21)    bestehen. 
Das   erstere   ist   nach   (24')  der 
Fall;  man  hat  nur: 


(28) 


I      1  Xj"  '         -         X,«  ' 


'  3 


{2S') 


X7 


1 

ro  , 


Xo" 


1 
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zu  nehmen.  Setzt  man  aber  diese  zu  nehmen.  Setzt  man  aber  diese 
Werte  der  Konstanten  f 7  in  die  Werte  der  Konstanten  XP  in  die 
Gleichungen  (21')  ein,  so  erhält  man:  i  Gleichungen  (21 )  ein,  so  erhält  man: 


(29)    o,.?/o  +  h.v^  +  c-H-^ 


1 


(29')    Ä.x^  +  5.7/0  +  CiZo  =  Q  x-T 


und  durch  Auflösen  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  a: 


(30') 


Ö((f,    = 


6  1-, 


Gn\  = 


^2 

x/ 


X,"  ' 


(30) 


^^2  ^V, 


f.^n   = 


(?.'/n  = 


(?~^.  = 


+ 

^•  + 

«3 
J^   0     ? 

&1 

L;o 

+ 

^3 

IL"   ' 

^1 

+ 

^^+ 

<^3 

Verh/iidef  mau  einen  gegebenen  Schneidet  man  eine  gegebene 
Strahl  j)(,  mit  den  drei  Kanten  e^,  Eigene  IJ^mit  den  drei  Seitenflächen 
€.2j  eg  der  Ecke  durch  die  Ebenen  E^,E,,E^  einer  Ecke  in  den  Strali- 
T^,  Tg;  T3  lind  konstruiert  an  jeder  len  t^,  t^,  t.^  und  konstruiert  in  jeder 
Kante  die  vierte  harmonische  Ebene  SeitenfläcJie  den  vierten  harmoni- 
T/,  Tg'.  T3',  so  schneiden  diese  die  sehen  Strahlt.^,  t.2  ,  tj,  so  gelten  die 
Gegenflächen  in  drei  Strahlen  t^',  Verbindungsebenen  T/,  T^',  T./  die- 
t.-,',  tj,  die  in  einer  Ebene  liegen.       ser   Strahlen   mit  den    Gegenkanten 

durch  einen  StraJd  p^. 
Diese  mittels  (30)    durch  p^  ==  Dieser  mittels  ( 3<)')  durch  Uq  = 

Xq,  yQ,  Zq  bestimmte  Ebene  IIq  heißt   Uq,  Vq,  iCq  bestimmte  Strahl  p^  heißt 
die  UariKonikalebene  des  Strahles  p^^.   der  HarmonikalsU-ahl  der  Ebene  Uq. 

10.  Die  Reziprozität  von  Harmonikalebene  und  Harmonikal- 
strahl.  Da  die  beiden  Gleichungssysteme  (29)  und  (29')  mit  Rück- 
sicht auf  (25)  und  (25')  miteinander  identisch  sind,  und  je  den  Strahl 
Po  "=  ^0;  ^07  -^0  ^"d  ^^^  Ebene  u^,  v^,  iCq  wechselseitig  eindeutig  durch- 
einander ausdrücken,  so  folgt,  daß  die  Harmonikalebene  U^  eines  be- 
liebigen Strahles  j^o  diesen  als  Harmonikaistrahl  und  der  Harmonikai- 
strahl Pq   einer    beliebigen  Ebene  /Zq  diese   als   Harmonikalebene   hat. 

Je  ein  Strahl  und  eine  Eljene  des  Bündels  entsprechen  sich  als 
Harnioniliidstrahl  und  Harmonikalebene  in  besug  auf  eine  Ecke  irecliseJ- 
seitig  eindeutig  (vgl.  §  2Q,  2j. 

Zwischen  den  Koordinaten  Xq,  i/q,  z^  und  Uq,  Vq,  u'q  beider  be- 
stehen nach  (29)  und  (29')  die  Gleichungen: 


A'./ 


^^3 


1 


1 


(31)  Aj  .  ^vo   .  ^-3   —  j.  0  .  ^. 

Auch  ergibt   sich   durch  Addition  der  mit  x,  y,  z  multiplizierten 
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Gleichungen  (30)  und  durch  Addition  der  mit  u,  v,  w  multiplizierten 
Gleichungen  (30')  bezüglich: 


Die  Gleichung  der  Harmonilml- 
ebene  des  Strahles  x^,  y^,  z^  lautet 
in  laufenden  Strahlenlxoordinnten  x, 
y,  z  im  üündel: 


(32) 


+  -^-^  =  0 


Die  Gleichling  des  Harmonilal- 
straJdes  der  Ebene  Uq,  Vq,  ic^  lautet 
in  Häufenden  Ebenenl~oordincden  u, 
i\  tv  im  Bündel: 


(32') 


u        u 

0  -r  ^0 


§  55.    Transversalebenen  des  Tetraeders. 

1.  Gleichungen    der  Seitenflächen   und  Ecken   des  Tetraeders, 

Die  Gleichungen  der  vier  Ebenen  Ej,  E^,  E3.  E^  und  der  Ecken  E^, 
E.2,  E.^,  E^  eines  Tetraeders  seien  in  laufenden  Punktkoordinateu  x, 
y,  z,  t  und  laufenden  Ebenenkoordinaten  u,  v,  u:,  s  bezüglich  l^vgl. 
§  öl,  7): 


(1) 


(2. 


X^  =  «1  ^>'  +  ^1  y  +  q  -^  +  dj  =  0, 
Xg  =  a.,  X  +  ?>2  y  +  fo  z  +  d,t  =  0, 
Xs  =  a.^x 


a') 


I\=A,u  +  Bi€+ Ci  /(■  i-DyS = 0, 
r^2=  -^a«  +  B^v +C^w  -\-D^_s = 0, 
l  \=  A^u  +  B.^v + C^iv  -\-DsS = 0, 
i  l\=Ä^ii+B^v+C^n-+D^s=0. 


h,y+c,z  +  dJ^O, 
X^  =  a^x -{- b^y  ^  c^z -\-  dj  =  0. 
Die  Kanten  des  Tetraeders  seien  mit: 
E,xE^  =  .,,,     E,E,  =  e,,,     A/  =  23,  31,  12,  14,  24,  34 


benannt;  e,^.  und  f^^.  sind  Gegenkanteu;  jede  Kante  ist  doppelt  be- 
zeichnet «23  =  *?i4j  usw.  Der  Koordinatenanfangspunkt  liege  im  Innern 
des  Tetraeders,  und  nach  ihm  seien  die  SeitenÜäehen  gerichtet  (vgl. 
§  41,   1).     Es  sei  ferner  zur  Abkürzung  gesetzt: 

(3)  h  =  ^i yWTW+W,     ^:--  sign. d,,t=\,  2,  3,  4. 

2.  Transversalebenen  und  Teilpunkte. 
Sechs  beliebige  durch  die  sechs  '  Sechs  beliebige  auf  den  sechs 
Kanten  e,^-  gelegte  Transversalebe-  Kanten  ^'j.  angenommene  Teilpunkte 
nen  T;,;  mögen  die  Winkel  der  ge-  T,^.  mögen  die  Strecken  der  Punkte 
richteten  Ebenen  E^,  und  E^  im^,,  und  E^  im  Streckenverhältnis 
Sinusverhältnis  A,^,-  teilen,  so    daß:    k,^-  teilen,  so  daß: 

Die  Gleichungen  der  sechs  Trans- 1        Die  Gleichungen  der  sechs  Teil- 
versalebenen lauten  nach  §42,  (15):  1  punkte  lauten  nacb   ^  4(),  (3): 


§  55,  3—4. 
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,X,- 

- .« i'3 -^^3  =  ^'\    ^3  -  ^ Ol  ^i  =  0, 

'\xrn ' 

^r 

X,-a,,X,=  0, 
X,-u,,X,=  0, 

(6) 

^./=1:  ^.- 

(5') 

wo: 

(6') 


^  1  —  ."l2  ^2  =  ^> 


r 


r.  =  0, 


3.  Notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  sechs  Trans- 
versalebenen durch  einen  Punkt.  Wenn  die  sechs  Transversalebenen 
(5)  alle  durch  einen  Punkt  P(j  =  Xq,  i/q,  ^q,  t^  gehen,  so  muß: 


^^' 


^;,i^^  =  0 


sein,    wo    X;^   und  X^'^  die    für    den   Punkt    Pq   gebildeten   Ausdrücke 
X,,  X  in  (1)  sind.    Es  häno-en  also  die  sechs  Parameter  der  Gleichungen 

(5)  in  der  Weise: 

(7) 


von  den  Verhältnissen  der  vier  durcJi  Pq  hesthnmten  Konstanten  X,^  ab. 
Wenn  umgekehrt  die  Parameter  der  Gleichungen  (b)  von  vier  be- 
liebig gegebenen  Konstanten  X^  in  der  Weise  (7)  abhängen,  so  werden 
diese  Gleichungen  sämtlich  durch  einen  Punkt  P^  erfüllt,  dessen  Koordi- 
naten Xq,  iIq,  2q,  t^  mit  den  gegebenen  Konstanten  in  der  Beziehung 
stehen: 
(8)  a,x^  +  h,y^  +  c,2^  +  dj^  =  q X,",     h  =  1,  2,  3,  4, 

unter  q  einen  Proportionalitätsfaktor  verstanden.  Durch  die  Glei- 
chungen (8)  ist  aber  der  Punkt  Pq  immer  eindeutig  bestimmt  (Anm, 
2,111,2),  da  wie  in  §51,7  die  Determinante  der  Koeffizienten  von 
Null  verschieden  ist. 

4.  Die  Transversalensätze.^^ )     Indem   wir   den   dualen  Satz   hin- 
zufügen, erhalten  wir  das  Resultat  (vgl.  g  25,  5  II-,  11'): 


I.   Die  sechs  Transversalebenen. 

(9)  X,-a„X,^0 


durch   die    Kanten   des    Tetraeders 

Xf^  =  0  gehen  immer  dann  und  nur 

dann  durch  einen  Punld  P^,  wenn 

die   sechs    Parameter    u 

VerhäUnissen   von   vier  Kinstantenlvon  vier  Konstanten.  r,^°  in  der  Weise 

X,,"  in  der   Weise  abhängen:  edihängen: 


r.  Die  sechs  Teilpmikte: 


(9') 


r 


r..  =  0 


auf  den  Kanten  des  Tetraeders  U,  =  0' 

liegen   immer  dann  und  nur  dann 

in  einer  Ebene  11^,  wenn  die  sechst 

von    den  \  Parameter  ^,^.  von  den  Verhältnissen 


(10: 


Y  0 


(10') 


Ut'' 
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Die  vier  Konstanten  stehen  mü\  Die  vier  Konstanten  stehen  mit 
den  Koordinaten  x^,  i/q,  Zq,  t^  des  den  Koordinaten  ii^^,  v^^,  tv^,  s^  der 
Punktes  Pf)  in  der  Beziehung: 


(11) 


=  o  Y  °     A  =  1  2  3  4 
Setzen  wir  nun: 

(12)  X,'  =  l-,p„ 


Ebene  II ^^  in  der  Beziehung: 

=  (,t'7,     Ä  =  1,2,3,4 


(11') 


(12') 


f7  =  A/i.. 


so  geht  ans  (10),  (10')  mit  Rücksicht  auf  {&],   (0')  hervor: 

(13)       A,,  =  ^;;:  (13')       h.-~- 

Umgekehrt  folgt  aus  (13)  vermöge  (12)  und  (6)  wieder  (10).  Wir 
können  daher  die  vorigen  Sätze  auch  so  aussprechen  (vgl.  §  25,  5,  III;  III'): 
II.  Legt  man  durch  die  sechs  11'.  WüJdt  man  auf  den  seclis 
Kanten  S/^.  des  Tetraeders  der  vier  l  Kanten  e,^^  des  Tetraeders  der  vier 
Ebenen  E^  seclis  Transversalebenen  \  Punkte  jE^  sechs  Teilpunkte  T,^.,  so 
T;,j-,  so  gehen  diese  immer  dann  und  ■  liegen  diese  immer  dann  und  nur 
nur  dann  durch  einen  Punkt  Pq,  dann  auf  einer  Ebene  TI^,  u-enn  die 
tvenn  die  seclis  Teilungsverhältnisse,  sechs  Teilungsverhältnisse,  nach  denen 
nach  denen  sie  die  Flächemvinkel  sie  die  Kantenlängen  teilen,  von  den 
des  Tetraeders  teden,  von  den  Ver-  \  Verhältnissen  von  vier  Konstanten 
hältnissen  von  vier  Konstanten  p^ 
in  der   Weise  abhängen: 


(14)     A, 


sia  E,T,, 


q,^  in  der   Weise  abhängen. 


(14')        A,,  = 


EJ,,; 


5, 


Die  Konstanten  p^^  oder  q^^  in  (12\  (12')  bedeuten  nach  §  41,  (6) 
und  §  45,  (15)  im  wesentlichen  die  Abstände  des  Punktes  P^  von  den 
Ebenen  (1)  oder  der  Ebene  J7q  von  den  Ecken  (V). 

5.  Halbierungsebenen  der  Flächenwinkel  und  Halbierungs- 
punkte der  Kanten.  Für  die  Halbierungsebenen  der  inneren  Fläehen- 
winkel  des  Tetraeders  (bei  der  in  §55,  1  über  0  gemachten  Voraus- 
setzung der  „äußeren''  im  Sinne  von  §  42,  5)  ist  A;,.  =  1,  so  daß 
die  Bedingung  (14)  mit  p^  =  1,  jh  =  1j  Ih  =  1>  Ih  ==  1  ei-füllt  ist: 

Die  Halbierungsebenen  der  seeJis  inneren  Elächoncinkcl  des  Tetra- 
eders gellen  alle  durch  einen  Punkt. 

Ebenso  wird  mit  p^  =  1,  p^  =  1,  2h  ==1?  ?^4  =  ~  1  •  ^^23  ="  1>  ^31  =  1> 
Aj2  =  1,  Aj^  =  —  1,  A24  =  —  1,  A34  =  —  1,  und  folgt  aus  II: 

Die  Halbierungsebenen  der  drei  inneren  Winkel  dreier  Seitenflächen 
Ej,  E.,,  E3  und  die  drei  Halbierungsebenen  der  drei  Außenainke-l  an 
der  viertem  Seitenfläclie  E^  gehen  (die  durch  einen  Punkt. 


=  0. 
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Der  duale  Satz  hierzu  lautet: 

Die  Ebene  durch  die  Mittelpiuikte  dreier  von  einer  Ecke  E^  aus- 
(lelienden  Kanten  ist  der  gegeniiherliegenden  Seitenfläclte  E^  i)arcdlel  (vgl. 
§  -^5,  6). 

6.  Übergang  von  den  Transversalebenen  auf  die  Teilpunkte. 
Die  durch  die  Kante  f^s  gehende  Transversalebene: 

schneidet  die  Gegenkante: 

Xi  =  0 ,     X,  ==  0 
in  einem  Punkte,  der  nach  §  47,  (15')  die  Gleichung  hat: 
u  V  ZV  s  I 

j    «2  +  i^23«3        ^2  +  i«23^3        <^2  +  ."23^3         ^2  +  >'*23^3 

i  «jL  &1  q  d^ 

'    «4  &4  Ci  ^4  I 

oder  mit  Benutzung  der  Abkürzungen  (1'): 

C^3  —  ^23  ^2  =  0. 

Im  gleicher  Weise  folgt  allgemein: 

Dii^  Transversaleboie:  Die  Verhindimgsebene  des  Teil- 

punktes: 
(15)         X,  +  ,a,,X,  =  0,  (15')        l\  +  a„,l\  =  0, 

hi  =  1,2,3,  4,  schneidet  die  Gegen-  hi  =  1,  2,  3,  4,  mit  der  Gegenkante 
kante  in  dem  Punkte:  Jiat  die  Gleichung: 

(16)      r,-^r,  =  o.  1(16')     x,-^x^.  =  o. 

7.  Zweite  Form  der  Transversalebenensätze. 

Die  sechs  Ebenen  (16')  gehen  nach  Die    sechs   Punkte   (16)    liegen 

§  55,  4  I  durch  einen  Punkt,  wenn:   nach  §  55,  4  I'  in  einer  Ebene,  wenn: 

H;        ^V  i  Hi         ^?" 

Wir  erhalten  daher  die  Sätze  (vgl.  §  25,  12): 

III.  I)ie  Verhindungsebenen  der  i        lU'.  Die  Schnittpunkte  der  sechs 
sechs  Teilpunkte:  I  Transversalebenen : 

(17)  l\  +  .u,,  U,  =  0  j  (17')        X,  +  .u,,  X,  =  0 

auf  den  Kanten  e,^^  mit  den  bezüg-\  durch  die  Kanten  Sj^^  mit  den  bezüg- 
lichen Gegenkanten  S/^-  gelten  alle  \  liehen  Gegenkanten  e^^  liegen  alle 
durch  einen  Punkt,  wenn  die  sechs   in  einer  Ebene,  tvenn  die  sechs  Para- 

Staude,  analyt.  Geometrie.  19 
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Parameter  a,^.  von  den  Verhältnissen  '.  meter  n^^.  von  den  Verhältnissen  von 
von  vier  Konstanten  X^^  in  der  Weise  I  vier  Konstanten  U^^  in  der  Weise 
abhängen:  abhängen: 

(18)  .u,,  =  -^4.  |(18')  a,,  =  -lX,. 

Die  Koordinateu  des  gemein-  Die  Koordinaten  der  gemein- 
samen Punktes  stehen  wie  in  (11)  samen  Ebenen  stehen  wie  in  (11') 
mit  den  Konstanten  in  der  Be-  mit  den  Konstanten  in  der  Be- 
ziehung: Ziehung: 


(19) 


{'; 


=  pA7,     /.  =  1,2  3,4. 


(19') 


Sei  IIq  =  Hq, 
gebene  Ebene. 
Sind  dann: 


8.  Harmonikalebene  eines  Punktes  und  Harmonikalpunkt  einer 
Ebene  [vgl.  §  26,  1 ). 

Sei    Pq  =  Xq,  ijQ,  Zq,  /()   ein    ge-  Sei  //„  =  «„,  r«,  ?(„,  s^  eine  ore- 

gebener  Punkt. 

Sind  dann: 

(20)      x,-^,,x,  =  o  (-20')      r,-^«„7; 

die  Gleichungen  seiner  Verbindungs-  die  Gleichungen  ihrer  Schnittpunkte 
ebenen  mit  den  sechs  Kanten  s, .  mit  den  sechs  Kanten  e,  ■  des  Tetra- 
des  Tetraeders,  so  ist  wie  in  §  55, 3:  j  eders,  so  ist: 

(21)  u,^-^4,  (21') 

wo  die  Konstanten  X/  und    l^,^  die  Werte  haben  (h  =  1,2,3,4): 

(22)  X,!^^a,x,  +  b,y,  +  c,z,  +  dJ,.'ß2')  V,=A„ii,+B„v,+  C,u;-^I),s,. 

Der  vierte    harmonische  Punkt 


Die   vierte   harmonische  Ebene 
zu  den  durch  die  Kante  a,^^  gehen- ;  zu    den    auf  der 


Kante  e,^^  liegen- 


den 

drei: 

^„ 

=  0, 

^i  = 

0, 

^, 

— 

l^M 

ist- 

dann 

nach 

§ 

42, 

11 

X..  =  0 


den  drei: 

r;,  =  o,  r,  =  o,  r,-.a,,r,  =  (> 

ist  dann  nach  §  40,  5: 

(23')      r,  +  ^,,r,  =  o. 

Damit   die   Verbindungsebenen 
sechs  Ebenen  (23)  mit  den  Gegen-   der    sechs    Punkte    (23')    mit    den 


(23)         X,-f«,,X,  =  0. 

Damit    die    Schnittpunkte    der 


;,•  in  einer  Ebene  TI^ 


lu,   Gesrenkanten  f 


^0  liegen,  müssen  nach  III' ;  Pq  =  Jt 


hi 
0?    Vq}    ~0) 


durch  einen  Punkt 
müssen 


/(,  gehen. 


kanten  e 

die  Parameter  ^,^^  von  vier  Kon-  nach  III  die  Parameter /t,^,.  von  vier 
stanten  Uj^-  in  der  Weise  (18')  ab-  Konstanten  X,^  in  der  Weise  (18j 
hängen,     und    zugleich     zwischen ,  abhängen,    und    zugleich    zwischen 


§  55,  8. 
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diesen  und  den  Koordinaten  u^,  v^,  diesen  und  den  Koordinaten  x^,  i/q, 

iVq,Sq  die  Gleichungen  (19')  bestehen.  Zq,  t^,  die  Gleichungen  (19 )  bestehen. 

Das   erstere   ist   nach  (21)    der  Das  erstere   ist   nach  (21")  der 

Fall:  man  hat  nur:  Fall:  man  hat  nur: 


Y  0  =     - 


(24)  C?=^^  (24') 

zu  nehmen.    Setzt  man  aber  diese  zu  nehmen.    Setzt  man  aber  diese 

Werte   der  Konstanten    U,^  in   die  Werte  der  Konstanten   X/  in    die 

Gleichungen  (19' )  ein,  so  erhältman:  Gleichungen  (19)  ein,  so  erhält  man: 

(25)  A^>i^,-B,v^+  C)n-Q-tD,ßQ=Q ■  -^-,  (25')  a,Xf^+  5,, ^0+  C/. ^o+  ^h ^o=  Q  •  ij^o 

und  durch  Auflösung  mit  einem  Proportionalfaktor  a  ( Anm.  2,  III,  2; 

l,ni,(8)): 


(26) 


X 


«4 
^V,  ^V^  ^Vo  ^v. 


1  !  2  I  S  I 


Ö^n 


X/    "^    X, 


X. 


^  Xs«    ■    X/ 


1        l_  i      _1_  S        1^     -^4 


(26') 


t;' 


-ßj  JS^  -Bg  -B 

^//o  ^^  Tj^^    '    TT "    '    T^^    '    TT"  ' 


.  (j/o  = 


l 

( 

r-   0        1^     TT  0        1^     T^ 
'    1  '^  2  ^; 


+ 
+ 


CT/' 

f^4**' 


Verbindet  man    einen  ger/ehenen         Schneidet    man     eine    gegebene 


PunM  Pq  mit  den  sechs  Kanten  6^^ 
durch  die  Ebenen  T,,,-  und  konstruiert 
in  jeder  Kante  f,,^  zn  E^,  E^.  und 
T;,-  die  vierte  harmonische  Ebene 
T. .,  so  schneiden  die  Ebenen  T, .  die 

hl'  hl 

Gegenkanten  e,^^  in  sechs  Punkten, 
die  in  einer  Ebene  IJq  lirgcii. 

Diese  Ebene,  deren  Koordinaten 
Hq,  Vq,  /Cq,  Sq  durch  die  Koordinaten 
Xq,  y^,  2q,  f^  des  Punktes  Pq  mittels 


Ebene  Uq  mit  den  sechs  Kanten  e,^^ 
in  den  Punkien  T,^.  und  konstruiert 
auf  jeder  Kante  c,,^.  zu  E,^,  E^  und 
Tj^^  den  vierten  harmonischen  Punkt 
Tf[-,  so  gehen  die  Verlnndnngsrbenen 
dir  Punkte  7^^  mit  den  Gegenkanten 
f;^-  dureJi  einen  Punkt  Pq. 

Dieser  Punkt,  dessen  Koordinaten 
Xq,  iIq,  Zq,  /q  durch  die  Koordinaten 
^'o?  '"o7  ^'o!  -^o  ^'^^'  Ebene  U^  mittels 
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(26)  und  (22)  eindeutig  bestimmt !  (26')  und  (22')  eindeutig  bestimmt 
sind,  heißt  die  Harmonikalehene  des  sind,  heißt  der  Harmonilialimrikt 
Punktes  Pq-^^)  der  Ebene  TIq. 

9.  Die  Reziprozität  von  Harmonikalebene  und  Harmonikal- 
punkt.  Da  die  beiden  Gleichungssysteme  25)  und  (25')  mit  Rück- 
sicht auf  (22)  und  (22')  miteinander  identisch  sind  und  den  Punkt 
Po  =  ^0?  Voj  ^01  ^0  "^^  ^^®  Ebene  77q  =  u^^  Vq,  iCq,  Sq  wechselseitig  ein- 
deutig durcheinander  ausdrücken,  so  folgt,  daß  die  Harmonikalebene 
eines  beliebigen  Punktes  diesen  als  Harmonikaipunkt  und  der  Har- 
monikalpunkt  einer  beliebigen  Ebene  diese  als  Harmonikalebene   hat. 

Je  ein  PunJd  loid  eine  Ebene  des  Baumes  entspyeche}i  sich  als 
HaymonilaJimnht  und  Harmonik  cdebene  inbezug  auf  ein  Tetraeder  tvechsel- 
seitig  eindeutig. 

Zwischen  den  Koordinaten  x^,  y^,  Zq,  t^  und  u^,  Vq,  Kq,  Sq  beider 
bestehen  nach  (25)  und  (25')  die  Gleichungen: 

/'97\  7^0.   T-  0  .  7-  0  .   T-  0  _  J^^    .  ^\__  .  ^  ..     K    . 

y^ij  <  1    •  t  2    •  <  3    •  <  4  —  x/  •  X^»  ■  X3Ö  •  X^" 

Auch  ergibt  sich  durch  Addition  der  mit  x,  y,  s,  t  multiplizierten 
Gleichungen  (20)  und  durch  Addition  der  mit  n,  v,  iv,  s  multiplizierten 
Gleichungen  (26')  nach  §47,3  bezüglich  (vgl.  §26,2): 


Die  Gleichung  der  Harmonikal- 
ebene des  Punktes  Xq,  y^,  Zq,  t^  lautet 
in  laufenden  Koordinaten  x,  y, 
z,  t: 

(28)    ^V+  ^1  +  x^  +  ^=0. 

^V,  ^Vj  ^Vg  ^1.4 


Die  Gleichung  des  Harnionikal- 
punktes  der  Ebene  iIq,  Vq,  u-q,  s^ 
lautet  in  laufenden  Koordinaten  u, 
V,  IV,  s: 

(28')  ^^V  +  f7;o  +  u%  +  u\>  =  0. 


VI.  Kapitel. 

Die  Tetraederkoordiiiaten. 

§  56.    Zweiflachs-  und  Dreiflachs-(Dreikants-iKoordinaten. 

1,  Zweiflaehskoordinaten  im  Ebenenbüschel  als  multiplizierte 
Sinusverliältnisse.  In  Anschluß  an  §  7,  G;  7  benutzen  wir  zur  Be- 
stimmung der  Ebene  im  Ebenenbüschel  ZweiHachskoordiuaten,  die 
lediglich  durch  homogene  Bezeichnung  des  bereits  in  §  42.  9:  10  be- 
nutzten Parameters  ;i  entstehen  (vgl.  §  7,  0). 

Als  Destandteile  des  Koordinatensystems  sind  zuer.st  zwei  feste 
Ebenen  E^  und  E^,  das  Koordinateuzweitlach,  und  zwei  Multiplikatoren 


§  56,  2—3. 
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Xj  und  ^2  gegeben  (Fig.  294).  U)i{er  Ziceiflachskoordinaten  ?tj,  n.^  der 
Ebene  TT  verstehen  wir  dann  zicei  Zahlen,  die  sich  verhalten,  wie  die 
mit  x^,  ^2  midtipJizierten  Sinus  der  WinJcel  der  Ebene  TL  gegen  die 
Ebenen  E^  und  Eo  oder  Eo  und  E^  (vgl.  §  8,  2): 

(1)  Uy  :  U.2  =  XosinEo/J:  x^sinE^/J. 

Wie  in  §  42,  4  gilt  hierbei  als  äußerer  Winkelraum  zwischen  Ej 
und  Eo,  in  dem  das  Verhältnis: 

(2)  A  =  "5"  ^ 
^    '  sinE.n 

positiv  ist,  derjenige,  der  den  Koordinateuanfangspunkt   0  enthält. 

2.  Zweiflachskoordinaten  im  Ebenenbüschel  als  Doppelverhält- 
nisse.     Unabhängig  von  der  Angabe  von   0  ist  die  zweite  Definition. 


EjCSi^; 


Fig.  29i. 


i'ig.  296. 


,,:«,  =(E.E,E.n)=|;°-||^ 


sin  Eo  TT 


sin  E,  TT 


Als  Bestandteile  des  Koordinatensystems  sind  zwei  feste  Ebenen 
E^  Lind  E.,  das  Koordinatenz weiflach,  und  eine  Einheitsebeue  E^  im 
Büschel  gegeben  (Fig.  295).  Unter  ZweiflacJiJiOordinaten  u^,  u^  der 
Ebene  TT  verstehen  wir  dann  zwei  Zahlen  u^,  u^,  deren  Verhältnis  gleich 
dem  Doppelverhältnis :^^) 

(3) 

ist  (§  8,  (4)). 

3.  Beziehung   zwischen   gemeinen   und  Zweiflachskoordinaten. 

Ist  die  .i-Achse  des  Koordinatensystems  Oxyz  die  Achse  des  Ebenen- 
büschels, so  haben  die  Gleichungen  der  Ebenen  Ej  und  Ej  die  Form 
(§40,  (14);  (15);  Fig.  296): 

(4)  X^  =  a^x  -{-  byii  =  0 ,     X.2  =  a.2X-\-  b.,y  =  0. 

Die  Gleichung   der  Ebene  TT   des   Büschels   ist  nach   §  42,  (15): 

(5)  Xj-uXo  =  (), 


294  §  56,  4-5. 

WO  ^  das  multiplizierte  Teilungs Verhältnis,  also  mit  Rücksicht  auf  (1) 
etwa: 

(6)  >^=- :; 

ist.     Die  Koordinaten    der   Ebene  (5)    im  Räume    sind    nach  §  47,  3: 

(7)  u  :  V  :  iv  :  s  =-  a^  —  aa.^  :  h^  —  /i/A,  :  0  :  U; 

also  ist  für  die  gemeinen  Koordinaten  n,  v  im  Büschel  (vgl.  §  49,  13) 
mit  der  Bezeichnung  (6)  von  ^  und  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  q, 
bezüglich  ö: 

(8)  QU  =  a^it^  +  '''2  "2'     ?'■  =  ^i^'i  +  ^'2  ^'2 
und  umgekehrt: 

(9)  öii^  =  h.2ii  —  Oo'V ,     Gn.2  =  —  hj^u  +  a^v. 

Die  ZtveiflachsJcoordinaten  der  Ebene  sind  dalier  bis  auf  einen 
ProportionalitätsfaMor  homogene  lineare  Funltionen  der  gemeinen  Ko- 
ordinaten im  Büschel  und  umgeliehrt  (vgl.  §  7,  8). 

4.  Dreiflachskoordinaten  der  Ebene  und  des  Strahles  im  Bündel 
als  Parameter  der  Gleichungen.     Wie  in  §  53,  [1]  seien: 

IX^  =  a^x  -\r  b^ y  ^  c\z  -\-  d^t  =  0, 
X,  =  «go;  +  kyg  +  c.,z  +  d,t  =  0, 
X3  =  a^x  +  b.^i/  +  c.^z  +  d.J  =  0 

die  Gleichungen  der  drei  Grundebeuen  Ej,  E.,.  E..  eines  Bündels.  Sie 
bilden  ein  Drei  flach  (Drcil'ant)  mit  den  Kanten  fj  =  E.-,  X  E.,,  fo  =  EgX  E,, 
£3  =  E^  X  Eg.     Es  sind  dann,  wie  §  öo,  (2);  (G): 

(11)  ^,X,-\-^,X,  +  u,X,==0      1(11')     X,:X,:X,=  v,:r,:v, 

die  Gleichungen  der  laufenden  Ebene  und  des  laufenden  Strahles  im 
Bündel.105^ 

Wir  verstellen  nun  unter  Drei-  i  Wir  verstehen  nun  unter  Drei- 
flachshoordinaten  u^ , «,  ^  '^3  der  Ebene  I  flach  slcoordinaten  a\  ,x.2,x^  des  StraJi- 
im  Bündel  drei  Zalden,  die  sich  ver-  Ics  im  Bündel  drei  Zahlen,  die  sich 
lialten  wie  die  Parameter  in  der  1  verhcdten  wie  die  Parameter  in  den 
Gleichunc/  (11)  der  Ebene,  also:         Gleichungen  {\\')  des  Straldes,  (dso: 

(12)  M,  :  «2  :  u.,  =  .u,  :  /i,  :  ."3-  (12')    x^  :  x,  :  x.^  =  v,  :  v.,  :  7'3. 

5.  Analytische  Berechtigung  derDreiflaehskoordinaten.  Nehmen 
wir  für  den  Augenblick  das  Zentrum  des  Bündels  als  Koordinaten- 
anfaiig  0  des  Systems  Oxyz,  auf  das.  sich  die  Gleichungen  ( 10")  ])e- 
ziehen;  setzen  wir  also  d^  =  0,  d^  =  0,  d^  =  0,  so  sind  die  drei  ersten 
homogenen  Koordinaten   der  Ebene  (11)   im  Riiunip   und  damit   nach 
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§  49,  5  die  homogenen  gemeinen  Koordinaten  k,  r,  tv  der  El)ene  im 
Bündel  wie  §  53,  (3)  bis  auf  einen   Faktor  q: 
(qh  =  a^u^  +  a,i(.,  +  a._^Us, 

(13)  {qv   =\u^  +  Ik-,h^  +  h.yii.^, 
I  QIC  =  c^ti^  +  c,u.,  +  c^u.^, 

oder  umgekehrt  (Anm.  2,  II,  2): 

I  öii^  =  J-i«  +  B^v  +  C^n-, 

(14)  (7^2  =  Ä.^u  +  jBgi-  +  C  IC, 

wenn  Ä^,  i»\  . . .  C.  die  Unterdeterminanten  der  Determinante  aJ).T,c.^  j  sind. 
Andererseits  verhalten  sich  für  einen  durch  den  Koordinaten- 
anfang 0  gehenden  Strahl  die  gemeinen  Koordinaten  x,  7j,  z  des 
Strahles  im  Bündel  (vgl.  §  49,  6)  wie  die  Koordinaten  x,  y,  z  irgend 
eines  Punktes  des  Strahles.  Daher  geben  die  Gleichungen  (11'),  in 
der  Form: 

I  6x^  =  a^x  +  \il  +  c\z, 
(14')  I  6x.^  =  a.^x  +  \y  +  c^z, 

\  öx^  =.  a.^x  -^  h.^y  +  c^z 

geschrieben,  direkt  die  Dreiflachskoordinaten  durch  die  gemeinen 
Koordinaten  des  Strahles  dargestellt.  Umgekehrt  folgt  durch  Auf- 
lösung: 

f  QX  =  A^ x^  -\-  A^ Xo  -\-  Ag x^ , 

(130  \Qy  =  B,x,^B,x,  +  B,x,, 

\  QZ  =  C\Xi    +    C^X.,  +    Cgi^s- 

Die  Verhältnisse  m^  :  u^  :  u._^  stellen  daher  zu  den  VerhäUnissen 
u  :  V  :  w  und  damit  zu  der  Ebene  des  Bändels  in  umhehrhar  eindeutiyer 
Beziehimg-,  ebenso  x^  :  x^  :  x.^  zu  x  :  y  :  z  und  dem  Strahle  des  Bändels. 

6.  Bedingung  der  vereinigten  Lage  von  Ebene  und  Strahl. 
Der  Strahl  (11')  liegt  in  der  Ebene  (11),  wenn  die  Koordinaten  x,  y, 
z,  t  aller  seiner  Punkte  der  Gleichung  (11)  genügen,  also: 

oder  in  der  Bezeichnung  (12)  und  (12'): 

Die  Bedingung  der  vereinigten  Lage  von  Ebene  n^,  u.2,  n.^  und 
Strahl  x^,  Xo,  x^  lautet: 

(15)  u^x.^  -f  u^x.2  +  u^x.^  =  0. 

Es  ist  bei  festen  u^,  u^,  u^  die  Gleichung  der  Ebene  in  laufenden 


296 


§  56,  7. 


StrahleBkoordiuateu  und  bei  festen  x^^x^^x^  die  Gleichung  des  Strahles 
in  laufenden  Ebeuenkoordinaten  (vgl.  §  29,  2). 

Wie  in  §  49,  8;  §  29,  7  folgt  daher  auch  hier: 

Die  Gleichung  des  Schnittstrahles         Die  Gleichimg  der  Verhindungs- 

der   beiden    Ebenen   u^^^\  U2'^\  u^'-^^  ^  ebene  der  beiden  Strahlen  a'/^\  a^g^^^ 

und  'i</^),  «2^^^,  »3^^^  ist  in  laufenden  x^^^^  und  rr/^\  a^g^"-,  Xg^^^  ist  in  laufen- 

Ebenenkoordinaten  u^,  u.2,  Uo^:  den  Strahlenloordinaten  x^,  x.2,  x^: 

tln  tla  tlo  tA/-\  dja  tVo 


(16) 


0- 


(16') 


x.p 
x^^ 


(2) 


0. 


Die  Koeffizienten  der  Gleichung  Die  Koeffizienten  der  Gleichung 
sind  die  Koordinaten  des  Scltnitt-  sind  die  Koordinaten  der  Verbin- 
straldes.  dungsebene. 

7.   Die    Dreifiachskoordinaten    als    multiplizierte    Teilungsver- 
hältnisse.   Die  durch  die  Gleichung  (11)  dargestellte  Ebene  TT  schneidet 


Fig.  -297  a. 


Fig.  297  b. 


die  Seitenebene  E^  des  Koordinatendreillachs  (in  Fig.  297  a  im  Durch- 
schnitt dargestellt)  in  einer  Geraden  t^,  deren  Gleichungen  (vgl.  48,  (1)) 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  stellt  aber  eine  durch  die  Kante  e^ 
gehende  Ebene  T^  dar,  die,  wenn  wir  mit   den  Konstanten  von  (10) 
für  i  =  1,  2,  3: 
(17)  x,  =  f,ya,2+6,2+'c,2,     £.  =  _sign.(/, 

setzen,  nach   §  42,  (16)   den  Winkel   der  Ebenen  E,  und  E3   in  dem 
multiplizierten  Sinusverhältnis : 

^      '  fta  Xj   smhjT, 

teilt. 


§  56,  8. 


297 


Der  durch  die  Gleichvmgen  (11')  dargestellte  Strahl  p  wird  mit 
der  Kante  f^  des  Koordinatendreiflachs  (in  Fig.  297  b  im  Durchschnitt 
dargestellt^   durch   eine  Ebene  T^   verbunden,   deren  Gleichung  lautet: 


1/3  X2  —  ^2  -^3 


0. 


Diese  Ebene  teilt   nach  §  42,  (16)    den  Winkel   der  Ebenen  E^ 
und  E3  in  dem  multiplizierten  Sinusverhältnis: 
,19)  ^^^.,  ^inE^.. 

Die   Resultate  (18)    und    (19)  geben    aber    mit   der   Bezeichnung 
(12),  (12')  die  Sätze  (Fig.  297a;  297b): 

Die  Verhältnisse  der  Drei  flachs-         Die  Verhältnisse  der  Drcilaints- 

Jioordinaten  u^,  u^,  iio  einer  Ebene  koordinaten  x^,X2,x^  eines  Strahles 

im  Bändel  sind  die   midtiplizierten  im  Bündel  sind  die  multiplizierten 

Teilungsverhältnisse,  nach  denen  die  Teüungsverhältnisse,  nach  denen  die 

von  den  Kanten  «i,  £9,  £3  des  Drei-  Verhindiingscbenen    T^,   T^,,   T3    des 

flachs  nach  den  Schnittlinien  t^,  t2,t^  Strahles  mit   dm  Kanten  f^,  a.^,  £3 

der  Eliene  TT  mit  den  Seitenflächen  die  FläcltenivinJcel  des  Koardinaten- 

E^.    Eo.    E3   gezogenen    Ebenen   1^,  dreiflachs  teilen: 


T2,T3 

die 

FläcJienninJiel  teilen  : 

u^ 

y.j    sin  EjT^ 

ajj 

"ä 

sin  E.Ti 

«3 

y.j    sin  E,tj    ' 

^s 

~     --«3 

;iD  E3T,  ' 

(20)     . 

Mg 

Xj    sin  EjT, 
■/j    sinEgT,   ' 

(20)       . 

=     '''3 

sm  EgTg 

'''■1 

sin  E^T,  ' 

U^ 

y-ä    sin  E2T3 

x\ 

=   ^ 

sinEiT„ 

u. 

y,    siuE.T., 

CL\ 

y-c 

sin  E,T.. 

Hiernach    sind    bei    gegebenen  Hiernach    sind    bei    gegebenen 

Verhältnissen  von  n^,  u.^,  »3  die  Verhältnissen  von  a7j,  x.2,  0:^  die 
Ebenen  T^,  T.,,  To  und  damit  die  Ebenen  T^,  T.2,  T3  bestimmt.  Schon 
Strahlen  t^,  t^,  t.,  bestimmt.  Schon  zwei  von  diesen  bestimmen  im 
zwei  von  diesen  bestimmen  im  all-  allgemeinen  den  Strahl  p,  durch 
gemeinen  die  Ebene  TT,  die  dann  den  nach  §  ;")4,  (16)  auch  die  dritte 
nach  §  54,  (22')  auch  durch  den  geht, 
dritten  geht. 

8.  Einführung  von  Einheitsstrahl  und  Einheitsebene  im  Bündel. 
Ist  Xq,  i/q,  Zq,  tff  ein  gegebener  fester  Punkt,  so  ist  die  Gleichung  des 
durch  ihn  gehenden  Strahles  ^q  nach  (H'): 


(2i; 


Y   .  Y   .  Y   =  Y  "^  •  Y  0  •  Y  0 


Der  Strahl  e^  wird  daher  durch  die  Ebenen 


Äs 


x^ 


^1 

x/ 


^1 

x/ 


X  ^  =  ^^ 
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mit  den  Kanten  Eo  X  Eg,  E3  X  E^,  E^  X  E^  verbunden.  Die  vierten 
harmonischen  Ebenen  in  jeder  Kante  sind  dann  nach  §  42,  11  be- 
züglich : 

und  schneiden  die  Gegenebenen  X^  =  0,  Xg  =  0,  X3  =  0  in  drei 
Strahlen,  die  alle  der  Grleichung: 


(22) 


X  " 


0 


genügen.     Dies   ist   also    in    laufenden  Punktkoordinaten  x,  y,  z,  t  die 
Gleichung  der  in  §  54,  9  definierten  Hannonikalehene  Eq  des  Strahles  f„. 
Indem  wir  nun  die  Parameter  a^  und  v^  in  TU)  und  (11')  durch 
neue  Parameter  fi/  und  v-'  ersetzen,  derart  daß: 


(23) 


X, 


=  X.. 


bleibt  die  Bedingung  (15)  der  vereinigten  Lage  ihrer  Form  nach  er- 
halten : 

(24)  1*^1 ''^1'  +  ."i'^'i'  +  i^-a'^a'  =  ^7 

während  die  Gleichungen  (11)  und  (11')  des  Ehmenhündels  und  Stmhl- 

hündels  werden : 

'  Xj  ,  Xj  ,  X.j   ^, 

X^  .   X.   ,   X3    _ 

X/  '  X,"'  X/  ~  '^1 


(25) 
(25') 


r,   :  Vo 


(vgl.  die  Darstellung  des  Ebenenbilscbels  in  §  47,  ^23)). 


Fig.  298  a. 


Fig.  29.S1). 


Dir  „Einheitsehene'^  E^  in  c2'2)  und  dir  ..Einhcifsstndd"  f^  in  (21) 
erhalten  daher  (§  28,  (22))  die  Parameter  u,'.  //»,',  «.,'  =  1,1,1  und  v^,  r,', 


1,1,1. 
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(26) 
(26') 


Xach  (1>^')  uud  (19)  wird  mm: 

u/  _  X«    u.    _  _  A'ä«    X.3    sin  EjT^ 
~  A'3"    Xj    siuETlV' 
A3»   y^  sinE,Ti 
X«   x7  smEjTi  ' 


Y  0  ' 

."3 

r/         A3« 

t'< 

r..'         A.» 

i"« 

Wendet  man  diese  Formeln  auf  E^  und  (^  an,  indem  man  mit 
T^''  die  Ebene  bezeichnet,  die  die  Schnittlinie  f^^  der  Ebene  Eq  mit 
E^  aus  f^  projiziert  ivgi.  die  Durchnittstigur  298  a  1,  bezüglich  die  Ver- 
bindungsebene des  Strahles  f^  mit  der  Kaute  f^  (vgl.  die  Durchsehnitts- 
figur  298b),  so  folgt,  weil  daun  /</ =  1,   ?'/ =  1   ist: 


(27)     1  = 


A,"   X3    sinE3T/ 


(27')      1  = 


A3«    y-,    sinEjT/ 


A3«   y.,    sinE.T/  ^"  ^       "        A,«    y,    siuEgT/ 

und  durch   Division  der  Formeln  i^26)  und  (27),  (26')  und  (27'): 

(28 ,       ^  =  ( E3  E  J  J,«)  (28')  %  =  {E,  EJJ^) 

N 

(vgl.  §  47,    24}).     Für   (28)   kann   man    nach    §   52,  9    auch    setzen 
(Fig.  298  a): 

(29)  ^  =  (^.^At^. 

9.    Die    Dreiflachskoordinaten    als    Doppelverhältnisse.      Führt 
man  jetzt  an  Stelle  von  (12)  und  (12'): 

(30)  Hj^  :  t(.2  :  H3  =  u/ :  Uo' :  u.^'  (ß^')   ^1  •  ^'-2  '•  ^h  =  ^1'  •  ''2'  •  '^z 

als  Dreiflachskoordinaten  der  Ebene  und  des  Strahles  im  Bündel  ein, 
so  folgt  (Vgl.  die  Durchschnittsfiguren  299a  und  299b): 


Fig.  299  a. 


Fig.  299b. 


Dir  Verhältnisse  der  BreiflacJis-         Die  Verhältnisse  der  Dreikanfs- 
hjordinaten  ?<i,  «o,  1(3  einer  Ebene  TT  Koordinaten  i\,x.2,X3  eines  Strahles p 
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im  Bändel  sind  die  Doppelverhält-  i)n  Bündel  sind  die  Boppelverhält- 
nisse,  nach  denen  die  Schnittlinien  '■  nisse,  nach  denen  die  Verhindungs- 
hj  ^27  ^3  der  Ebene  T\  und  die  Schnitt-  ebenen  J^,  J^,  Tg  des  Strahles  und 
linien  t^^,  tj^,  t^°  der  Einheiisebene  die  Verbind  iingsehenenl^^^J.^,!^  des 
Eq  mit  den  Seitenflächen  des  Ko-  EinJieitsstrahlcs  f^  mit  den  Kanten 
ordinutendreiflachs  die  bezüglichen  ■  des  Koordinatcndreilcants  die  bezüg- 
lichen Flächcnicinlel  teilen: 


Kantentcinlel  teilen : 

(31)  .^  =  (^3^1^.^.*^), 


(31') 


=  (E,E3TJ,% 
=  (E3EJJo«), 
=  (E,EJ3T30). 


10.  Perspektive  Lage  von  Bündel  und  Ebene.  Wir  schneiden 
das  Bündel  mit  einer  nicht  duroh  seinen  Scheitel  S  gehenden  Ebene  E 

und  führen  in  dieser  ein  Koordinatendrei- 
eck ein,  dessen  Ecken  E^,  E.,,  E.^  und  Ein- 
.f,  heitspunkt  E^  (Fig-  300)  von  den  Kanten 

£^,  E.2,  ^3  und  dem  Einheitsstrahl  e^, 
^^'-f^j  dessen  Seiten  e^,  Cj,  e^  und  Einheitslinie 
^Q  folglich  von  den  Seitenflächen  E^,  E^, 
E3  und  der  Einheitsebene  E^  ausgeschnit- 
ten werden.  Aus  der  Konstruktion  der 
Harmouikalebene  Eq  des  Strahles  6q  in 
Fig  300.  §  56,  8  folgt  nämlich  mit  Rücksicht  auf 

§  52,  (23),  daß  auch  r^  die  Harmonikale 
(vgl.  §  26,  1)  von  Eq  wird. 

Der  Ebene  TT  und  dem  Strahl  j)  des  Bündels  entspricht  als  Spur 
in  der  Ebene  E  bezüglich  eine  Gerade  g  und  ein  Punkt  P. 

Sind  nun  T^,  T^^  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  t„  t,°  (Fig. 299a) 
mit  der  Seite  q  (Fig.  300)  und  t^,  fj"  die  Schnittlinien  der  Ebenen 
T,,  Tj«  (Fig.  299b)  mit  der  Ebene  E  (Fig.  300),  so  folgt  nach  §  5,  (3) 
und  §  52,  (23)  aus  (31)  und  (31'): 

(32)        ^^=(E,E,T,T,o)  (32')        ^  =  {e,c,tA') 

und  daraus  mit  Rücksicht  auf  §  28,  (35');  (35)  (Fig.  300): 

Liegen  eine  Ebene  und  ein  Bündel  perspeldiv  und  führt  man  in 
beiden  entsprechende  Elemente  E^,  E^,  £"3;  Eq  und  fj,  ^2»  ^ä'i  ^0?  ^^'" 
zu  glich  Ci,  Co,  e^;  Cq  und  Ej,  E,,  E3;  Eq  als  Koordinatensysteme  ein,  so 
haben  entsprechende  PunMe  der  Ebene  und  Strahlrn  des  Bündels,  sowie 


§  57,  1. 


301 


entsprechende  Strahlen   der  Ebene  und  Ebenen  de^  Bündels  gleiche   und 
gleich   bezeichnete  Breiecls-   und  Breiflachsküordinaten   x^,  x.^,  j'^,  soivie 

Wie  in  §  28,  11  für  die  Ebene  gilt  dalier  auch  für  das  Bündel 
der  Satz: 

Zivischen  den  DreifJacJtsloordinaten  eines  Strahles  nnd  seiner  Har- 
moniJiolebene  in  bezug  auf  das  KoordinatendreiflacJi.  bestehen  stets  die 
Gleichungen: 

(33)  ^'-«^^  =  ^'3  =  ^:-^:^- 


^A 


.^{o^ijC^ 


^Tl(afi^c^} 


(a^\c^ 


'0- 


■50    lo  So  ■ 


y 


§  57.    Die  Tetraederkoordinaten  des  Punktes  und  der  Ebene. 

1.     Analytische     Definition     der     Tetraederkoordinaten    eines 

Punktes.  Beim  Übergang  von  einem  rechtwinkligen  Koordinaten- 
system Oxyz  zu  einem  beliebigen  schiefwinkligen  ^^^t,  (Fig.  301), 
dem  allgemeinsten  bisher  betrachteten  System,  werden  bei  homogener 
Schreibweise  (§  47, 1)  der  Formeln  §  37, 
(16^  die  neuen  Koordinaten  |,  r,.  ^,  r 
bis  auf  einen  Proportionalitätsfaktor  q 
homogene  lineare  Funktionen  der  alten: 

Q^i  =  A,x  +  B,y  +  C\z  +  D^,t, 

Q),  =  A^x  +  Boij  +  C\z  +  Bijf^t, 

Qt  =  A,x  ^  B,ij  +  c,z  +  ny, 

Qt  =  Dt. 

Die    drei    ersten    Ebenen,    die   rit,-,  ^-^ 
^|-   und   !>;- Ebene    des    neuen   Koordinatentetraeders    (ygl.  §  47,  10) 
sind  beliebige  Ebenen,  die  vierte  aber  ist  die  unendlich  ferne  Ebene. 

Wir  definieren  nun  allg-emeinere  homogene  Koordinaten,  die  wir 
schlechthin  Tetraederkoordinaten^^)  nennen,  in  entsprechender  W^eise: 

Unter  Tetraederlioorditiaten  x^,  x^,  x.^,  x^  eines  PunJctes  verstehen 
wir  vier  Größoi,  die  p-oportional  sind  vier  beliebig  gegebenen  homogenen 
linearen  Funktionen  X^,  X^,  X^,  X^  der  homogenen  gemeinen  Koordi- 
naten X,  y,  z,  t,  also: 

(QX\  =  X^  =  a^x  -  b^y  +  c^z  ^  d^t, 
QX^  =  X.^  =  <i.,x  4-  li.^y  -r  C.2Z  -\-  d^t, 

9^3  =  ^'3  =  «3^"  +  h!/  +  ^3^  +  (y> 

QX^  =  X^  =  a^X  +  b^y  +  c^Z  +  dj. 


Fig.  301. 


(1) 
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^ 

^,o\ 

\ 

.K^'^i 

^. 

\) 

Fig.  302 


Hier  sind   X^,   Xg,   X^,  X^  wie  in  §51,(12)   als   Abkürzungen 
für  die  linearen  Funktionen  gebraucht. 
Das  durch  die  vier  Ebenen: 

(2)  X,  =  0,    X,  =  0,    ^3  =  0,    X,  =  0 

bestimmte   Tetraeder   (Fig.  302)    nennen 
wir   das   Koordinatentetraeder  des  neuen 
X.  o  Koordinatensystems. 

Die  Determinante: 

(3)  D  =    a^     ho     Cg     d^ 
(vgl.  §51,(13)   und  §51,7)   setzen  wir 
von  Null  verschieden  voraus,   damit  die 
vier  Ebenen  wirklich  ein  Tetraeder  bil- 
den (vgl.  §  2S,  1 ). 

2.  Analytische  Berechtigung  der  Tetraederkoordinaten  des 
Punktes.  Bezeichnen  wir  die  Ünterdeterminanten  dritten  Grades  der 
Determinante  T)  wie  in  §  51,  5  mit  Ä^,  J>\,  .  .  .,  D^,  so  folgt  durch 
Auflösung  der  vier  Gleichungen  (1)  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  6 
(Anm.  2,  III,  2): 

6tj  ==  B^x^  -\-  B^x.,  +  B^x.^  +  B^x^, 

yat  =  D^x^  +  I)^i\  +  B.^x.^  +  B^x^. 

Die  Verhältnisse  x  :  y  :  z  :  t  und  die  Verhältnisse  x^:  x^:  x^  :  x^  be- 
stimmen sich  nach  (1)  und  (4)  wechselseitig  eindeutig.  Wie  jene 
(vgl.  §  31,  3)  stehen  also  auch  diese  in  wechselseitig  eindeutiger  Be- 
ziehung zu  dem  Punkte  P. 

Zu  jedem  <ie<jehcnen  Funlie  P  geJtören  vier  iliren  Verhältnissen 
nach  hestimmte  Tetraederhoordinaten  Xi,  a-,,  .^3,  x^,  und  zu  vier  ihren 
Verliültnissen  nach  gegebenen  Tetraederkoordinaten  x^,  x.^,  x^,  x^^  gehört 
ein  bestimmter  PunM  P. 

3.  Abhängigkeit  der  Tetraederkoordinaten  der  Ebene  von 
denen  des  Punktes.  Durch  Multiplikation  der  Gleichungen  (4)  mit 
den  auf  das  rechtwinklige  System  (J.igz  bezüglichen  homogenen  Ko- 
ordinaten II,  V,  iv,  s  einer  Ebene  und  nachfolgender  Addition  ergibt  sich: 

öinx  +  vy  -f  u-z  -\-  st)  =  (A^u  -\-  B^v  -{-  C\ic  -f  D^s)xy  -f 

(Awf -f  B.,r  +  ■  ••)a-o  +  ••  • 


(4) 


oder: 

(5) 


//,(■  +  cy  +  n-z  +  st  =  u^x^  +  Uc,x^  -f  ti^x.^  -f  n^x^, 


(6) 
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WO  wir  die  Koeffizienten  n^,  u.,,  u^,  n^  definieren  durch: 
(??/j  =  l\  =  Ä^n  -\-  B^v  -^  C^-w  +  B^s, 

6 1(2  =    1-2   =  -^2^'   4-   -^2^  +    ^2^^  -\-  D^S, 

611.^  =  l\  =  .43;^  +  -BgV  +  C^iv  -\-  B^s, 

Infolge  von  (5)  erhält  nun  die  Gleichung  der  Ebene  u,  v,  iv,  s,  die 
nach  §47,(4)  in  laufenden  Pnnktkoordinaten  r,  y.  z,  t  lautet: 

(7)  nx  +  rij  +  n-z  +  s/  =  0, 

in  laufenden  TetraederJcoordinafen  i\.  Xo,  x^,  x^  des  Pnnltes  die  Form: 

(8)  ii^x.^^  -f  a^x^  +  u^x^  +  ti^x^  =  0. 

Bie  Koeffizienten  n^,  u^,  Hg.  ^^^  dieser  Gleichung  nehmen  icir  eds  Te- 
traederlxoordinaten  der  Ebene  (vgl.  §  47,  (3)). 

Sie  sind  nach  (6)  proportional  vier  homogenen  linearen  Funktionen 
U^,   C/g,   Uq,   U^  der  homogenen  gemeinen  Koordinaten  u,  v,  iv,  s. 

Diese  vier  Funktionen  sind,  da  ihre  Koeffizienten  die  Unterdeter- 
minanten  der  Determinante  (3)  sind,  durch  die  gegebenen  Formeln  (1) 
schon  mitbestimmt.     Gleich  Xull   gesetzt,   geben  sie  nach  §  51,  7  in: 

(9)  ^1  =  0,      ?72  =  0,     Us  =  0,     L\  =  (i 

die  Gleichungen  der  Ecken  des  Koordinatentetraeders  (Fig.  302). 

4.  Analytische  Berechtigung  der  Tetraederkoordinaten  der 
Ebene.  Durch  Auflösen  der  vier  Gleichungen  (6)  folgt  mit  einem 
Proportioualitätsfaktor  q  (Anm.  2,  III,  2:   1,111,(8)): 

QU  =  a^U^   +   02^2   +   «3^3   +  "i^h, 

QV  =  b^u^  +  &2H2  +  t»3»3  +  b^u^, 

Ip.s  =  d^u^  -f-  d^Uo  +  rfg^fg  +  d^u^. 

Daher  gilt,  wie  in  §  57,  2: 

Zu  jeder  gegebenen  Ebene  11  gehören  vier  ihren  Verhältnissen  nach 
bestimmte  Tetraederkoordinaten  u^,  u^,  u^,  11^,  und  zu  vier  ihren  Ver- 
hältnissen nach  gegebenen  Tetraederkoordinaten  u^,  u^,  Hg,  u^  gehört 
eine  bestimmte  Ebene  TL 

5.  Gegenseitige  Abhängigkeit  der  Tetraederkoordinaten  des 
Punktes  und  der  Ebene.  Die  Definition  [i)  enthält,  da  sie  wegen 
des  unbestimmten  q  nur  von  den  Verhältnissen  der  sechszehn  Koeffi- 
zienten rtj ,  b^,  .  .  . ,  d^  abhängt,  fünfzehn  Konstanten. 

Die  sechszehn  Koeffizienten  A^,  B^,  .  .  . ,  B^  in  Co)  sind  als  Unter- 
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determinanteu  von  D  durch  die  Koeffizienten  ß^,  b^,  ...,  d^  mitbe- 
stimmt. Umgekehrt  sind  aber  auch  diese  ihren  Verhältnissen  nach 
durch  jene  bestimmt  als  Unterdeterminanten  der  Determinante  der 
A...D,{^  51,  (18')). 

Man  kann  daher  ebensogut  die  sechssehn  Koeffizienten  von  (6),  tvie 
die  secliszchn  Koeffizienten  von  (1)  als  die  ursprünglich  gegebenen  be- 
trachten. 

In  dieser  Auffassung  folgt  durch  Multiplikation  der  Gleichungen  (10) 
mit  x,  y,  z^  t  und  Addition  mit  Hinblick  auf  (1)  wiederum  die  Glei- 
chung (5),  und  damit  dual  entsprechend  wie  in  §57,3,  daß  die  Te- 
traederhoordinaten  x^,  x^,  x^,  x^  des  PunJdes  zugleich  die  Koeffizienten 
seiner  Gleichung: 

(11)  x^u^  +  X.2U.2  -\-  x^u.^  +  x^u^  =  0 

in  laufenden  LinienJiOordinaten  sind. 

Die  Tetraederhoordinafen  des  Punlies  und  der  Ebene  sind  also 
ivechselseitig  derart  voneinander  abhängig,  daß  die  Bedingung  der  ver- 
einigten Lage  von  Punkt  und  Ebene  in  ihnen  dieselbe  bilineare  Form 
(8)  oder  (11)  behält,  wie  in  liomogenen  gemeinen  Koordinaten  (vgl. 
^  47,  (5)). 

6.  Das  Koordinatentetraeder  und  die  Multiplikatoren  des 
neuen  Koordinatensystems.  Ist  das  neue  Koordinatensystem  der  x^, 
x^,  x^,  x^  und  u^,  U2,  u^,  u^  durch  die  vier  Funktionen  X^,  X,,  Xg, 
X^  in  (1)  mit  ihren  fünfzehn  Konstantenverhältnissen  gegeben,  so  ist 
das  Koordinatentetraeder  mit  seinen  Seitenflächen  (2)  und  seinen 
.Ecken  (0)  vollkommen  bestimmt. 

Ist  dagegen  das  Koordinatentetraeder  gegeben,  so  bestimmt  es  nur 
die  vier  Gleichungen  (2)  und  damit  zwölf  Konstanten,  die  Verhältnisse 
■a^ :  b- :  c^:  d-  (i  =  1,  2,  3,  4),  läßt  aber  jede  der  vier  Funktionen  X^, 
X,,  Xg,   X4  noch  um  einen  Faktor  unbestimmt. 

Will  man  bei  fest  angenommenen  Koeffizienten  «j,  b^,  ...,  d^ 
alle  zu  demselben  Koordinatentetraeder  (2)  gehörigen  Systeme  von 
Tetraederkoordinaten  umfassen,  kann  man  die  Definition  (1)  ersetzen 
durch: 

(12)  QX^=ni^Xi,     Qx.2  =  m2X.,,     QX^^m^X.^,     QX^  =  m^X^, 

wo  w/j,  )n^,  m.^,  m^  vier  „Midtipliliatoren"  sind,  die  ihren  Verhält- 
nissen nach  drei  völlig  verfügbare  Konstanten  darstellen.  Die  Defi- 
nition (12)  ist  nicht  allgemeiner  als  (1);  enthält  sie  doch,  wie  diese, 
die  Verhältnisse  von  sechszehn  Konstanten,  nämlich  m^a-,  tn^b-,  nifC^, 
m-d.    (i' =  1,  2,  3. 4i:   aber    es    ist    in    der    Form  (12)    der    bei   fesfge- 
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haltenem  Koordinatentetraeder  noch  veränderliche  Bestandteil  des  Koordi- 
natensystems in  Gestalt  der  Midtiplikatoren  ni-  ausdrücklich  kenntlich 
gemacht. 

Neben  (12)  hat  man  alsdann  an  Stelle  von  (6): 

(13)       611^  =  M^U^,      6U,  =  Jig  U^,      (?»3  =  Ifg  U.^,      6n^  =  31^  l\, 

wo  die  Multiplikatoren  M.  von  den  Multiplikatoren  m-  in  (12)  ab- 
hängig sind.  Da  nämlich  die  früheren,  in  (1)  und  (6)  definierten 
Koordinaten  x^  und  u^  durch  die  jetzigen,  in  (12)  und  (13)  definierten 
ausgedrückt,  gleich  x^ :  m-  und  u^  :  31.  werden,  so  würde  die  Be- 
dingung (11)  der  vereinigten  Lage  jetzt  lauten: 


Mj         ^1    _i_     ■*'. 


=  0. 


Soll  diese  also   auch  in   den  neuen  Koordinaten  x-,  u.  die  Form  (11) 
behalten,  so  muß  sein: 

J/^w?!  =  3I^m^  =  71/3^3  =  M^ni^. 

Ersetzt  man  die  Definitionen  (1)  und  (6)  durch  (12)  und  (13), 
indem  man  hei  gleichhleihendem  Koordinatentetraeder  die  Multiplilxatoren 
des  Koordinatensystems  ändert,  so  muß  zwischen  den  Multiplilxatoren  M 
in  (13)  und  m.  in  (12)  die  Besiehung  hestehen: 

(14)  ilf,  :  J/o  :  Jf, :  J£  =  —  :  —  :  —  :  ~  . 

^        '  I  J  d  4  .,jj^        y^^        ^^        j„^ 

Dies  erkennt  man  auch  daraus,  daß,  wenn  die  Elemente  «.,  h.,  c-,  d- 
der  Determinante  (3)  mit  m.  multipliziert  werden,  die  Unterdetermi- 
nannten  A^,  B^,  C^,  D.  den  Faktor 
m^m^m^in,^:  m.  erhalten  (Anm.  1,  III,  2): 
IV,  5). 

7.    Die    Bestandteile    des    Koordi- 
natentetraeders,     Wir    bezeichnen    die 
Ecken    (9)     des     Koordinatentetraeders   ^-, 
(Fig.  303)  mit  E,  und  die  Seitenflächen 
(2)  mit  E,  {i  =  1,  2,  3,  4). 

Der  Ecke  E.  liegt  die  Seitenfläche  E- 
gegenüber  (Fig.  303).  Wir  bezeichnen 
ferner  die  sechs  Kajiteu  als  Schnittlinien 
zweier  Seitenflächen  mit: 

hl  =  E/.  X  Ej 
und  als  Verbindungslinien  zweier  Eckpunkte  mit: 


Fig.  303. 


^kl  =  E,E^ 


Staude,  analyt.  Geometrie. 
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WO  Jd  die  Kombinationen  durchläuft: 


(15)  _  _ 
Dabei  ist: 


kl  =  23,  31,  12,  14,  24,  34. 


^ki' 


wenn  Jd  die  zu  kl  „komplementäre"  Kombination  der  Reibe  (15)  ist, 
so  daß  kl  und  kl  zusammen  alle  vier  Zahlen  1,  2,  3,  4  umfassen 
(Fig.  303). 

Je  zwei  Kanten  e^.j  und  Ej.^  sind  Gegenkanten. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2)  und  (9)  der  Seitenebenen 
und  Eckpunkte  in  gemeinen  Koordinaten  folgt  aus  (1)  und  (6): 

Für  alle  Punkte  der  Ebene  E^  Für  alle  Ebenen  durch  die 
verschwindet  die  Tetraederkoordi-  Ecke  E.  verschivindet  die  Tetraeder- 
nate  x.. 

t 

Für  alle  Funkte  der  Kante  e,. 
verschwinden  x,^  und  Xj. 

Für  die  Ecke  E^   ist  nur  x^  +  0  und  kann   wegen  der  Willkür 
des  Faktors  q  in  (1)  kurz  Xi  =  l  gesetzt  werden.    So  folgt  allgemein: 

Die  Tetraederhoordinaten  der  \  Die  Tetraederkoordinaten  der 
vier  Ecken  des  Koordinatentetra- 1  vier  Seitenflächen  des  Koordiimten- 
eders  sind:  tetraeders  sind: 


koordinate  u^. 

Für  alle  Ebenen  durch  die  Kante 
e^j^  verschivinden  ^(^  und  u^. 


tA/n  \A/  f 


Cvo  tvq 


EA  1 
(16)     E.  I  0 


^3 

E, 


16') 


El 

1 

0 

0 

0 

^2 

() 

1 

0 

0 

Es 

0 

n 

1 

0 

E, 

0 

0 

0 

1 

(vgl.  §  47,  (19)  und  ^20)). 

8.  Die  Tetraederkoordinaten  als  multiplizierte  Abstände.    Um 

die  analytisch   in  (1)  und  (6)    eingeführten  Tetraederkoordinuten  geo- 
metrisch  zu  deuten,  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

(17)      x,  =  £,/ä7T&7T?,     ^•=-sign.r/,,     /=1,2,2,4. 


Der  senkrechte  Abstand  ^;.  des 
Punktes  F  =^  x,y,  z,  t,  für  den  wir 
hierbei  ^  =  1  nehmen,  von  der 
Ebene  X.=0  ist  dann  nach  §  41,(6): !  nach  §  45,  (15): 


Der  senkrechte  Abstand  q^  der 
Ebene  11  =  u,  v,  tv,  s,  für  die  wir 
hierbei    .9=1    nehmen,    ist    dann 


(18) 


Pi- 


X: 


(18')     <li   = 


V; 


D,ytt-  +  t?«  +  MJ*' 
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wobei  zur  Bestimmung  der  Vorzeichen  von  jj.  und  q^  die  Ebenen  E- 
nach   0  gerichtet  werden  (vgl.  §  41,  1). 

Die  Definitionen  (1)  und  (6)  können  daher  folgendermaßen  ge- 
deutet werden  (vgl.  §  '2^,  8;  §  7,  6): 

Die  Tetraederlcoordinaten  x^  eines  Die  Teiraederhoordinaten  «,.  eimr 
Piinltes  P  verhalten  sich  wie  die  mit  Ebern  11  verhalten  sich  icie  die  mit 
den  Konstanten  z^  midtiplisierten  den  Konstanten  D^  midtipli zierten 
Abstände  p-  des  Piinltes  von  den  Abstände  q^  der  Eljene  von  den  Ecken 
Seitenflächen  des  Koordinatentetra-  des  Koordinatentetraeders:  , 

eders:  (19')     u^  ;  ««^  ;  u_^  ;  u^  = 

(19)  x^:x^:x^'.x^=  \  Aö'i  ^  A^2  :  A^a  ^  ^454- 

Die  Verhältnisse  der  vier  Größen  y..,  welche  die  Stelle  der  in 
§  57,  6  betrachteten  ,,3Iidtiplilatorcn"  vertreten,  können  bei  gegebenem 
Koordinatentetraeder  mit  Rücksicht  auf  §  57,  6  noch  beliebig  ange- 
nommen  werden. 

9.  Einführung  von  Einheitspunkt  und  Einheitsebene.  Eine 
geometrische  Deutung  der  Multiplikatoren  des  Koordinatensystems 
gewinnt  mau,  indem  man  neben  dem  Koordinatentetraeder  einen  „Ein- 
heitspunlf  E^  =  Xq,  y^,  Zq,  t^,  bezüglich  eine  „Einheitsebene"  E^  =  iIq, 
Vq,  iCq,  Sq  als  gegeben  annimmt. 

Legt  man  hierbei  die  zweite  Definition  (12)  und  (13)  der  Te- 
traederkoordinaten zugrunde  und  nimmt  dabei: 

(20)  >»,•==  4"«'  '^i  =  W^' 

wo  XP  und  U^^  durch  Substitution  der  Koordinaten  von  Eq  und  Eq 
aus  Xj.  und  ü^  entstehen,  so  stellen  sich  die  Tetraederkoordinaten  durch 
die  rechtivinkligen  in  der  Form  dar  (vgl.  §  28,  (21);  §  7,  (17)): 

(21)  ()r^,=  |'o-  |(21')       6u,=  ^,    i=l,2,3,4. 

Der  Punkt  Eq  =  x^,  y^,  z^,  f^,  und  die  Ebene  Eq  =  Uq,  v^,  iCq,  Sq  selbst 
erhalten  hiernach  die  Tetraederkoordinaten  (vgl.  §  57,  (16);  (16')j: 

ItA/-t            Ji/a           30o           JO  \                                                                                        (A/-\            Ha           tio           tVt 
.^^.      — ,_i ? 3 ^  ,(22') ~ 

Eo '  1       1       1       1  P      ^      Eo     1       1       1       1 

worin  auch  die  Erklärung  der  Namen  Einheitspunkt  und  Einheits- 
ebene  liegt. 

Da  aber  nach  §  57,  6  die  Multiplikatoren  w«.  und  il/.  der  Be- 
ziehung (14)  genügen  müssen,  so  wird  nach  (20): 

20* 
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U,':  11^'.  U,':  U^'=~ 


1         1         1 

und  folgt  mit  Hinblick  auf  §  55,  (27): 

Einlteitspunlit  und  JEinJicitscbene  müssen  als  Harmonikalpwikt  und 
.  Harmonikaiebene  zusammengehören. 

Im  Gegensatz  zu  den  Gleichungen  (1),  die  von  den  fünfzehn 
Verhältnissen   der  sechszehn  Konstanten  a.,  &.,  c-,  d^  (i  =  1,  2,  3,  4) 


^'^A'-y^^s 


Fig.  304. 


abhängen,    enthalten    die    Gleichungen 

^ju-^öjC^dj      (21)  nur  die  zwölf  Verhältnisse  a^ :  h- : 

e- :  d-  (die  Koordinaten  der  vier  Ebenen 

Aj    (2)),  daneben  aber  die  drei  Verhältnisse 

^0  •  2/o  •  ^0  •  ^0     (^i^     Koordinaten     des 

Punktes  E^),   zusammen    wieder    fünf- 

'J^o'To'^o'^o^o  zehn  Konstanten. 

^y  Das    Koordinatensystem     der    Te- 

traederJioordinaten  ist  daher  vollhommen 
bestimmt,  wenn  das  Koordinatentetraeder 
und  der  EinheitspunJä  gegeben  ist  (Fig.  304) 

Die  Beziehung  zwischen  Harmonikalebene  u,  v,  tv,  s  und  Har- 
monikalpunkt  x,  y,  z,  t  überhaupt  ist  nach  §  55,  (27): 

TT  •  r  •  TT  •  TJ  =  —  •    ^    •  —  •  -A_ 

Drückt  man  diese  nach  (1)  und  (6)  in  Tetraederkoordinaten  aus, 
so  folgt: 

Zwisehen  den  TetraederJcoordinaten  eines  Punktes  und  seiner  Har- 
monikalebene  in  bezug  auf  das  Koordinafentetraeder  bestellen   stets   die 

Gleichungen:^) 

/o^N  1111 

(24)  u.  :  lu  :  u.,  :  u.  =  —  :     -  :  —  :    - 

tX/«  »A/^  «.t-o  *^<i 

oder 

und  zwar  nach  (14)  unabhängig  davon,  ob  man  die  Definition  (l),  (6) 
oder  (12),  (13)  der  Tetraederkoordinaten  gelten  läßt  (vgl.  §28,11). 

10.  Die  Tetraederkoordinaten  als  Abstandsverhältnisse.  Die 
Gleichungen  (21)  können  mit  Rücksicht  auf  (ISj  auch  geschrieben 
werden : 


QXi 


^'        au,  =  ^' 


Pi  9.1 

wo  p9  und  q^  die  Abstände  des  Punktes  Eq  von  den  Ebenen  und  der 
Ebene  E^   von   den   Ecken   des   Tetraeders  sind   und   wie   in  §  57,  8 


§  57,  11. 
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f 0  =  1  und  «0^1  genommen  ist.     Der  Faktor: 


y^'o'  +  ^o'  +  K  •■  ^u^  +  ^'  +  iV' 

aus  (18')  geht   dabei  in   o   ein.     Es   folgt  daher   unabhängig  von  der 
Lage  von  0  (vgl.  §  57,  8): 

Die  TetmederJioordinaten  eines  \  Die  Tetraederloordinateu  einer 
PioiJdes  P  verhalten  sich  ivie  die  Ab-  \  Ebene  11  verhalten  sich  wie  die  Ab- 
stände p^  des  PimJites  von  den  Seiten-  stände  q-  der  Ebene  von  den  EcJien 
flächen  des  Tetraeders,  dividiert  durch  des  Tetraeders,  dividiert  durch  dieent- 
die  entsprechenden  Abstände  p^  des  sprechenden  Abstände  q^  der  Ein- 
EinheiUpiinlites  von  diesen:  heitsehene  von  diesen: 


(25) 
(2o) 


*//■*       •     t/g      •     il/O      •     Jl/± 


h  :  U.2  :  «3  ■  f'i 


Px 

.    P^ 

.     Ps 

.  p 

p,o 

■  p,o 

-  Ps' 

J'i 

5/ 

.      22 

24 

11.    Die   Tetraederkoordinaten    als   multiplizierte   Teilungsver- 
hältnisse. 

Legt  man  durch  die  Kante  f^s»  i        Nimmt  man  auf  der  Kante  e^s? 
in  der  sich  die  Seitenflächen  E,  und  |  die  die  Eckpunkte  -Eg  und  E.^  des 

Koordinatentetraeders  verbindet, 
einen  Punkt  £",3  ^^;  ^®^*  ^^®  Strecke 
der  beiden  Punkte  in  dem  multipli- 
zierten Streckenverhältnis : 


Eg  des  Koordinatentetraeders  schnei- 
den, eine  Ebene  Eog,  die  den  Winkel 
der  beiden  Seitenflächen  in  dem 
multiplizierten  Sinusverhältnis: 


(26)    u,3  =  T-  h-i 


-Xj    sin  Ea  Eg 

-/.„    sin  Eo  Eo 


X>, 


(26')    ^23  =    TT  ^-2 


D, 


teilt,  so  ist  die  Gleichung  dieser 
Ebene  nach  §  42,  (15)  in  laufen- 
den Koordinaten  x,  y,  z,  t: 

(21)         X, 


^23  ^3  —  '-'• 


Geht  die  Ebene  E^g  durch  einen 


teilt,  so  ist  die  Gleichung  dieses 
Punktes  nach  §  46  (3)  in  laufen- 
den Koordinaten  «,  v,  w,  s: 


(27') 


U. 


Hz  ^3        -^* 


Liegt  der  Punkt  ^£"23  ^^^  einer 
gegebenen  Punkt  P  =  .r,  ?/,  z,  t,  so  gegebenen  Ebene  IJ  =  u,  v,  tu,  5, 
ist  durch  diesen  das  Teilungsver-  so  ist  durch  diese  das  Teilungs- 
hältnis  bestimmt,  nämlich:  j  Verhältnis  bestimmt,  nämlich: 


(28) 


^23  x^ 


(28') 


.tio«   = 


wo  nunmehr  in  X,  und  X3  unter  wo  nunmehr  in  l.,  und  ü^  unter 
X,  y,  z,  t  nicht  wie  in  (27)  die  lau- ;  m,  v,  w,  s  nicht  wie  in  (27')  die 
fenden,    sondern    die    Koordinaten  i  laufenden,  sondern  die  Koordinaten 
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des  gegebenen  Punktes  P  verstanden 
sind  (Fig.  305  a). 


Fig.  305  a. 


der  gegebenen  Ebene  77  verstanden 
sind  (Fig.  305  b). 


Fig    305  b. 


(29) 


Dann  folgt  aber  aus  (28)  und  (28')  mit  Rücksieht  auf  (i)  und  (6): 
'"- .  (29')  u,3  =  '''-  . 


/^23 


Die  sechs  Verhältnisse  der  Tetra- 
ederkoordinaten  des  Punktes  P  sind 
die  midtiplizierten  Sinusverhält- 
nisse,  nach  denen  die  Verhindungs- 
ebenen  E^^  des  Punktes  mit  den 
sechs  Kanten  £^^  des  Koordinaten- 
tetraeders die  hezügliclien  Kanten- 
winkel teilen: 


(30) 


-/..•   sinE.E;, , 


Die  sechs  Verhältnisse  der  Tetra- 
ederkoordinaten der  Ebene  Tl  sind 
die  midtiplizierten  Teilungsverhält- 
nisse, nach  denen  die  Schnittjmnkte 
jE'^j.  der  Ebene  mit  den  sechs  Kanten 
Ci^^  des  Koordinatentetraeders  die  be- 
züglichen Kantenlängen  teilen  (vgl. 
§28,13): 


Die  Lage  des  Punktes  0  (Fig.  305  a)  muß  zur  eindeutigen  Be- 
stimmung des  Teilungsverhältuisses  (2S )  angegeben  sein,  wie  in  §  57,  8. 

Bei  gegebenen  Tetraederkoordinaten  i\,  x^,  x^,  x^  sind  nach  (30) 
die  sechs  Verhältnisse  sinE/^E^,^ :  E^E^^  und  damit  die  sechs  Ebenen  E,,,- 
bestimmt.  Schon  solche  drei  von  diesen  sechs  Ebenen,  die  durch  drei 
in  einer  Seitenfläche  des  Tetraeders  liegende  Kanten  gehen,  bestimmen 
im  allgemeinen  als  ihren  Schnittpunkt  den  Punkt  P.  Daß  die  drei 
anderen  Ebenen  auch  durch  P  gehen,  folgt  aus  dem  Transversalensatz 
§  55,  (14),  indem  für  die  dortigen  Konstanten  ih  liier  x- :  x,.  genommen 
wird  (/  =  1,  2,  3,  4). 

12.  Die  Tetraederkoordinaten  als  Doppelverhältnisse.  Die 
multiplizierten  Teilungsverhältnisse  von  i^  57.   11   können  als  Doppel- 


§  ö7,  1- 
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Verhältnisse  gedeutet  werden,  wenn  man  Einheitspunkt  und  Einheits- 
ebene (vgl.  §  57,  9)  benutzt. 

Legt  man  durch  die  Kante  f^g  neben  den  Ebenen  Eo  und  E..  eine 
dritte  Ebene  E.,3,  die  die  Kante  £.,3  mit  dem  Einheitspunkt  E^  ver- 
bindet und  dann  eine  vierte  Ebene  E^g,  die  mit  den  drei  anderen  das 
Doppelverhältnis  (Fig.  306  a) 

(31)  .•'»  =  (E.E,E.i^a)-si„E,E„-^mE,E,§  ' 

bildet,  so  ist  die  Gleichung  dieser  vierten  Ebene  nach  §  47,  (23)  in 
laufenden  Koordinaten  x,  y,  z,  f: 

(32)  ^^-_a,3^,  =  0. 

Geht  die  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  =  x,  y,  s,  t,  so 
ist  durch  diesen  das  Doppelverhältnis  bestimmt,  und  zwar: 

(33)  (/23  ^  ^'0  ■  xl^ ; 

wo  nunmehr  in  A'^  und  A',  unter  .<•,  y,  s,  f  die  Koordinaten  des  ge- 
gebenen Punktes  P  verstanden  werden.  Dann  folgt  aber  aus  (33) 
mit  Hinblick  auf  (21): 


(34) 


Es  ergibt  sich  daher  unter  Zufügung  des  dualen  Satzes  (Fig.  306  b): 

Die  sechs  Verltält^nsse  der  Tetra-         Die  sechs  Verhältnisse  der  Tetra- 

ederkoordincden  des  Pimlies  P  sind  ederJ^oordinaten  der  Ebene  TT  sind 


Fig.  30Ra. 


Fig.  306  b. 


die  Doppelvcrhnltnisse .  nach  denen  die  Doppeherludtnisse,  nach  denen 
die  Verbind ungsehoien  E^^  und  E,^.  die  Srhnittpunlie  E,^-  vnd  -E^*)  der 
des    Funlies  P  und   des  Einheits-  Ebmr  TT  und  der  Einheiisebenc  E„ 


;i2 
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putiktes  Eq  mit  den  Kanten  E^ X  E. 
des  Koordinatentetraeders  die  bezüg- 
lichen Flächemvinkel  teilen: 


(35) 


sin  E,  E;, 


E,,E;Q 


-]r-}±i 
-FC 


mit  den  Kanten  E^^K-  des  Koordi- 
natentetraeders die  hesüglichen  Kan- 
tenlängen teilen: 


(35')       '     '      ~'^i^i  '^i^'^' 
=  {E,E,E,,E^:). 


sin  E,E,^,-  ■  sin  E;E,,9 
(E,E,E,,E,°.) 

Diese  Definition  der  Tetraederkoordinaten  setzt  nur  das  Koordi- 
natentetraeder mit  Einheitspunkt  und  Einheitsebene  voraus  und  ist 
vollkommen  dual  für  Punkt  und  Ebene  (vgl.  §  28,  14). 

13.  Projektionen  des  laufenden  Punktes  aus  einer  Kante  auf 
die  Gegenkante. 


Die    vier    durch    die   Kante   £33 
gehenden   Ebenen  (Fig.  306  a)  E2, 


Die  vier   auf  der  Kante  e^.^  lie- 
genden   Punkte    (Fig.   306b)    £2, 


E3,  E23,  E^   schneiden   die   gegen-   is'g^E'jgjjE'ga  seien  mit  der  gegenüber 


überliegende  Kante  Cgs  (Fig-  307  a) 
in  den  Punkten  E.^,  E^,  P03,  EJ^. 
Nach  §  52,  4  und  §  '3,  (19)  ist 
daher: 


(36) 


V,     —  ^.'-2  ^3  ^23  ^-23/ 
''S 

.  (-£^3-^2  -P23-^23)=(-^2-E'3^23-P23)- 

Sind  x^,  x^,  x^,  x^  die  Tetra- 
ederlioordinaten  eines  beliebigen  Punk- 
tes P,  und  bedeuten  P^^  und  £"33  f^^^' 
Punkte,  in  denen  die  Verbindungs- 
ebenen Eog  und  Egg  von  P  und  Eq 


Fig.  307  b. 


liegenden  Kante  fga  (^^o-  ^^^  ^^) 
durch  die  Ebenen  E3,  E^,  TTag,  Eg" 
verbunden.    Nach  §  52,  4  ist  daher: 


(36') 


=  {E^E^E^^E^D  = 


i(E3E2n23E2»)  =  (E2E3E.3«n23). 

Sind  u^,  u^,  «3,  M4  die  Tetra- 
cdcrlioordinatcn  einer  beliebigen  Ebe)ie 
TT,  und  bedeuten  TT23  und  E33  die 
Ebeneti,  die  die  ScJinittpunkte  E^^ 
und  jE'23  von  TT  und  Eq  auf  der  Kante 


§  57,   14—15. 
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mit  der  Kante  £33  die  GegenJcante  e^^ 
schneiden,  so  sind  x^,  x^  zugleich 
die  ZiveiecksJiOordinaten  des  PunMes 
P23  auf  der  Kante  633  i>^  hczug  auf 
das  Koordinatenziveiech  E.^E^  und 
den  Einheitspiüikt  E^l  (vgl.  §  8,  (4)). 


^23  tnit  der  GegenJcante  £93  verbinden, 
so  sind  ?<2i  ^'3  ^i^glßich  die  Ztvei- 
flachsjioordinaten  der  Ebene  TT23  an 
der  Kante  e^s  ^*^  bezug  auf  das  Ko- 
ordinatenzivviflach  Eg  E3  und  die  Ein- 
lieitsebene  E^l  (vgl.  §  56,  (3;)). 


Für  alle  Punkte  x.^,  x^,  x^,  x^         Für  alle  Ebenen  u^,  u,,,  u.^ 


auf  einer  durch  die  Kante  £23  gehen- 
den Ebene  (E03  in  Fig.  307  a)  hat 
daher  das  Verhältnis  der  Koordi- 
naten x^,  x^  denselben  Wert. 

14.  Punkte  auf  einer  Kante 
Insbesondere  gibt  die  Annahme  P 
die  Sätze  (vgl.  §  28,  16): 

Für  einen  PunJä  0,  x.^,  x^,0  auf 
der  Kante  e^^  (vgl.  §  57,  7)  sind 
die  beiden  Tetraederlioordiiuiten  x^jX^ 
zugleich  Ziveieckslioordinaten  in  be- 
zug  auf  das  System  E.jE^,  E.-,l. 

15.  Projektion  des  laufenden 
Gegenfläche. 

Die  vier  durch  die  Kante  £,3 
gehenden  Ebenen  E^,  Eg,  E23,  E.^l 


durch  einen  auf  der  Kante  ^33  liegen- 
den Punkt  (^23  in  Fig.  307  b)  hat 
daher  das  Verhältnis  der  Koordi- 
naten U2,  «3  denselben  Wert. 

und  Ebenen  durch    eine  Kante. 
=  P23  und  TT  =  TT23  aus  §  57,  13 

Für  eine  Ebene  0,  U2,  u^,  0  dtirch 
die  Kante  s^s  ("^gl-  §  57,  7)  sind  die 
beiden  Tetraederkoordinaten  «3?  ^'3 
zugleich  ZweiflachsJcoordinaten  in 
bezug  auf  das  System  E0E3,  E.,3. 
Punktes  aus  einer  Ecke  auf  die 

Die  Verbindungslinien  der  vier 
auf  der  Kante  e.^^  liegenden  Punkte 


Fig.  308  a. 


Fig.  3081). 


E^ 

-^23 


mit    der    Ecke 


schneiden  die  Ebene  E^  =  E^E^E^  E.-,,  E^,  E.2- 

in  einem  Perspektiven  Strahlbüschel  E^=E^xE^'X  E3  bilden  einen  zu 

631,  612,  t^,  ^1°  (Fig.  308  a.)     Daher  den  vier  Punkten  Perspektiven  Stahl- 


ist nach  §  52,  9: 


büschel  £31,  £^2,  Tj,  r^  (Fig.  308  b). 
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(37) 


'-  =  CE  E  E    E  '^^ 

V'-S  "-3  '-23  ^23/ 


Daher  ist  nach  §  5,  3: 


Da  nun  die  Ebene  E.,-^  durch  P 
und  E^,  also  auch  durch  die  Ver- 
bindungslinie E^P  geht,  so  geht 
sie  auch  durch  den  Schnittpunkt 
P^  dieser  Verbindungslinie  mit  der 
Ebene  E^.  Der  Punkt  P^  liegt 
also  auch  auf  t^  =  E^g  X  E^,  so  daß 
fj^  dir   Verhmäimgslinie  von  E^  mit 


(^31*12  "^1^1   .)• 

Da  nun  der  Punkt  E.^.^  auf  TT 
und  E^,  also  auch  auf  der  Schnitt- 
linie E^  X  TT  liegt,  so  liegt  er  auch 
auf  der  Verbindungsebene  TT^  dieser 
Schnittlinie  mit  der  Ecke  E^.  Die 
Ebene  TT^  geht  also  auch  durch 
Tj  =  E^^E^,  so  daß  Tj  die  ScJinitt- 


Fig.  309  a. 


P^  ist.  Ebenso  ist  t^'^  die  Ver- 
hindungslinie  von  E^  mit  E^,  dem 
Schnittpunkt  der  Geraden  E^Eq 
mit  E^. 

Analoges  wie  für  die  Kaute  £03 
gilt  für  die  Kanten  e^^  und  s^-,. 

Daher  folgt  mit  Rücksicht  auf 
§  28,  U: 

Sind  .a\,  x^,  x^,  x^  die  Tetra- 
ederhoordinaten  eines  hdiehigen  Funk- 
tes  P,  tmd  hcdeuten  P^  und  E^ 
(Fig.  309  a)  die  Eiodde,  in  denen 
die  Verhindungslinien  von  P  und  E^ 
mit  der  Ecke  E^  die  Gegenebene  Ej 
schneiden,  so  sind  x^,  x^,  x^  zn- 
(fleicli    die    Dreieckskoordimden    des 


Fig    309  b. 

linie  von  Ej  und  TT^  ist.  Ebenso 
ist  T^"  die  Schnittlinie  von  E^  mit 
E^'^,  der  Verbindungsebene  der  Ge- 
raden E4  X  Eq  mit  E^  (vgl.  auch 
Fig.  307  b;  309  b). 

Analoges  wie  für  die  Kante  Cog 
gilt  für  die  Kauten  c.^^  und  e^.,. 

Daher  folgt  mit  Kücksicht  auf 
§  56,  9: 

Sind  u^,  ii.j,  «3,  H^  die  Tetrn- 
ederkoordindten  einer  beliebigen  Ebene 
TT,  xnd  bedeuten  TT^  und  E^  (Fig. 
?'>Wh)  dir  Ebenen,  /reiche  die  Schnitt- 
linien von  TT  und  E^  in  der  Ebene 
Ej  mit  der  Gegenecke  E^  verbinden, 
so  sind  ?/j,  u.,,  u.^  zugleich  die  Drei- 
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PunJdes  P^  in  hesug  auf  das  Ko-  flacJisloordinaten  der  Ebene  TT^  in 
ordinatendreieck  E^E^E^  und  den  hezug  auf  das  Koordinaiendrei flach 
EinheitsimnliE_^°;  und  nach.  §06,10  E^EoEg  und  die  Einheitseiene  E/; 
die  Dreiflacliskoordinaten  der  Ver-  und  nach  §  56,  10  die  Dreiecks- 
bindungslinie des  Punktes  P  mit  koordinaten  der  Schnittlinie  der 
der  Ecke  E^  in  bezug  auf  das  Drei-  Ebene  TT  mit  der  Ebene  E^  in  be- 
kant  ^14^94^34  und  den  Einheits-  zug  auf  das  Dreieck  £ii£2i£-n  und 
strahl  E^Eq.  den  Einheitsstrahl    E^  X  E^. 

Für  alle  Punkte  x^,  x^,  x^,  x^  Für  alle  Ebenen  n^,  h.,.   ^^3,  u^ 

einer  durch  die  Ecke  E^  gehenden  durch  eine  in  der  Ebene  E^  liegende 
Geraden  haben  daher  die  Verhält-  Gerade  haben  daher  die  Verhält- 
nisse   x^'.  x^:  x^    dieselben    Werte,    nisse    n^  :  u,  •  ^'3    dieselben    Werte. 

16.  Punkte  in  einer  Seitenfläche  und  Ebenen  durch  eine 
Ecke.  Mit  den  besonderen  Annahmen  P  ^  P^  und  TT  =  TT^^  folgt  aus 
§57,  15: 

Für  einen  Punkt  x^,  x^,  x^,  0'  Für  eine  Ebene  «^,  «2;  "3?  ^  t^^^^'^l^ 
in  der  Ebene  E^  (vgl.  §  öl,  7)  sind  die  Ecke  E^  (vgl.  §  öl,  7)  sind  die 
die  drei  TetraederJcoordinaten  x^^,  x.2,  ^  drei  TetraederJcoordinaten  u^,  u.^,  k.^ 
x^  2uc/leich  Dreiechshoordinafen  im  zugleiclt  Breiflachslioordinaten  im 
Stjstem  E^E,E„  i"/.  System  EjE.Eg,  E/. 

17.  Übergang  von  der  Harmonikalebene  auf  die  Harmcnikale. 
Bringt  mau  die  Sätze  von  §  57,  15  und  16  mit  der  Gleichung  (24\ 
sowie  mit  §  28,  (24)  in  Verbindung,  so  ergibt  sich: 

I)urc]däuft  ein  Punkt  P  die  Vcrbi)idungsJinie  der  Ecke  E^  mit 
einem  beliebigen  Punkt  P^  der  Gegenfläche  E^  (Fig.  308  a),  so  dreJd  sich 
die  Harmonikalebene  TT  des  Punktes  P  um  eine  Gerade,  die  in  der 
Ebetie  E^  liegt  und  die  Harmonikale  des  Punktes  P^  in  bezug  auf  das 
Dreieck  E^E.^E.^  ist. 


§  58.   Gleichungen  von  Punkten  und  Ebenen  in  Tetraederkoordinaten. 

1.  Bedingung  der  vereinigten  Lage.  Beim  Übergang  von  den 
homogenen  gemeinen  Koordinaten  x,  y,  z,  t  und  u,  v,  w,  s  zu  den 
Tetraederkoordinaten  x^,  Xc,,  x^,  x^  und  u^,  u.,,  u..,  u^  findet  nach 
§  57  (5)  die  Beziehung  statt: 

(1)  UX  -T  Vy  +  WZ  -f-  st  =  u^x^  -f  U.jX2  +  u.^x.^  -j-  u^x^. 

Mit  Rücksicht  auf  §  47,   -l   folgt   daher  die  für  den  Zusammen- 
hang zwischen  Punkt-  und  Ebenenkoordinaten  wesentliche  Eigenschaft: 
Ein  Punkt  und  eine  Ebene   mit   den    Tefraederi:oordiiu(ten  x^,  x.,, 
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^3,  x^  und  Uj^,  ^21  ^^3  7  ^*4  liegen  immer  dann  und  nur  dann  vereinigt, 
wenn: 

(2)  u-yX-f^  -\-  u^x^  -\-  u^x^  +  u^x^  =  0. 

2.  Die  Gleichungen  der  Ebene  und  des  Punktes.  Je  nachdem 
man  daher  n^,  u.^,  u^,  u^  als  fest  und  x^,  Xc,,  x^,  x^  als  veränderlich 
ansieht  oder  umgekehrt,  ergeben  sich  die  beiden  Hauptsätze  (§  47,  3): 


Sind  Uy,  U2,  M3,  M4  die  Koordi- 
naten einer  Ebene,  so  ist:^^) 
(3)  UyXy  +  ^2*2  +  %^3  -\-u^x^=0 

die  Gleichung  der  Ebene  in  laufen- 
den PunläJcoordinaten  x^jX^,  x.^,  x^. 
Umgekehrt  sind  die  Koeffizienten 
der  Gleichung  (3)  einer  Ebene  stets 
zugleich  deren  Koordinaten. 


Sind  Xy,  x^,  x^,  x^  die  Koordi- 
naten eines  PunJctes,  so  ist:"^^) 

(3')    XyUy  +  X^  U2  +  %  »3  +  Ä'4«4  =  ö 

die  Gleichung  des  Punlies  in  laufen- 
den EbenenJiOordinaten  Uj^,  U2,  W3,  u^. 
Umgekehrt  sind  die  Koeffizienten 
der  Gleichung  (3')  eines  Punktes 
stets  zugleich    dessen  Koordinaten. 


3.    Verkürzte    Gleichungen    von    Ebenen    und    Punkten.      Die 

Koordinaten  x^,  x^,  x^,  a;^  =  0,  0,  0,  1  der  Ecke  E^  (vgl.  §  öl,  (16)) 
genügen  immer  dann  und  nur  dann  der  Gleichung  (3),  wenn  u^  =  0 
ist,  also  mit  Zufügung  des  dualen  Satzes  (§  40,  (14;;  (15);  §  47,  (8j): 

Eine  Ebene  geht  immer  dann  Ein  Punld  liegt  immer  dann 
und  nur  dann  durch  die  Ecl:e  E^  j  und  nur  dann  in  der  Ebene  E4  des 
des  Koordinatentetraeders,  tvenn  ilire  Koordinatentetraeders,  wenn  seine 
Gleichung  die  Form  hat:  Gleichung  die  Form  hat: 

(4)  UyXy  +  ^2^2  +   "3 ^'3  ==  ö-  i  ('^')       *'l^'l  +  '*'2*'2  +   -^3%  =  ^• 

Ebenso  folgt: 

Eine  Ebene  geht  immer  dann  \  Ein  Punkt  liegt  immer  dann 
und  nur  dann  durch  die  Kante  \  und  nur  dann  auf  der  Kante  £^4  = 
e^^  =  E^E^  des  Koordinatentetra-  E^  X  E^  des  Koordinatentetraeders, 
eders,  wenn  ihre  Gleichung  die  wenn  seine  Gleichung  die  Form  hat: 
Form  hat:  \ 

(5)  u^x^ -\- u.^x^  =  0.  i  (5')  0:2 «2  +  Ä'3 «3  =  0. 

Hieran  schließen  sich  unmittelbar  in  Übereinstimmung  mit  §  hl,  13 
die  Bemerkungen: 

Die  Verbindungsebene  eines  be- 1  Der  SchnittjmnM  einer  beliebigen 
liebigen  PunUes  x^,  x^^,  x^^,  x^  Ebene  u^^,  u»^,  u^,  u^  mit  der  Kante 
mit  der  Kante  e^^  =  «23  ^'«^  wi  laufen-  j  s^^  =  e^g  hat  in  laufenden  Ebenen- 
den PttnMkoordinaten  die  Gleichung:  koordinaten  die  Gleichung: 


(6) 


(6') 


?(o  :  »3  =  Uo"  :  ».j 


§  58,  4—5. 
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Die  Gleichung  der  Seitenfläche  Die    Gleichung    der    Ecke   Ef. 


E^.  ist: 


(7) 


x,  =  0. 


(Ä-  =  1,  2,  3,  4j  ist: 


H,  =  0. 


4r.  Identität  zwischen  den  Gleichungen  von  zwei  Ebenen  oder 
zwei  Punkten.  Der  Umstand,  daß  die  Verhältnisse  der  vier  Tetra- 
ederkoordinaten einer  Ebene  oder  eines  Punktes  in  umkehrbar  ein- 
deutiger Beziehung  mit  der  Ebene  oder  dem  Punkte  stehen  (vgl.  §  57, 
2;  4)  findet   wiederum   seinen  Ausdruck   in   dem  Satze  (vgl.  §  51,  1): 


(8) 


Die  beiden  Ebenen: 

+  «(3X3  +  K^X^  =  0, 


(8') 


Die  beiden  Punlie: 

U  =  X^Uj^  -j-  X^il^ 

+  x.^n^  -f  x^ii^  =  0, 
+  ar3(^)M3  +  xj^^^u^  =  0 


fallen  immer  dann   und  nur  dann  \  fallen  immer  dann  und  nur  dann 
zusammen,  wenn  eine  Identität  von  zusammen,  wenn  eine  Identität  von 


der  Form: 

(9)  A  X  +  Ai  X,  =  0 

besteht. 


der  Form: 

(9')  kU-^X,  l\  =  0 

besteht. 


5.  Unterdeterminanten  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichungen 
zw^eier  Ebenen  oder  zweier  Punkte.  Dieselben  Sätze  können  auch 
so  ausgesprochen  werden  (§  51,  2): 


Die  beiden  EJbenen  (8)  fallen  zu- 
sammen, tvenn  die  Matrix  der  Koeffi- 
zienten verschwindet,  also: 


Die  beiden  Pmilde  (8')  fallen 
zusammen,  ivenn  die  Matrix  der 
Koeffizienten  verschwindet,  also: 


(10) 


Ml(l) 


Mo  «3  U^ 

u„^')    «3(1)    wji) 


=  0.      (10') 


x,W     ^^(1)    ^^{1)    x^W 


=  0. 


Man    könnte    die   Bedingungen  Man    könnte    die    Bedingungen 

(10)  als  die  Gleichungen  der  Ebene  (10')  als  die  Gleichungen  des  Funltes 
uS^^   in   EJbenenJcoordinaten   u,    be-  x,P-'^  in  PunktJwordinaten  Xi.  bezeich- 


zeichnen,  da  sie  mit  (vgl.  (14)): 

(11)    Qn,  =  u,^'\     A-=l,2,3,4 

gleichbedeutend  sind. 

Ist  die  Bedingung  (10)  nicht 
erfiält,  so  Imben  die  beiden  Ebenen 
(8)  eine  Gerade  gemein  und  die 
Unterdeterminanten : 


nen,  da  sie  mit: 

(ir)  Qx,  =  x,^'),   A-=l,2,3,4. 

gleichbedeutend  sind. 

Ist  die  Bedingung  (10')  nicht 
erfüllt,  so  haben  die  beiden  Funkte 
(8')  eine  Verbindungslinie  und  die 
Unterdeterminanten : 
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1kl  = 


H,(^) 


sind  die  Aclisenhoordinaten  der  Ge- 
raden, 


Ihi 


sind    die    StraJdenlioordinaten    der 
Linie, 


auf  die  wir  in  §  59,   1   zurückkommen. 

6.    Identität  zwischen  den  Gleichungen  von  drei  Ebenen  und 
drei  Punkten.     In  derselben  Weise  wie  in  §  51,  3  gelten  die  Sätze: 

Die  drei  PmiJvte: 


Die  drei  Ebenen: 

X    =  M^X^  +  U.2X2 

+   1*3^3  +  ll^X^  =  0, 


i^l'2) 


Xj  =  ^f/^'iC^  +  «2^^^ -^2 


gehen  durch  eine  Gerade,  wenn  eine 
Identität  von  der  Form: 

(13)    AX  +  A^X,  +  A2X2  =  0 
besteht. 


(12  V 


JJ  =  x^u^  +  X2U.2 
+  0:3  «3  +  x_^u^  =  0, 

L\  =  x-^^^hij^  +  x.y^u^ 


(^); 


J-'), 


;3(^)|(3  +  .->)«,  =  0 

liegen  auf  einer  Geraden,  tvenn  eine 
Identität  von  der  Form: 

(13')   W  +  1^  l\  -\-  X,_U,  =  0 
bestell  f. 


7.  Unterdeterminanten  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichungen 
dreier  Ebenen  oder  dreier  Punkte.  Dieselbe  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  kann  wie  in  §  51,  4  in  die  Form  gekleidet 
werden: 

Die  drei  Ebenen  (12)  gehen  Die  drei  FunMe  (12')  liegen  in 
durch  eine  Gerade,  wenn  die  Matrix  i  einer  Geraden,  ivenn  die  Matrix 
der  Koeffizienten  verschwindet,  also:  \  der  Koeffizienten  verschwindet,  also: 


(14) 


''1 

'^2 

«3 

H 

^1 

X, 

M,(^) 

>u(^^ 

u,i') 

w,(i) 

=  0. 

(14') 

x,^') 

x^^'^ 

?fl(2) 

u.p 

n.p 

«,(2) 

a;,(2) 

xj') 

r-(2)      r.(2) 


Bei  gegebenen  m^^^'>  und  Uff-^''  ist  (14)  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  daß  die  veränderliche  Ebene  n  durch  die 
Schnittlinie  der  get^ebenen  ffeht  oder: 

Die  Bedingungen  (14)  sind  zu-  Die  Bedingungen  (14')  sind  zu- 
gleich die  Gleichungen  der  Schnitt-  gleich  die  Gleichungen  der  Verhin- 
linie  der  beiden  Ebenen  ^(^(^)  und  u,.^'^  dungslinie  der  beiden  Punlde  x^^^ 
in  laufenden  Ebenenlcoordinatcn  n^  und  x^'^'>  in  laufenden  PunJdhoordi- 
(vgl.  §  59,  (12)).  naten  x^  (vgl.  §  59,  (10)). 

Ist    die   Bedingung  (14)    nicht  Ist   die   Bedingung  (14')   nicht 


§  58,  8—9. 


319 


erfüllt,  so  haben  die  drei  Ebenen  ei-füllt,  so  haben  die  drei  Punkte 
(12)  einen  Punkt  gemein,  und  die  (12')  eine  Ebene  gemein,  und  die 
dreireihigen  Unterdeterminanten  der  dreireihigen  Unterdeterminanten  der 
Matrix  sind  dessen  Koordinaten.       Matrix  sind  deren  Koordinaten. 

8.  Gleicliung  des  Ebenenbüschels  oder  der  Punktreüie.  An 
die  Identität  (13)  knüpft  sich  wiederum  die  Darstellung  des  Ebenen- 
büschels. Die  gi'undlegende  Beziehung  (1)  gibt  auf  zwei  Ebenen  mit 
den  beiderseitigen  Koordinaten  u^,  r^,  u\,  .-»j;  u^'-^^  h^^^^  ^3^^^  m^(^^  und 
Hc,,  i\,  n\2,  6^2  5  m/'^j  fh^^\  i'3^^\  '^i^^  angewendet: 


(15) 


damit  aber  folgt  auch  die  Übertragung  der  Sätze  §  47,  11  auf  Tetra- 
ederkoordinaten : 

Siiid:^^)  Sind:''') 

(16)       Xi  =  0,     X,  =  0  (16')        l\  =  0,     r,  =  0 

in  (12)  die  Gleichungen  der  beiden  in  (12')  die  Gleichungen  der  beiden 
Grimdebenen  F^,  F^  eines  Ebenen-  Grundpiüikte  G^,  G.2  einer  Punlir- 
Mschels,  so  ist  die  Gleichung  der  reihe,  so  ist  die  Gleichung  des  laufen- 
laufenden Ebene  77   des  Büschels:  den  Punktes  P  der  PunJctreihe: 


(17)         ^-V,  —  .ii-%i,  =  0; 


(17') 


uo-^ü. 


=  0: 


eine   zur 


hier  ist  x^'^,  x.^^,  x^^,  x^  ein  zur  Be- ;  hier    ist   u^^ 

Stimmung  der  Einheitsebene  F^  ge-  Bestimmung  des  Einheistjninktes  Gq 


u.^ 


gebener  Punkt,  sind  X^^,  X^^  die 
für  ihn  gebildeten  Ausdrücke  X^^,  X^, 
uiul  bedeutet  ^  das  Doppelverhältnis: 
(18)  ii  =  (F,F.2nF,). 


gegebene  Ebene,  sind  l\^,  U^^  die 
für  ihn  gebildeten  Ausdrücke  U^,  U^, 
und  bedeutet  ^  das  Doppelverliältnis : 
{!><')        ^  =  iG,G.2PG,). 

Die  Gleichung  (17)    enthält   entsprechend   §  47,    11    von    den    in 
ihr  vorkommenden  Tetraederkoordinaten  je  nur  die  Verhältnisse. 

Schreibt  man  (17)  und  (17')  in  der  kürzeren  Form: 
(19)  X,  -  .a  X,  =  0,  i  (19')  l\  -aU,  =  0, 

so  ist  a  schlechthin  das  multiplizierte  Teilungsverhältnis,  nach  dem 
die  Ebene  77  den  Winkel  von  J^^  und  H  und  der  Punkt  P  die  Strecke 
G^G,  teilt: 

9.    Parameterdarstellung  des  Ebenenbüschels  und  der  Punkt- 
reihe.    Im  An.schluß  an  (19j  und  (19'j  ergibt  sich  dann  nach  §  58,  2: 
Siiul  u,^'>  und  u^-^  (k  =1,2, 3, 4 1 1        Sin<l  x^^)  und  x^^'^  (k  =  1 ,  2, 3, 4) 


320 


§  58,  10—11. 


die  Koordinaten  der  beiden  Grund- 
ebenen eines  Ebenenbüschels,  so  sind 


die  Koordinaten  der  beiden  Grund- 
punkte   einer   Punktreihe,    so    sind 


die  Koordinaten  der  laufenden  Ebene  die  Koordinaten  des  laufenden  Punk- 
des  Büschels  mit  einem  Proportio- .  tes  der  Beihe  mit  einem-  Proportio- 
nalitätsfaktor Q  in  der  Form  dar-  nalitätsfaktor  q  in  der  Form  dar- 
stellbar:^^) stellbar: 

(20)        QU,  =  «,(^)  -  i.ur>.  I  (20')       QX,  =  x^^)  -  (ixf'l 

Durch  Elimination  von  q  und  ju-  ergeben  sich  wieder  die  Be- 
dingungen (14)  und  (14'). 

10.  Identität  zwischen  den  Gleichungen  von  vier  Ebenen 
oder  vier  Punkten.     Wie  in  §  51,  O  folgt  wiederum: 


(21) 


Die  vier  Ebenen: 

'  X    =  U^X^  -\-  U^X.2  +  ?<3^3 

-^u^x^  =  0, 
+  tf,W:r,  =  0, 

X3    =   l^i^^^iCi+Ifg^^^^o  +  ^fg^^S 

+  m/)j'^  =  0 

gehen  durch  einen  Punkt,  ivenn  eine 
Identität  von  der  Form: 

f  AX  +  AjXi  +  A2X2 

besteht. 


(22) 


Die  vier  Punkte: 

U    =  X.^U^-{-  X^U^  +  ^3^3 

+  cc^u^  =  0, 
+  x^^')u,  =  0, 

+  ^/)m,,  =  0, 

ü,  =  x,^'yu^^x,^'h(,-i-  x^^^'u, 
-^x.^'hi,  =  0 

liegen    in   einer  Ebene,   ivenn   eine 
Identität  von  der  Form: 


(21') 


{22') 
besteht. 


\  IU+  k^l\  +  KlJ. 


11.    Die    Determinante     der    Koeffizienten     der    Gleichungen 
von  vier  Ebenen  oder  vier  Punkten.    Dieselbe  notwendige  und  hin 
reichende  Bedingung  kann  auch  in  die  Form  gekleidet  werden  (§51,  5): 


Die  vier  Ebenen  (21)  gehen  durch 
einen  Punkt,  tvenn  die  Determinante 
der  Koeffizienten  verschwindet,  also: 


(23) 


«1 

«2 

^'3 

u^ 

M,(l) 

u.}') 

«3(^) 

u^^'^ 

«/2) 

u,(') 

nP 

u,i'^ 

w/3) 

u,C') 

«3(3) 

v^) 

=  0. 


Die  vier  Punkte  (21')  liegen  in 
einer  Ebene,  wenn  die  Determinante 
der  Koeffizienten  verschwindet  also: 


(23') 


ic/^)     x^^') 


x,^'-^ 


X., 


X. 

(2;     X. 


\ 

^4 

V'^ 

x^''^ 

v^^ 

x^'\ 

=  0. 


a^i^S)       ^^^(3)       X^^^^ 


X.^'h 


Dies  ist  zugleich  die  Gleichung         Dies  ist  zugleich  die  Gleichung 
des  Schnittpunktes  der  drei  Ebenen  \  der  Verbimlungsebene  der  drei  Punkte 


§  Ö8,   12— 13. 
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Uj}^\  Hj(-),  Uf.^^')  in  laufenden  Ebenen-  x^^\  x^'^\  x^^^  in  laufenden  Punli- 
Jcoordinaten  i<^..  l-oordinatcn  X/.. 

12.  Gleichungen  des  Bündels  und  Feldes.  Aus  den  Identitäten 
(15)  folgt  ferner  nach  §  56,  (^25);  (25')  unter  Hinzufügung  der  dualen 
Sätze  (vgl.  §53,  1;  2): 

Sind:  I        Sind: 

(24)  X,  =  0,     Xo  =  U,     X,  =  0      (24')   l\  =  0,     U,  =  0,     U,  =  0 

in  (21)    die   Gleichungen    der   drei  in   (21')   die  Gleichungen   der    drei 

Gi'undebenen  r^,  r^,  r.^  eines  Ebenen-  Grundpunlte  eines  PunJctfeldes,  so 

bündeis,    so    ist   die   Gleichung   der  ist    die    Gleichung     des    laufenden 

laufenden  Ebene  11  des  Bündels:  Punlies  des  Feldes: 


(25) 


"iX 


'o  +  ^2 


X, 

^3  XJ 


=  0,     (25')    ^1  ^V  +  /^2  -^  +  .ti; 


3  Y-  0 


=  0, 


und  sind  die  Gleichungen  des  laufen-  und  sind  die  Gleichungen  des  laufen- 
den Strahles  p  des  Bündels:  den  Strahles  p  im  Felde: 

(26)  ^'x^-xl^  =  ^i-  "2  :  '^3-       (26')  -jjh  ■  -jj\-  ■  jTö  =  ''i :  v,  ■  v^. 

Hier    ist    x-^^,  x^^.   xJ*,   x^^    ein  Hierbei  ist  u^^^  u.,^,  u.^^,  n^^  eine 

zurBestimmungdesEinheitsstrahles  zurBestimmung  des  Einheitsstrahles 

g^  im  Bündel  gegebener  Punkt,  und  r/ß  gegebene  Ebene,  und  haben  die 

haben  die  Parameter  ^^,  Uj.  ß.^  und  Parameter  a^,  ft.,,  ju,.  und  v^,  v.^,  v.^ 

'^1?   ^2?   ^3    ^i^    Bedeutung    der    in  die  Bedeutung  der  in  §  28,  14  als 

§  56,  9  als  Doppelverhältuisse  defi-  Dopjjelverhältnisse  definierten  Drei- 

nierten    Dreiflachskoordinaten    u^,  eckskoordinaten  ii\,  iCg,  x.^  und  u^, 

e<2,  «3   und  x^,  x.^,  x^    im    Bündel  u.2,  u.^  in  der  Ebene  (vgl.  (17')  und 

(vgl.   17)  und  (18)).  (18')). 

Kommt  es  auf  einen  konstanten  Faktor  der  Parameter  nicht  au, 
so  kann  man  die  Gleichungen  (25)  und  (26)  in  der  einfacheren  Form 
schreiben: 

(27)  .a,  X,  +  {i,  X,  +  ^,  X,  =  0, 

(28)  X^  :  X,  :  X^  =  v,  :  v,  :  v.^. 


(27')       U^    U^     +    g.^    U.,     +     /ig    fg     =    0, 

(28')    Ui  :  f ;  :  L\  =  v^^  :  v,  :  v^. 


13.    Parameterdarstellung  des  Bündels  und  Feldes.     Aus  (27) 
und  (27'j  folgt  dann  wie  in  §  58,  9:^"') 

Sind    u,W^   '«,(2),   M,(3)    die   Ko-'        Sind    x,^'\  xP\  x^^^    (A"  =  1, 


ordinaten  der  drei  Grundebenen  eines 
Ebenenhündels,  so  sind  die  Koordi- 


2,  3,  4)   die  Koordinaten  der  drei 
Grundpimlde    eines   ebenen   Feldes, 


naten  der  laufenden  Ebene  des  Bün- .  so  sind  die  Koordinaten  des  laufen 


Staude,  analyt.  Geometrie. 
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dels  von  der  Form. 


§  59,  1-2. 


(29)     ['''^ 
\ 


w 


(2) 


den    PimJäes    des   Feldes    von    der 
j  Form  : 


(29') 


+  ^3^*^"^- 


§  59.    Die  Tetraederkoordinaten  der  geraden  Linie. 

1.  Definition  der  Achsen-  und  Strahlenkoordinaten.  Mit  der- 
selben Begründung,  die  in  §  48,  1;  2  gegeben  wurde,  sprechen  wir 
auch  mit  bezug  auf  ein  Koordinatentetraeder  die  schon  §  58,  5  er- 
wähnte Definition  aus:^°^) 

Ist  eine  Gerade  als  Schnittlinie  Ist  eine  Gerade  als  Verhindungs- 
zweier  Ebenen  u^^^\  Mo^^\  «3^^\  u^^^^  \  linie  ziveier  PunJcte  x^^'^\  x.}-^\  x^'^^\ 
und  Ui^^\  U2^^\  Us^^\  u^'^^  gegeben,  so  \  x^^^  und  Xy^-\  a^g^^^  x^^^\  x^^^  gegeben, 
verstehen  ivir  unter  den  Achsen-  so  verstehen  wir  unter  den  Strahlen- 
koordinaten  der  Geraden  die  sechs  Koordinaten  der  Geraden  die  sechs 
Größen:  Größen: 

r;,,3  =  :r2(^)x3(-^)-a;3<i)a:2(-'), 

jj      =  ^  (Dnr  (2)  —  x(^H  (2) 
p,,  =  XWX,^'^  -  X,^'^X,('\ 

p,,  =  x,^')xp  -  x^^'^x.^'i, 


(1)       {    (Zl4  =  <'W  -  <W\ 


(!') 


^24  =  «2*'^«/^ 


^34  =   ^3     'f'4 

Wir  wenden  neben  der  Bezeiclinung  mit  zwei  Indizes  Q/.^  und  p/.^ 
die  Bezeichnung  mit  einem  Index  in  dem  Sinne  an,  daß  wir  die  sechs 
Variationen  ohne  Wiederholung: 

(2)  23         31         12         14         24        34 
mit  laufenden  Nummern: 

(3)  12  3  4  5  0 

bezeichnen,  also  z.B.q.^^  =22?  Pu=2h-  ^^^^  ^  """^  ^  bezeichnen  wir 
die  Nummern  komplementärer  Variationen,  die  zusammen  alle  vier 
Zahlen   1,  2,  3,  4  enthalten;  z.  B.  für  h  =  3,  Ä"  =  6  (§  57,  7). 

2.  Die  Identität  zwischen  den  sechs  Koordinaten  der  Linie. 
Wie  in  §  48,  3  folgt  auch  jetzt: 

Zivischen     den     sechs     Achsen-  \        Ztvischcn    den    sechs    Strahlen- 
koordinaten  einer    Geraden   besteht  koordinatcn   einer    Geraden    besteht 


§  59,  3—4. 
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die  Identität: 


(4)      » 

V 

oder 


die  Identität: 

+  i^l2  2^34  =  0 


(4')    I 

oder 

(5')  P=2hlh 


Ihlh  +  Ihlh  =  0- 


Umorekehrt  sind  sechs  Größen,  die  durch  solche  Relation  ver- 
bunden  sind,  die  Koordinaten  einer  Geraden. 

3.  Beziehung  zwischen  den  Achsen-  und  Strahlenkoordinaten 
derselben  Geraden.  Zwischen  Achsen-  und  Strahlenkoordinaten  der- 
selben Geraden  besteht  wie  in  §  4<S,  (10  j  die  Proportion :  ^*"^) 

(6)  ^23  '•  QSI  '•  1x-2  '■  In  ■  l-li  '■  234  =  l\i  '•  Ihi  '■  Ihi  '  Ihz  •  Ihi  '  Pl2 

oder 

C^)  2i  :  Q2  ■  Iz  ■  Qi  ■  1ö  ■  'h  =  Ih  '■  Ih  ■  P%  ■  Ih  ■  Ih  '■  Pi  ■ 

Mit  der  in  §  59,  1  eingeführten  Bezeichnung  können  wir  statt  (7) 
mit  einem  Proportionalitätsfaktor  q  schreiben: 
(8)  Q  ■  q,  =  Pk ,     7.-  =  1,  2,  3,  4,  5,  6. 

4-.  Die  Hauptgleichungen  einer  durch  ihre  Koordinaten  ge- 
gegebenen Geraden  in  Punkt-  und  Ebenenkoordinaten.  ^^  ie  in 
§  48,  8  ergibt  sich: 

Hat  eine  Gerade  die  StrahlenJcoordinaten  p^  und  c//.,  so  sind  die 
Gleichungen  der  Geraden  in  PunMhoordinaien  (die  Gleichun{/en  ihrer 
Verbind ungsedenen  mit  den  vier  EcJien  E^,  E^,  E^,  E^  des  Koordinaten- 
tetraeder sj  : 


(9) 


^3^2  —  ^2^3  +  ^4^4  =  0, 


Pe^2—p5^'3+2h^i  =  ^, 

Pi'^-3-Pe^i^P2^'i  =  ^, 
p-,x,-p^x,+p^x^  =  0, 

—  Pl  J\  -P2  ^2  -  Pi  ^'S  =  0; 


oder   (10) 

^2^1  —  2l^2  +  36^4  =  <^» 
Qi^l  -  2-0^2  -  <?6^3  =  ^, 

und  die  Gleichungen  der  Geraden  in  EhenenJcoordinaten  (die  Gleichungen 
ihrer  Schnittpunkte  mit  den  vier  Ebenen  E^,  E,,  E.,  E^  des  Koordinaten- 
tetraeders) : 

Pz^^-Pi^h+Pi^h—^, 
PiUs—Pstii+P',Ui  =  0, 

i},/<i-iJi»2+2>6^'4  =  0; 

i>4*'l— i^5?<2-i''6«3=ö, 

Die  Gleichungen    (10)   und  (12)   sind    die   entwickelte    Foi*m    der 
Gleichungen  §  58,  (14')  und  (14). 

■>i* 


(11) 


oder    (12) 


56^'2-25''3  +  2l^'4  =  ^^ 
24"3-2g"i+22«4  =  ^J. 
'/ö^'l— 24^'2  +  33''4  =  ". 
q^U^—q.^f(,_-q.^U^=0. 
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§  59,  5 — 7. 


Die  Koordinaten  u^,  u.^,  u^,  u^  Die  Koordinaten  x^,  x.2,  x^,  x^ 


der  Verbindungsebenen  der  Geraden 
mit  den  vier  Ecken  sind  daher: 


(13) 


0 

:      % 

-Q2 

■  üi 

'h 

0 

Qi 

(h 

(h 

-fh 

0 

Ö6 

?4 

-(h 

-^6 

:  0 

der  Schnittpunkte  der  Geraden  mit 
den  vier  Seitenflächen  sind  daher: 


(13') 


0 

Ih 

-Ih-lh, 

Ih- 

0 

Ih  'Ih, 

p,: 

-i^i 

0  -Ih, 

Ih- 

-Ih 

-p,:0. 

5.  Abhängigkeit  der  vier  Gleichungen  (9)  oder  (11).  Die  Deter- 
minanten der  vier  Ebenen  (9)  oder  (13),  bezüglich  der  vier  Punkte 
(11)  oder  (13')  sind  mit  Rücksicht  auf  (5)  und  (5'): 


0          ^3- 

-1-2 

R 

qz     0 

1, 

(h 

(h  -  <h 

0 

(h 

fR  —  %  - 

-% 

0 

0 

Ih- 

-Ih 

Ih 

Ih 

0 

1\ 

P'o 

P-2- 

-Ih 

0 

Pg 

Ih- 

-2h 

-Ih 

0 

(?1^4  +  ^2(/5  +  ?3y=Ö- 


(ihPi  +  IhP:,  +  PzPj  =  ^■ 


Bei  einer  schiefen  Determinante  vierten  Grades,  die  verschwindet, 
sind  aber  stets  auch  alle  Unterdeterminanten  dritten  Grades  Null. 
(Anm.  1,  IV,  7.)     Daher  folgt  (§  48,  4): 

Jedes  der  vier  Systeme  von  vier  Gleichungen  (9)  bis  (12)  zählt, 
tvenn  die  p^.  und  q^  gegebene  Linienlioordinaten  sind,  nur  für  zwei  un- 
abhängige Gleichungen. 

6.  Vereinigte  Lage  einer  Geraden  mit  einer  Ebene  oder  einem 
Punkt  (vgl.  §  58,  (2)). 

Die  Gleichungen  (9)  und  (10)  ^  Die  Gleichungen  (11 )  und  (12) 
sind  zugleich  die  Bedingungen  der  \  sind  zugleich  die  Bedingungen  der 
vereinigten  Lage  des  PunJites  x^  und  vereinigten  Lage  der  Ebene  U/.  mit 
der  Geraden  Pj.,  g^.  der  Geraden  p^,  q^.. 

7.  Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene,  Verbindungs- 
ebene mit  einem  Punkt.     Wie  in  §48,  11   folgt: 

Der  Schnittpunld  der  Ebene  U/^  \  Die  Verbindungsebene  des  Pmik- 
tnit  der  Geraden  q,.  hat  die  Koordi-  tes  Xf.  mit  der  Geraden  p,.  hat  die 
naten: 


(14) 


(  QX^  = 
j    Q^-2  = 


Koordinaten : 

(?6"2-^/5«3+'/l".l.                    [P«l   = 

?4«3  — 56"l  +  '?2".l^ 

QUs  = 

(/.5"l-54«2+53"4; 

fh^h-Q-2^h  —  %^H- 

.  (>"4   = 

P6^2-p5^3^Pl^i, 
Pi30s-2)^Xi-\-poX^, 

}h^l-Pi^2-\-Ps^i, 

-Pi^i—lh^i—Pz^z- 
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Der    Sclinittpunkt    wird    unbe-  Die  Verbindungsebene  wird  un- 

bestimmt, wenn  mit  (12)  Gerade  I  bestimmt,  wenn  mit  (10)  Gerade 
und  Ebene  vereinigt  liegen.  |  und  Punkt  vereinigt  liegen. 

8.  Vereinigte  Lage  zweier  Geraden.  Wie  in  §  48,  12  gilt 
der  Satz  (vgl.  §  59,  :.8)): 

Die  Bedingung  der  vereinigten  Lage  ziveier  Geraden  mit  den  Ko- 
ordinaten p,.,  q^  und  p^,  q^  (die  Bedingung,  daß  sie  sich  schneiden), 
laidct: 


(15) 


>A-  pj^q^  =  0     oder 
1 

^Ihpi' 


0    oder 


2  ^^k  =  0     oder 

1 

6 

^qjcq-k'^^O. 


9.   Projektion  einer  Geraden  aus  einer  Ecke  des  Koordinaten- 
tetraeders auf  die  Gegenfläehe. 

Eine    Gerade    sei    durch    zwei  Eine    Gerade    sei    durch    zwei 

Punkte    Pi  =  x^^^\  x^^"^,  x^^^),  x^^^  Ebenen    n^  =  u^^^\  u^'^'K  mJ^),  uS^^ 


und   Pg  =  x^^'\  xf^\  x.,^^\  xf^ 


ge- 


und    77,  =  n^,  u^^^\  u^^^\  i(f^   ge- 


geben, so  daß  ihre  Strahlenkoordi-  j  geben,  so  daß  ihre  Achsenkoordi- 
naten 2h  ^^^  ünterdeterminanten  naten  q^.  die  Unterdeterminanten 
der  Matrix:  der  Matrix: 


a;/^)    x,^'^    x^^^)    a;J^) 


ä;/2) 


(2) 


x.,^')    xp 


(1) 


«3(2)     u, 


(2) 


sind.  Die  Schnittlinie  j/  der  Ebene'  sind.  Die  Verbindungslinie  "g''  des 
77  =  E^P^P^  mit  der  Ebene  E,  Punktes  P  =  E^  X  77^  X  77.  (vgl. 
(die  Projektion  der  Geraden  ^9  aus   Fig.  310  b)    ist    dann   die   Schnitt- 
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§  59,  10. 


jE4aufE4,Fig.310a)istdaiindieVer- lliüie  der  Ebenen  IJ^' = 'U^^^\  u^^ 
bindungslinie  der  Punkte  P^'  =  x^^^\  '•  u^^'^\  0  und  TI.^'  =  ^</^\  ^2^^^  ^'3^^\  ö 
x^^\  x^^^\0  und  P.'^x^^^),  A\.('V(vgl.  §57,  16);'ihre  Achsenkoordi- 
x^^^\  0  (vgl.  §  57, 16);"ihre  Strahlen- 
koordinaten sind  die  Unterdeter- 
minanten der  Matrix: 

^^^^     ,  ...        x^')     X.W     0 
(16) 


x^W 


X, 


(2) 


0 


Es  folgt  daher  mit  Rücksieht 
auf  §  29,  (10'): 

Von  den  sechs  StraMenJcoordi- 
naten  py.  einer  beliebigen  Geradetip 
in  besug  auf  das  Tetraeder  E^E^E^JE^ 
sind  2\ ,  Pi, ,  Pi  zugleich  die  Dreiechs- 
loordinaten  u^,  n.2,  u^  derjenigen  Ge- 
raden p ,  in  der  die  Ebene  E^p  die 
Ebene  E^  schneidet  (der  Projektion 
ans  E^  auf  E^). 

Für  edle  StraJden  p  einer  durch 
die  Eclie  E^  gehenden  Ebene  U  haben 
daher  die  Verhältnisse  jh  -Ih  '•  Ih 
dieselben   Werte. 


naten  sind  die  Unterdeterminanteu 
der  Matrix: 


(16') 


Ih^'^ 


u.. 


(2) 


Es  folgt  daher  mit  Rücksicht 
auf  §  56,  (16): 

Von  den  sechs  ÄchsenJcoordinaten 
qj.  einer  beliebigen  Geraden  q  in 
bezug  auf  das  Tetraeder  E^  Eo  E3  E^ 
sind  5i,  q.2,  ^3  zugleich  die  Drei- 
flachskoordinaten x^,x^,  x^  derjenigen 
Geraden  q',  welche  den  Schnittpunkt 
E^X  q  mit  der  Ecke  E^  verbindet. 

Für  alle  Strcdden  q^.  durch  einen 
in   der  Ebene   E^   liegenden   Funkt 
P    haben     daher    die    Verhältnisse 
Qi  '•  Q2  '•  Qa  dieselben   Werte. 
10.  Gerade  in  einer  Ebene  oder  durch  eine  Ecke  des  Koordi- 
natentetraeders.     Mit   der   besonderen    Annahme   2^  =  p'  und  q  =  q 
folgt  aus  §  59,  9  mit  Berücksichtigung  von  (16)  und  (16'): 

Für  eine  Gerade  Pf.  in  der  Ebene  Für  eine  Gerade  g^  durch  die 
E^verschtvinden  2ii,Pr^,  Pe,  i(^ährend\Ecke  E^  verschwinden  q^,  q^,  q^, 
1\  j  Ih  >  2h  zugleich  die  Dreiecks-  während  q^,  q^,  q^  zugleich  die  Drei- 
koordinaten der  Geraden  in  der  Ebene  flachskoordinaten  des  StraJdrs  im 
sitid  [%  49,  3;  4).  Bündel  sind  (§  49,  6;  11). 

Die  Gleichungen  der  Geraden  Die  Gleichungen  der  Geraden 
sind  dann  nach  (10)  in  Punktkoordi-  sind  dann  nach  (12)  in  Ebenen- 
naten  des  Raumes:  koordiiiaten: 


(H) 


(17') 


«4  =  0; 

und    nach    (11)    in   Ebenenkoordi-   und  nach  (9)  in  Punktkoordinaten: 
naten: 


(  ^4  =  ^S 

1     p^a\  +  2^2  ^'2  +  i^s^s  =  ö 


(18) 


ih  ■  "3  =  Ih  ■  ih 


ih- 


(18') 


Xo  :  X 


8  -  2i  :  Q2 
Qji  •  flu  •  'Ji2- 


Qs 


§  ö9,  11. 
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Liegt  die  Gerade  in  der  Ebene  Geht  die  Gerade  durch  die  Ecke 

Ej.  Eo  oder  E3,  so  tritt  für  (18^  ein:   E^,  E.^  oder  jE'g,  so  tritt  für  (18') 

ein: 


(19)  ^ 


u.,  :  u,  :  M^  -Pi-.-  Pe  :  Ih 
^  Pii  '•  Pi3  '•  Ihi} 

u,  :  i(,  :  u^  =  i>,  :  -  7)4  :  p., 
=  Pu-Pii  •2h2- 


(19') 


^'3  :x^:x^  =  q^:  —  qe:  q.^ 

=  ?u  '■  3«  :  ?3i , 
x^  :  a'2  :  a;^  =  ^5  :       q^:  q^ 

=  ?24  :  ^41   ''  1V2  ■ 


An  Stelle  von  (18)  und  (18')  kann  man  auch  sagen  (Fig.  311a;  b): 

Ist  »1°,  «j°,  11^,  «/  irgend  eine         Ist  x^,  x.^,  x^,  x^    irgend   ein 

Ebene,  die  durch  die  in  E^  enthaltene  Pmikt,  der  auf  der  durch  E^  gehen- 


X  ° 


u'uUiUi" 


Gerade  geht,  so  sind  die  Gleichungen  den  Geraden  liegt,  so  sind  die  Glei- 
der  letzteren:  chungen  der  letzteren: 

(20)   u^  :  Mg  :  n.^  =  u^^  :  u.;^  :  u^^,  (20')    x^:x^:x^=  x^^  :  xj^ 

(vgl.  §  58,  (6';0.  '  (vgl.  §  58  (6);  §  43,  (4)). 

11.  Strahlen-  und  Achsenkoordi- 
naten  der  Kanten  des  Koordinaten- 
tetraeders. Für  die  Liuienkoordinateu 
der  Kanten  e*  =  f I-  (vgl.  §59,  1)  des 
Koordinatentetraeders  ergibt  sich  aus 
(1)  und  (l'j,  indem  man  die  Kanten  als 
Verbindungslinien  zweier  Ecken  oder 
Schnittlinien  zweier  Seitenflächen  auf-  1^ 
faßt  und  die  Koordinatenwerte  §  57. 
(16j,  (16')  benutzt  (Fig.  312).  Fig  g^o. 
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§  59,  12. 


(21) 


i>l 

^^2 

2h 

Pa 

Pö 

Pe 

^1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

^2 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

^3 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

^4 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

^5 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

e« 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

2l     Q2     ü-6     (h     %     % 


(21') 


fl 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

^2 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

H 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

H 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

f,- 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

ffi 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

12.  Bedingungen  für  drei  Gerade  durch  einen  Punkt  oder  in 
einer  Ebene.     Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen,  daß 

drei  gegebene  Gerade    ■p''^l,  p^^],  p^^]  sich  paarweise  schneiden,  sind  nach 
§  59,  8: 

,22^    [  lh^''P^''  +  P^^P^^  +  iH^'hh'''  +  P."'h\'''  +  P:}^'P^^  +  P^'"P-P  -  0, 
^"  ^   \  hi  =  23,  31,  12. 

Die  Geraden  liegen  dann  entweder  alle  drei  in  einer  Ebene  oder 
gehen  alle  drei  durch  einen  Punkt. 

Gehen  die  drei  Geraden  durch  einen  Punkt  x^,  x^,  x.^^  x^,  so  be- 
stehen nach  (10)  die  zwölf  Gleichungen: 

[  Pi^'^^2  -  Prj'^^Z  +  Pl^'^^i  =  0; 

Pi^'^^-i  -  P&^^^l  +  P-I^^^i  =  0, 

Ph^'^^l  —  P^^X.^  +i>3*'^^4  =  0, 

l  — i>l^'^^"l  —  P-2^^X-2  —  P-J-'^X-s  =  Oj 

Je  drei  mit  /  =  1, 2, 3  in  einer  dieser  vier  Zeilen  enthaltene 
Gleichungen  sind  aber  nur  verträglich,  wenn  die  Determinante  der 
Koeffizienten  verschwindet.  Setzen  wir  zur  Abkürzung  allgemein  die 
Determinante: 

\P>!^Pl''Pn}''\ 


(23) 


1,  2,  3. 


(24) 


P,^''pPpy\ 


(klm), 


so  ergibt  sich  unter  Hinzufügung  des  dualen  Satzes  (vgl.  (11)):*"^) 

Wenn  die  drei  Geraden p^^\ p^'^\\  Wenn  die  drei  Geraden  p^^\p^'\ 
jj(^^  einem  Strahlhündel  angehören,  p^^^  einem  Strahl fcld  angehören,  so 
so  bestehen  neben  [22)  noch  die  Be-  bestellen  neben  (22)  noch  die  Be- 
dingungen :  dingungen : 

I  < Ö61)  =  0,     (642)  =  0,  (  (234)  =  ü,     (315)  =  0, 

^"  ^  \  (453)  =  0,     (123)  =  0.  ^""  ^  \  (12(;)  =  0,     (456)  =  0. 
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Diese  Bedingungen  sind  notwendig.  Hinreichend  ist  schon  eine 
geringere  Zahl.  Ist  etwa  jjg^'''  4=  0  ( /  =  1,  2,  3),  sind  von  den  vier 
Gleichungen  (23)  schon  die  zwei  ersten  hinreichend,  damit  der  Punkt 
x^,  X.2,  Xg,  x^  auf  der  Geraden  p^'^  liege  (§  59,  5).  Dafür  also,  daß 
alle  drei  Gerade  einen  Punkt  gemein  haben,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  dieser  den  sechs  Gleichuno-en  genüo'e: 


(26) 


i?6^'^^2  -  lh^'^^3  +  Pl^'^^A  =  0>      lh^-^^-2  -Ih^^^Z 


Ih^'x, 


0, 


Ih^''^,  -  P,^'^-h  +  p./'h',  =  0,    p,^-'%  -  ppx,  +  p^^x,  =  0, 

Die  drei  ersten  Gleichungen  (26)  sind  verträglich,  wenn  (561)  =  0; 
die  drei  letzten,  wenn  (642)  =  0;  jene  geben  dann  (Anm.  2,  II,  i^lO)): 


(28) 


pS^)   p^i-^) 


p,c^)  p^r-) 

:P^'    P.''' 


.(3)     „.(3) 


(27)  -      -      -        „„    „, 

Pe       Po 

(oder  mit  31   oder  12  für  23),  diese  aber  ebenso: 

Die  Entwickelung  der  weitereu  Bedingung,  daß  die  beiden  Werte 
x.^  :  x^  in  (27)  und  (28)  gleich  sind,  liefert  die  Gleichung  (22)  mit 
hi  =  23.  Es  sind  dann  die  drei  Bedingungen:  (561)  =  0,  (642)  =  0 
und  (22)  mit  ]ti  =  23  hinreichend  dafür,  daß  die  drei  Geraden  einem 
Bündel  angehören. 

Wetin  die  drei  Geraden  einem  StraJdenhüscliel  angehören,  sind  die 
Bedingungen  (22),  (25),  (25')  sämtlich  erfüllt. 


§  60.     Gleichungen  in  laufenden  Linienkoordinaten. 

1.    Gleichungen  eines  Punktes  oder  einer  Ebene  in  laufenden 
Linienkoordinaten. 

Sind  x^,  X.2,  X3,  x^  die  Koordi-  Sind  ;^j,  ^^^7  ^h^  "4  ^^^  Koordi- 
naten eines  gegrebenen  Punktes,  so  naten  einer  oeaebenen  Ebene,  so 
haben  alle  durch  ihn  sehenden  haben  alle  in  ihr  lieo-enden  Linien 
Linien  nach  §  59  (9)  die  Glei-  nach  §  59  (11)  die  Gleichungen  zu 
chungen  zu  erfüllen :  erfüllen : 

i   Ql  =      ^2^3  —  ^3^2  +  ^4?.4  =  ö,  I  (  P,= 


!«■ 


Wl 


Q-2  =     ^3  Ui  —^iQs-^  ^i  (h  =  0; 


Ö3  =      ^1  'I2  —  ^2  ül  +  ^4?6  =  ^-'i 


I 


"2P3  —  ^hPi  +  ^''iP\  =  ^? 
^1=     (hPi  —  f'ilh  +  fhPö  =  ^, 

l  P^  =  -u,p^  -  u,p-,  —  llsP^  =  0. 
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Dies  sind  daher  die  Gleichungen 
der  Ebene  (des  StraJdfeldes)  inLmien- 


Dies  sind  daher  die  (überzähligen) 
Gleichungen  des  Punktes  (des  Strahl- 

bündels)inLinienJ:oordinatenqf.{vg\.  Koordinaten  j^k  (vgl.  §  58,  (3)). 
§  58,  (3')). 

Die  Gleichungen  zählen  für  drei  unabhängige,  da  identisch  in  den 
Qk,  bezüglich  iy. 

(2)  .i\Q,  +  x,Q,  +  x,Q,  +  x,Q,  =  0  \C2')  u,P,+u,P,  +  u,F,  +  u,P,  =  0, 

dagegen  z.  B.  für  a;^  H=  0  die  drei  ersten  Gleichungen  (1)  nach  q^,  5-,  q^ 
auflösbar  und  daher  unabhängig  sind. 
Da  nun  auch  (vgl.  §59,  2): 

(3)  q^  Q,  +  q-2  Qo  +  %  Qz  =^iQ        I  (3'.)  Pi  Pi  +  Ih  P-2  +PsP3-  «4  P, 
so    folgt   alsdann    aus    den    drei  unabhängigen  auch   ^  =  0,   bezüglich 
P  =  0. 

Die  vier  Gleichungen  (1)  oder  (1')  zählen  hei  gegebenen  x^  oder  Uf. 
für  drei  unabhängige  (im  Gegensatz  zu  §  59,  5,  wo  die  p^,,  q^.  gegeben 
sind).  Alle  00-  Werte  der  fünf  Verhältnisse  der  q^  oder  j)^.,  die  drei 
unabhängigen  Gleichungen  (1)  oder  (!')  genügen,  genügen  sowohl  der 
vierten  als  auch  der  Bedingung  ^  =  0  oder  P  =  0. 

Daß  die  quadratische  Relation  ^  =  0  oder  P  =  0  zwischen  den 
q^  oder  ^:)^.  hier  in  Fortfall  kommt,  entspricht  dem  Umstände,  daß 
Strahlbündel  und  Strahlfeld  lineare  Liniengebilde  sind  im  Gegensatz 
zum  Linienraum,  der  eben  wegen  dieser  Relation  ein  quadratisches 
Liniengebilde  vorstellt  (§  60,  6). 

2.  Determmantenforra  der  Gleichungen  eines  Punktes  oder 
einer  Ebene.  Ist  der  Punkt  x^,  x<^,  x^,  x^  durch  zwei  Gerade  5^^) 
und  (f^'>  gegeben,  die  sich  schneiden,  so  daß  (§  59,  8): 

(4)  g,(^)g,(-'^  +  q.pqr}-'^  +  q.^'^q,^'^  +  q^q,^'^  -f  q:^q^  +  q.^'^q,^'^  =  0, 
so  müssen  diese  selbst  den  Gleichungen  (1): 

(5)  -^Vh  — '-^Vh  ^  ^'iüi  =  ^,     X3Q1  -  ^1%  +  ^iQ:>  =  ^>     ....... 

genügen  also: 


^^Ux,qf-)-x,q,(')  +  x,q,^'^=^0,     x,q,^'^  -  x,q,^'^+ x,qS'- =^0, 

Durch  Elimination    der   x  aus  (5)    und  [fS)   führt    man    aber    die 

Q.t^\  q!'''  i^  (5)  ein  und  findet: 

Die  Gleichungen  eines  Punldes  (eines  StrahlbiindeU),  der  durch  zivei 

sich   schneidende  Stralden  g/^)  und  qf^^  gegeben   ist,   sind  in  laufenden 

Linienkoordinaten : 
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(7)  ,9*^'^     5/'^     qj^^    =  0,     l'Jm  =  234,  315,  126,  456. 

qP   ql''   q,.r' 

Ebenso  folgt  dual: 

Die  Gleichungen  einer  Ebene  (eines  Strahlfeldes) ,  die  durch  zwei 
sich  schneidende  Strahlen  ^j/^'  und  p-^'^'i  gegeben  ist.  sind  in  laufenden 
Linienl'oordinaten  : 

Ih  Vi  Pm 

C^')  Ä^'^     ij/'^     ijj"   =(^;     A-?w  =  234,  315,  126,  456, 

pP     pP    Pj'^l 
(vgl.  §  59,  (24);  (25')). 

3.  Gleichung  der  Geraden  in  Linienkoordinaten.   Die  Gleichung: 

(8)        ci.^'hh  +  Q2^''p-2  +  q.^'hh  +  q.^'hh  +  q-.^''P:,  +  2,^'h\^  =  o 

6  6 

oder  ^kq^(^)p^^O       oder       ^qk^^^qk  =  0 
1  1 

wird  nacli  §  59,  8  bei  festen,  der  Bedingung: 

(9)  g/i)g/)  +  q,m,^M)  +  53(1)^,(1)  =  0 

genügenden  Werten  der  Koeffizienten  von  allen  Geraden  p,.  erfüllt,  die 
die  Gerade  q^^^'^  schneiden.  Sie  ist  daher  die  GleicJiung  der  Geraden  qj-^^' 
in  laufenden  StrahlenJcoordinaten  2h •^^^) 

Die  Koeffizienten  der  Gleichung  sind  die  Koordinaten  der  Geraden 
(vgl.  §  58,  2 ). 

Da  die  laufenden  Koordinaten  2h  neben  (8)  der  Bedingung: 

(10)  i>]  Ih  +  P2P5  +  PsPe  =  0 

genügen  müssen,  so  gibt  es  00^  Gerade,  die  eine  Gerade  g/^)  schneiden. 
Durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form  (8)  sind  die  00'^  Geraden 
dargestellt,  die  zwei  feste  Gerade  schneiden,  durch  drei  Gleichungen 
von  der  Form  (8)  sind  die  00'^  Geraden  dargestellt,  die  drei  feste 
Gerade  schneiden. 

4.  Die  Gleichungen  der  Kanten  des  Koordinatentetraeders. 
Da  nach  §  59,  11  die  Koordinaten  der  Kanten  des  Koordinatentetra- 
eders bekannt  sind,  so  foloren  die  Gleichunwen  der  Kanten: 

^1     J.     •        ^9    '"i     '        ^^    ^(\ 

^     ^      \P,  =  0      i),  =  0      n  =  o 


64  =  «1  : 

■    %  =  ^2  ■ 

:    Cg  =  «3 

g,  =  0 

q,  =  0 

qr,  -  0 

i>i=0 

P,  =  0 

/^3   =  0. 

332  §  60,  5-7. 

5.  Der  lineare  Komplex.  Der  Inbegriff  aller  oo^  Geraden  Pf., 
die  neben  der  Gleichung  (lOj  einer  linearen  Gleicliung  von  der  Form: 

(12)  a^xh  +  (hlh  +  «32^3  +  (hlh  +  ^'öÄ  +  a,a\  =  0 
genügen,  heißt  ein  linearer  Komplex}^'^) 

Er  ist  ein  allgemeiner  linearer  Komplex,  wenn  die  Koeffizienten- 
verbindung : 

(13)  A  =  «1  a^  +•  «2  %  +  a.  a^ 

nicht  0  ist,  dagegen  ein  spezieller  linearer  Komplex,  wenn  yl  =  0  ist. 

Im  letzteren  Falle  können  die  Koeffizienten  als  Achsenkoordinaten 
einer  geraden  Linie  betrachtet  werden,  und  der  Komplex  besteht  aus 
allen  Geraden,  die  diese  schneiden.  Die  Gleichung  ( 12)  kommt  dann 
auf  die  Form  (8)  zurück. 

Die  Koeffizienten   der  Gleichung  (12)  heißen   die  Koordinaten   des 

linearen  Komplexes  (Komplexkoordinaten).    Ihre  fünf  Verhältnisse  sind 

im    Gegensatz    zu    den    Koordinaten    der    Geraden    ganz    uncdjhängige 
Größen.112) 

6.  Transversalen  von  vier  Geraden.  Eine  Gerade  p^.,  die  vier 
teste  Geraden  qj^^\  q^'^\  q^^\  qj-^'»  schneidet,  hat  nach  §  (10,  3  den  fünf 
Gleichunj^en  zu  genügen: 

.  üi^'hh  +  q2^^^P2  +  (h^'hh  +  Qi^'hh  +  fh^^hh  +  'h^'hh  =  0, 

(lö)  pjy^  +  2J2Pr,  +  PsPe  =  0. 

Da  dies  vier  lineare  und  eine  quadratische  Gleichung  für  die  fünf 
Verhältnisse  Jh  '■  P»  '•  Pz  '■  Pi  '■  ik,  -Pf,  sind,  so  ergibt  sich:^^^) 

Es  gibt  im  allgemeinen  zwei  Gerade,  die  mit  vier  gegebenen  Ge- 
raden vereinigt  liegen  (die  beiden  gemeinsamen  Transversalen  der  vier 
Geraden). 

Dieser  Satz  steht  im  Gegensatz  zu  den  analogen  Sätzen  f§  58,  11): 
Es  gibt  im  aUgemcinen  einen  Es  gibt  im  allgemeinen  eine 
Punkt,  der  mit  drei  Ebenen  ver-\  Ebene,  die  mit  drei  Punkten  vereinigt 
einigt  liegt  (den  Schnittpunkt).  \  liegt  {die   Vrrhindungsebene). 

Daher  gehört  die  Liniengeometrie  im  allgemeinen  nicht  in  die 
Geometrie  der  linearen  Gebilde. 

7.  Hyperboloidische  Lage  von  vier  Geraden.  Wenn  vier  Gerade 
im  Räume   so   gelegen   sind,    daß  jede   der  oo^  Geraden,   die  drei  von 


§  61,   1—2. 
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den   vier  Geraden   schneidet,   auch   die   vierte  schneidet,   so  sagt  man, 

daß  sie  Iniperholoidische  Lage  haben. ^^^)    Es  muß  dann  jede  Gerade  j?^., 

die  dreien  von  den  Gleichungen  (14)  genügt,  auch  der  vierten  genügen. 

Die  Bedkigimg  für   die  hyperholoidische  Lage   von    vier    Geraden 

q^'\  <iF\  q^'\  #^  ist: 


(1) 


-(1) 


qi'-'   ^2'"'   (I3'''   ai 


(1) 


(16) 


(2) 


,(2) 


(2) 


q^y^>     q,y->     q.^^^>     q^^^>     qA^>     q. 


(2) 


% 


.(2) 


^6 


(1) 


(3) 


,(3) 


q^^"'     q^^->     q^y'     q^ 


(3) 


(4) 


^2 


(4) 


53^^^       1i 


.(3) 
(4) 


^5 


(3) 


/-W 


=  0. 


Sie  entspricht  den  Bedingungen  §  b'S,  (14')  und  (14)  dafür,  daß 
drei  Punkte  in  gerader  Linie  liegen  oder  drei  Ebenen  durch  eine 
Achse  gehen. 


§  61.     Vier  Ebenen  und  ihre  Determinante. 

1.    Die  Gleichungen   und  die  Determinante  von   vier  Ebenen. 

Vier  Ebenen  E^,  l  =  1,2,  3,  4,  seien  durch  ihre  Gleichungen  in  Tetra- 
ederkoordinaten: 


(1) 
oder: 


A3  =  a.^^x^  -\-  a^^x^  -\-  033^3  -\-  Cf'34Ä^4  =  U, 

^    ^i  =  «41-^1   +   «42 '^'2  +  «43^3   +  «44 ''^4  =  ^J 


X, 


2  "f^^^^ 


0 


gegeben.     Ihre  Determinante: 


(2) 


Ä  = 


«1.,     a. 


a.w     «,„ 


«14 
«24 
«34 


a 


44 


hat  16  Unterdeterminanten  dritten 
Grades,  die  wir  nach  Anmerkung  1, 
IIT,  2  mit  Aj^i,   und   36  Unterdeterminanten   zweiten  Grades,   die   wir 


ebenso  mit  a^j  bezeichnen. 


2.  Die  Ebenen  bilden  ein  Tetraeder.  Wenn  die  Determinante  Ä 
vom  Range  4  ist,  d.  h.  wenn  sie  nicht  verschwindet,  so  bilden  die  vier 
Ebenen   nach  §  51,  7  ein  Tetraeder  (Fig.  313)-     Die  lujordinaten  der 
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vier  Eckpunkte  E^  des  Tetraeders,  der  Schnittpunkte  je  dreier  Ebenen  (1), 

sind: 

■  .r,(^) :  rr,(^)  :  x,^^) :  x^')  =  A,,  :  .4,,  :  A,,  :  A,„ 

^•,(2)  :  äV^)  :  ^3(2)  :  ;r,(^)  =  A,,  :  .4,,  :  ^,3  :  A,„ 
:r/3)  :  a(^)  :  X,^') :  ä:,(3)  =  A,,  :  ^3,  :  .433 
.•,(^)  :  x,(*) :  ^3^  :  x,^'^  =  ^,,  :  A,,  :  ^,3 


(3) 
oder : 


^^3 
A, 


QX,^')  =  A,,. 


Die  Achsenkoordinaten  der  sechs  Kanten  f^,.  =  E;  X  E,,^  des  Tetra- 
eders (wo  Im  die  Ä'*^  Kombination  der  Reihe  23,  31,  12,  14,  24,  34 
ist),  der  Schnittlinien  je  zweier  Ebenen  X^  =  0,  X,,^  =  0,  sind  nach 
§  59,  1: 


(1) 


(1) 


(4) 


oder: 


(2) 


(1) 
4 

(2) 


(')  :  r/ (1) 


cc. 


I0"  '■  Ig 


«1 


.(3) 


q^^-'' :  q^^"' :  q^ 


(3)  .  ^  (3) 


^^(3) .  ^^(3)  .  q^ 


^^21  :  0'22  •■  «23  •  ^24 

^^)  =  «91  :  «0.1  :  cCoo  :  a 


Cio, 


'31 


^•32 


'33 


34 


«3-,  :  « 


3fi? 


Qi 


(4) 


,w 


W  !  ^.W 


^2^^^ :  (is'^' '  ^r  •  1. 


.W 


36 


(4)  = 


41 


:  «,0  :  « 


(1-^^^  •■  Qs 


(5) 


g/) :  qA^)  :  g^(5)  =  a,. 


"42 


«« 


43 


« 


44 


a 


a, 


c(-.^  '•  C(- 


^  q^''^ :  q2''^  •■  qz^'^  -  q,^'^  -  q,^'^  -  q. 


(6) 


ß^ei    •    «CO    •    Wr!»    ■   t^i 
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45  •  '*46? 
«•,5  :%6; 

«cc  :  «c 


*65 


*66  7 


(>#'^  =  «i-r 


Die   Koordinaten   der  vier  Ebenen    E^.  des   Tetraeders   selbst  sind 
nach  (1): 


'  Mj 


(5) 
oder: 

(6) 


u. 


(1) 

(2) 


:  H, 


(2) 


Mo 


(1)  = 
4 

(2)  = 


0,0  :  «,o  :  rt 


'12 


13 


M4  7 


Wi(3) :  w./)  :  «3(3)  :  «^ 


(8) 


^22  •  ^^23  •  ^24  > 

^32  :  ^33  :  «34; 


[  m/^)  :  u,^'^ :  u,^^^  :  «^('^^ 


W 


O42  :  « 


43 


rt 


44» 


Die  Relationen  (Anm.  1,  III,  (17)): 

f  A  für  /  =  k 
1  0    für  /  4=  Ä- 


Xf'  ^'n^'^Jm 


drücken  daher  aus,  daß  die  Ebene  E^.  und  die  Ecke  Ej  getrennt  oder 
vereinigt  liegen,  je  nachdem  l  =  k  oder  l  4=  k  (vgl.  §  58,  (2)).  Die 
Relationen  (Anm.  1,  III,  (19)): 

^  (  .4  für  ?  =  ^ 

''"^(Icin   dlrn 
1 


iV 


2- 


\  0    für  l  4=  k 
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bedeuten,  daß  die  Achsen  e,.  nnd  £,  windschief  oder  vereinigt  liegen, 
je  nachdem  l  =  k  oder  l  4=  k  (vgl.  §  59,  (15)).  Endlich  die  Relationen 
(Anm.  1,  m,  (20)): 


(8) 


^rn  UkmCCkm  =  0 


geben   für    die   Achsenkoordinaten    qj''^   der    Kante   e^  die    identische 
Gleichung  §  59,  ('5). 

3.    Die    vier   Ebenen    gehen    durch    einen    Punkt.      Wenn    die 
Determinante  Ä  vom  Bange  3  ist,  d.  h.  wenn  A  =  0  ist,  ohne  daß  alle 


U^iO 


Fig.  314.  Fig.  315. 

16  ünterdeterminanten  A/.^  verschwinden,   so    gehen   die   vier  Ebenen 
nach  §  58,  11  durcJi  einen  Piinlt  (Fig.  314),  dessen  Koordinaten  sind: 

(9)  x^:x^:  x^:  x^  =  A^  :  A^^  :  As  :  ^4, 

mit  Ä-  =  1,  2,  3  oder  4. 

Zwischen  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (1)  besteht  die 
Identität  (vgl.  §  58,  10): 

(10)  X,  X,  +  AgX,  +  A3X3  +  A,X,  =  0, 
in  der  die  konstanten  Faktoren  die  Werte  haben: 

(11)  Aj  :  A.,  :  A3  :  Ajj  =  ^ij :  ^„j :  yigj :  A^^, 

mit  l  =  1,  2,  3  oder  4. 

Die  sechs  Kanten  s^  gehen  ebenfalls  durch  den  Punkt  (9),  sind 
aber  im  allgemeinen  noch  getrennt  (Fig.  314). 

Die  vierfache  Darstellung  der  Werte  x^ :  x.2  :x^:x^  oder  A^ :  A^ :  A3 :  A^ 
in  (9)  und  (11)  beruht  auf  dem  Satze  (Anm.  1,  III,  (21)),  daß  alle 
Unterdeterminanten  zweiten  Grades  aus  den  .4^.^  verschwinden,  also: 


(12) 


A 


A. 


k  m         ''    k  a 

4  4 


0. 
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4.  Die  vier  Ebenen  gehen  durch  eine  Achse.  Wenn  die  Deter- 
minante vom  Range  2  ist,  d.  h.  wenn  alle  16  ünterdeterminanten 
Aj.^  =  0  sind,  ohne  daß  alle  36  Unterdeterminanten  «^^  verschwinden, 
so  gehen  die  vier  Ebenen  nach  §  58,  7  diircJi  eine  Achse  (Fig.  315), 
deren  Koordinaten  sind: 

(13)  qi-q2'Q3'Qi'^5-Q&  =  «ii  :  «i2  :  %3  •  «ist  :  «iö  '■  ^kc>, 

mit  /.•  =  1,  2,  3,  4,  5  oder  6. 

Zwischen  den  linken  Seiten  von  je  drei  Gleichungen  (1)  besteht 
eine  Identität  (§  58,  6): 

U,X,-X,X,i-l,X,=^0,  X^X,-k,X,^X,X,  =  0, 
^  ^  1  ^5  X,  -  X^  X,  +  X,  X,  =  0,  X,  X,  +  X.,  X,  +  A3  X,  =  0 , 
wo  die  konstanten  Faktoren  die  Werte  haben: 

(15)  X^  :  X,  :  A3  :  2^  :  A5  :  Aß  =  «1 ,  :  a.-,,  :  a.^i  :  a^, :  a^, :  a^j, 

mit  /  =  1,  2,  3,  4,  5  oder  6. 

Die  sechsfache  Darstellung  der  Verhältnisse  der  q,.  und  A;,.  in  (13) 
und  (14)  beruht  auf  dem  Satze  (Anm.  1,  III,  C-'2)),  daß  alle  Unter- 
determinanten zweiten  Grades  aus  den  cc^^  versclnvinden,  also: 

(16)  ''""     "''""    =0. 

5.  Die  vier  Ebenen  fallen  zusammen.  Wenn  die  Determinante 
A  vom  Hange  1  ist,  d.  h.  wenn  alle  36  Unterdeterminanten  «ji.,  =  0 
sind  (§  58,  5),  ohne  daß  alle  Elemente  %j  verschwinden,  so  fnJJen  die 
vier  Ebenen  (1)  in  eine  Ebene  zusammen,  deren  Koordinaten  sind: 

(17)  «1  :  »2  :  %  :  «*4  =  %i  =  <^k-  '  «m  '•  «a-i? 
mit  h  =  1,  2,  3  oder  4. 

Zwischen  den  linken  Seiten  von  je  zwei  der  Gleichungen  (1)  be- 
steht eine  Identität  von  der  Form  (§  ÖX,  4): 

(X,X,-  A3 X,  =  0,     A3 X,  -  A, X3  ==  0,     A, X,  -  X, X,  =  0, 
^     M.  AiX,-A,Xi  =  0,     A^X.-A.X.  =  0,     A3X,-A,X3  =  0, 

wo  die  konstanten  Faktoren  die  Werte  haben: 

(19)  Aj  :Av,:A3:A,  =  0i,:r(,^:a3,:a,„ 

mit  /  =  1,  2,  3  oder  4.     Es  ist  i;Anm.  1,  III,  (23)): 

(20)  '  "*"*     "'""    =  0. 
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§  62.     Transversalen  des  Tetraeders  in  liyperboloidisclier  Lage. 

1.    Strahlen   durch,   die  Ecken   und   in   den   Seitenflächen    des 
Tetraeders. 

Vier   durch    die  EcJcen  E^,  E.,,  Vier  in  den  Seitenflächen  Ej ,  Eo , 

E^,  E^  des  Koordinate»t€traeders  E.^,  E^  des  Koordinatentetraeders 
gellende  Strahlen  haben  nach  §  59,  ■  liegende  Strahlen  haben  nacJi  §  59, 
(18');  (19')  in  laufenden  Punktko- \  (IS)]  (19)  in  laufenden  Ebenen- 
ordinaten  die  Gleichungen:  hoordinaten  die  Gleichungen: 


(1)  I 


•^1  •  "^2  •  '^3  ^  ''41  •  ^42  •  ^'43? 


iu.  :  H3  :  u^  =  h^,  :  b,^  :b^^, 

I    ^<3:  «<1  :  »4  =  ^23^^21   :^24. 


u,  :  u^  =  631 
"2  :  ^'3  =  ^41 


^32  •  ''34> 


wenn  ihre  Achsen-,  bezüglich  Strahlenkoordinaten  in  folgender  Weise 
bezeichnet  werden: 


2i     (h     Q-6       Q.i 


^6 


1\     Ih     Ih      Pi      Po      Pe 


«44 

0 

0 

0  - 

-«13 

«12 

?>14 

0    0 

0 

-^13 

K2 

0 

«24 

0 

«23 

0     - 

-«21 

C-^'J 

0 

^24       0 

^23 

0  - 

-^21 

0 

0 

«34- 

-«32 

«31 

0 

(J 

0      &3,- 

-^32 

^31 

0 

"41 

«42 

«43 

0 

0 

0. 

K 

^42     ^43 

0 

0 

0. 

(2) 


2.  Bedingung  für  die  hyperboloidische  Lage  der  vier  Geraden. 

Die  vier  Geraden  (1)  liegen  nach  Die    vier    Geraden    (1')    liegen 

§  60,  7  hyperboloidisch,  wenn  jede   nach  §  60,  7  hyperboloidisch,  wenn 

Gerade^;,  die  den  drei  Gleichungen:  jede  Gerade  5,   die   den    drei  Glei- 

; chungen: 

[    «14^^   -  ('iZPö  -r  «122^6  =  0;  (    Wi'll  —  KbQö  +  ^12  56  =  0, 

(3)    j  a,jh  —  (uah  -T  ciosPi  =  0,      ,  (3')  I  b,^fj.2  —  b.^ci^  +  &,3  54  =  '^ 

'    «34i>3  -  «32iJ4  +  «31P5  =  0  I    &3^53  -  b.^.q^  +  h^^rj-,  =  0 

genügt,  auch  der  Gleichung:  genügt,  auch  der  Gleichung: 

("l)     «41Ä  +  «42i\^  +  «43i^3  =  0  (4')     &41^il   +  ^42^i2  +  ^43(Z3  =0 


genügt. 


genügt. 


Setzt  man   die   aus   (3)  berechneten  Werte  pi,  P-2,  Ps  "^  •■1)  ^^^, 
so  fols-t: 


«i3i^5  —  «läiÄ; 


+  «42 


«siiA;  —  "isPi 


-f  «, 


«3  2^4 


»SlP. 


«14  "'  «24  *"  «34 

und  damit  diese  Gleichung  in  p^,  ^;-,  jh  identisch   sei: 

Staude,  analyt.  Geometrie.  22 


^=0, 
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^^43    ^  ^'ii 

32 

Ö34         "■  Ct. 2  4 

oder 

(5) 

Danach  ist  zuerst: 


0,        ^   «13 


f'«3>-0: 


«49  «4, 


«äS 


(6) 


^3  2        ^24        ^1^        ^34        ^21    ^^14 
«34    *   «23    "   «14        «31    '    «24    «12 


«8  2    «19    «21    -| 

«23    «31    «12    "~ 


Wir  können  nun  in  (1),  da  es  in  jeder  einzelnen  Zeile  nur  auf 
die  Verhältnisse  der  drei  Konstanten  ankommt,  ohne  Beschränkung: 
%2  ^^  ^'21  j  ^*23  =  '^'32   setzen  und   haben  damit   nach  (6)   auch  a^g  =  «gj. 

Dann  wird  nach  (5): 


«42    _   «24 

^    ^ 

«84 

O4I    ^   « 

«4S                «S4 

«4T 

fl,      ' 

0.0        a 

Wir  können  wieder  ohne  Beschränkung  «^  =  «04  nehmen. 


Dann 


folo-t: 


a...  =  «« 


«1,  =  rt, 


Damit  die  vier  Geraden  (1) 
Ityperholoidisch  liegen,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß: 

(3)  %  =  «u-- 


Damit  die  vier  Geraden  (!') 
hyperholoidisch  liegen,  ist  notwendig 
und  hinreicJtcnd,  daß: 


Man  kann  den  Satz  mit  sechs    unabhängigen  Konstanten   Uf.  und 
Vj.  (Je  =  1,  2,  3,  4,  b,  6)  auch  so  aussprechen: 

Vier  durch  die  Eden  des  Tetra-  i  Vier  in  den  Seitenflächen  des 
eders  gehende  Strahlen  sind  in  hyper-  \  Tetraeders  liegende  Strahlen  sind  in 
holoidischer  Lage,  ivenn  ihre  Glei-  hyperholoidischer  Lage,  tvenn  ihre 
chungen  (1)  die  Form  hahen:  Gleichungen  (!')   die  Form   haben: 


(8) 


tA/9    •    JOt}    *    J'-'A     /**{   •    .'*0    •    5*' 4.» 

x.^  :  X-^^  '.  x^  =  Uj :  U3  :  ^^5, 
x^  :  x^  :  Xj^  =  u.,'-  Hl  :  [i^, 


X, 


lA-  9      •     lA^O      i^  J 


U-, 


u. 


"3  •  «4  =  ^3  '•  V.2  •■   V^, 


(8') 


?f,  :  n,  '.  n.  =  V,  :  Vo 


n.  :  H,  :  « ,  =  ?'.,  :  v. 


V  /?!  :  u,  :  Hg 


i'.-.  :  Va 


3.    Harmonikalbezieliungen    der    hyperboloidischen    Strahlen. 

Der  Schnittpunkt  des  vierten  durch  die  Ecke  E^  gehenden  Strahles  (8 ) 
mit  der  Gegenebene  E^  hat  nach  §  57,  15  in  bezug  auf  das  Dreieck 
E^E^E^  dieser  Ebene  die  Dreieckskoordinaten: 


tA-l        •»/'(>«tX-Q       U    j 


Die   Harmonikale   dieses  Punktes   in   bezug;  auf  dasselbe  Di*eieck 
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hat  nach  §  '2S,  11   die  Linienkoordinaten: 

1       1 
."4  '  fi.-i 


H-,  :  i(o  :  u-y  = 


Dies  sind  aber  nach  §  57,  15  und  §  59  (20)  zugleich  die  Glei- 
chungen der  Harmonikale  in  Ebenenkoordinaten. 

Die  Verbindungsebene  der  vierten,  in  der  Ebene  E^  des  Koordi- 
nateutetraeders  liegenden  Geraden  (ß')  mit  der  Gegenecke  E^  hat 
nach  §  57,  15  in  bezug  auf  das  Dreiflach  E^EoEg  die  Dreiflachskoor- 
dinaten tt-^  :  it.2  :  «3  =  /'^  :  v^  :  v^.  Der  Harmonikaistrahl  dieser  Ver- 
bindungsebene in  bezug  auf  dasselbe  Dreiflach  hat  daher  nach  §  56, 
(33)  die  Strahlenkoordinaten: 

_   _   1    .   1       i 

^  -  ^  U,  H-,  Ug 

Dies  sind  wiederum  (§  57,  15)  zugleich  die  Gleichungen  dieses 
Harmonikalstrahles  in  Punktkoordinaten.     So  folgt  allgemein: 

Die  SchnittpunJite  der  vier  durch  |  Die  Verhindungsehenen  der  vier 
die  Ecl-en  des  Tetraeders  geltenden  in  den  Seitenebenen  des  Tetraeders 
Strahlen  (8)  7nit  den  Gegenehenen  liegenden  Strahlen  (8')  mit  den  Gegen- 
hahen  in  hemig  auf  das  Dreieck  der  ecJcen  Jtahen  in  hesug  auf  das  Drei- 
in diesen  liegenden  Ecl-en  des  Tetra-  flach  der  durch  diese  gellenden  Seiteit- 
eders  die  Harmonihallinien :  ebenen  des  Tetraeders  die  Harmoni- 

Ticdstralden: 


(  u.-,  :  u. 


u.,  :  u. 


(9) 


«1  :  «o  :  u. 


u.  :  u.^  :  Uo  =  — 


1 

1 

1 

."s 

■   f  a 

■   H 

1 

1 

1 

,"1 

.«.i 

Wr, 

1 

1 

1 

fi. 

."1 

f^6 

1 

1 

1 

:9') 


tt/t*  •  t/  -(  ■  t//  *  — '- 


Diese  Gleichungen  haben  aber 
mit       =  v^  die  Form  (8').   Es  folgt 

also:''*'^) 

Liegen  vier  durch  die  Eclcen  des 
Tetraeders  gehende  Strahlen  hyper- 
holoidisch,  so  liegen  auch  die  Har- 
monihallinien  ihrer  Schnittpunlie  mit 
den  Gegenebenen  hyperboloidisch. 


Diese  Gleichungen  haben  aber 
mit        =  U/.  die  Form  (8).  Es  folgt 

also: 

Liegen  vier  in  den  Ebenen  des 
Tetraeders  verlaufende  Strahlen 
hyperboloidisch,  so  liegen  auch  die 
Harnion  llalstralden  ihrer  Verbin- 
dungsct)cnen  mit  den  Gegenecken 
hypoboloidisch. 

22* 


(10) 
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Die  Beziehung  zwischen  den  vier  Strahlen  durch  die  Ecken  und 
den  vier  Strahlen  in  den  Seitenebenen  des  Tetraeders  ist  nach  der 
Form  der  Gleichungen  (8),  (9)  und  (8'),  (9')  reziprok  (vgl.  §  55,  9). 

4.  Hyperboloidiselie  Lage  der  Höhen  eines  Tetraeders.  Sind 
die  Seitenflächen  eines  Tetraeders  E^E^E^E^  in  bezug  auf  das  Koordi- 
natensystem Oxyz  in  doppelter  Bezeichnung  durch  die  vier  Gleichungen 
gegeben: 

i  X^  =  a^^x  +  ciy^y  +  «13^  +  «u  =  a^x  +  \ij  +  c^z  ^  d^  =  0, 

X,  =  «21-^'  +  «22^  +  ^S'^  +  ^%4  =  ^-2^  +  ^2^  +  <^-2^  +  d.^  =  ^, 

Xg  =  a^^x  +  «32?/  +  a^^z  +  «34  =  «3^'  +  hy  +  ^3^  +  f^3  =  0, 
\  X^  =  a^^x  +  üj^y  +  a^z  +  a^  =  a^x  +  h^y  +  c^z  +  d^  =  0, 

so  sind   die  Gleichungen   einer  beliebigen   durch   die  Ecke  -£\  gehen- 
den Geraden  nach  §  53,  (6): 

(11)  X^:  X^:  X^  =  7'2  :  v^  :  r^ 
oder : 

(12)  v^Xg  — 1/3X^  =  0,     v.,X^  —  v^X.,  =  0,     v^X^  —  v.,X^  =  0. 

Die  Richtungskosinus  dieser  Geraden  verhalten  sich  nach  §  48, 
(19)  wie  ihre  drei  ersten  Achseukoordinaten  ^237  Qsiy  ^'12 5  diese  aber 
sind  nach  §  48,  (3j  proportional  den  Unterdeterminanten  der  Matrix: 

■^2^41  ~  "^4^21  ^2^42  ~  ''^4^22  ^2^48  ~  '^4^23 

^^3%!  —  '^2%1  ^3  «22  —  '^2^2  ^3%3  —  ^2^33 

also  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  §  61,  1: 

2-3  •  2-31  '•  2l2  =  «61^2  -  «Öl-^S  +  «11  ^4  :  «62  »^'  "  «52 '»^3  +  «12^4 
•  «63^2  -  «53^3  +  «13^4- 

Soll  diese  Gerade  auf  der  Seite  X^  =  0  senkrecht  stehen,  muß 
nach  §41,(5)  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  q: 

«61^2  —  «51  ^^3  +  «11 1^4  =  (»«117 
«62^2  —  «52*'3  +  «12^4  =  P«12J 
«63^2  —  «53  «^3  +  «13  »^4  =  9«13- 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  den  Verhältnissen  der 
^2,  ^'3,  n  gibt  (Anm.  2,  II,  2): 

^'u        «51        «11  '  «61        f'n        «11  «61        «51       «' 

(13)  ^2  •  ^3  =   «^4  =     «12        «52        «12      '•  "     «62       «12        «12      '■     «62       «52       « 


'11 


12 


«13        «53       «13  '  «63       «13       «13  «63       «53       «13 

Nun  sind  die  Elemente  der  zweiten  der  beiden  folgenden  Deter- 
minanten : 
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«21 


'62 


ö?22       ^23  ^'^i  ^^'^ 

«32       «33    '  —«51        —«52        —«53- 

•41        «42        «43  «11  «12  «13 

die  ünterdetermiuanten  der  ersten;  die  Unterdeterminauten  der  zweiten 
also  proportional  den  Elementen  der  ersten  (Anna.  1,  II,  (5;).  Daher 
gibt  die  Entwicklung  von  (13): 

V,  :vs:v^  =  a^^a.^^  +  «12  «22  +  «13  «23  •  «11  «31  +  «12  «32  +  «13  «33  =  «ii«4i  ' 

+  «12  «42  +  «13  «43- 

Da  Entsprechendes  für  die  drei  anderen  Höhen  gilt,  so  folo^t 
unter  Übergang  zu  der  einfacheren  Bezeichnung  (lOj: 

Die  Gleichungen  der  Höhen  des  durch  die  Gleichungen  (10)  ge- 
gebenen Tetraeders  sind  (vgl.  §  25,  (17): 

(  -^^2:^3  =  ^4  =  «1  «2  +  ^1  ^2  +  flC2'«l  «3  H-^I^S  +  ^I^'S^^I  «4+^1  ^4+^1^4? 
X3:Xi:X4=  «2  «3  +  ^2  ^3 +  C2C3:«2«l  +  '^2&l+C2Ci:«2  «4  +  ^2^4  +  ^2^47 

X^:X2:X^  =  a^a^-\-W-\-c^c^:a.^a2-{-hsh.^i'C.^Cf.a.^a^-^d^\i-c^c^> 
y  X^:X/.X..  =  a^a^^hih^  +  c^c^ia^a.,  +  hjj^_  +  c^c,:a^a^  +  hj)^  +  c^c.. 

Da  man  nun  nach  §  57,  (1)  X^,  X^,  X^,  X^  als  Tetraeder- 
koordinaten i\,  X2,  Ä'g,  cc^  in  bezug  auf  das  betrachtete  Tetraeder  (10) 
auffassen  kann,  so  haben  die  Gleichungen  / 

(14)  die  Form  (8)  und  es  folgt:  /        /        / 

Die  vier  Höhen  eines  Tetraeders  haben 
hijijerholoidische  Lage. ^^) 

5.    Satz    über    zwei    Tetraeder. ^^^) 
Die  Gleichungen: 

i  X-,  :  x.j  '.  X«  '.  X,  =  a-..,  :  «,.,  '.  a,a  '.  a., ,, 


(14^ 


(15)  { ^' :  '■■ 

I       i/^i       a     «^Q      .      Jbn 

\  Xy  '.  X2  '.  X-j 

in  denen: 
(16) 


X^  fljx   :  f'22  ■  «23  •  «24  > 


^4  «31 

OÜA  =  «., 


a.. 


a,,  =  a, 


Fig   316. 


sei,  geben  bei  festem  a^^  (Je  =1=  l)  nach  (1)  und  (7)  eine  Parameter- 
darstellung der  vier  durch  die  Ecken  E^,E.,E^,E^  des  Koordinaten- 
tetraeders gehenden  hyperboloidischen  Strahlen  (1)  mit  den  Parametern 
«U5  «22 >  «337  «44  (^gl-  §  ^^^7  15)-  Den  uechselnden  Werten  der  Para- 
meter entsprechen  die  bezüglich  auf  den  einzelnen  Strahlen  liegenden 
Punlte.    Vier  feste  Werte  dieser  Parameter  bestimmen   dahej-  die  Ecken 
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eines  ziveUen  Tetraeders  (Fig.  316),  die  bezüglich  auf  den  vier  Trans- 
versalen (15)  des  ersten  Tetraeders  liegen. 

Die  Seitenflächen  dieses  zweiten  Tetraeders  haben  aber,  da  seine 
Eckpunkte  die  Koordinaten  (15)  haben,  ihrerseits  (nach  §  61,  2,  dual 
genommen)  die  Koordinaten: 

1  :  lu  :  u^  :  u^  =  A^^  :  A^._  :  Ä^^  :  A^^, 


(1^)  i 


h  '  «3 


i^  :  «2  :  u^  :  «^  =  A^^  :  A^,  :  A.^^  :  A 


34> 


n^  :  «2  '  «3  :  «4  =  A^^  :  J.42  :  A^.  :  A^ 


wo  die  Af.^  die  Unterdeterminanten  dritten  Grades  der  Determinante 
der  a^.;  sind.     Für  diese  folgt  (Anm.  1,  IV,  6)  aus  (16): 

(18)  _      ^  Ai  =  A,' 

Nimmt  man  nun  in  (1'): 

(19)  hi  =  Ai  (/••  +  0, 

so  enthalten  die  Gleichungen  (17)  bei  festen  A^^  (/.•  =|=  /)  unabhängig 
für  sich  betrachtet,  eine  Parameterdarstellung  der  vier  Strahlen  (1') 
mit  den  Parametern  A-^^^,  A^^,  A^^,  A^.  Den  ivecltselnden  Werten  der 
Parameter  entsprechen  die  bezüglich  durch  die  einzelnen  Strahlen 
gehenden  Ebenen. 

Zu  diesen  Ebenen  gehören  nun  die  Seitenflächen  des  zweiten 
Tetraeders,  für  die  A^^,  A.;,.^,  A^.^,  A^  feste  Werte  haben.  Mit  anderen 
Worten:  die  Strahlen,  in  denen  die  Seitenflächen  des  zweiten  Tetra- 
eders die  Seitenflächen  des  ersten  schneiden,  sind  unter  der  Annahme 
(19)  durch  (1')  dargestellt  und  sind,  da  (7')  nach  (Is)  erfüllt  ist, 
hyperboloidisch.     Es  folgt  also  unter  Hinzufügung  des  dualen  Satzes: 

Wenn  die  Verhindungslinien  ent-  Wenn  die  Schnittlinien  entsiyre- 

sprechender  Eelpunlcte  ziveier  Tetra-  chender  Seitenebenen  ziceier  Tetra- 
eder hyperböloidiseh  liegen,  so  sind  eder  Ju/perboloidiscJi  liegen,  so  sind 
auch  die  ScJinittlinien  entsprechen-  auch  die  Verbindungslinien  entspre- 
der  Seitenebenen  der  beiden  Tetra-  chender  Ecl-en  der  beiden  Tetraeder 
fider  in  hgperboloidischer  Lage.  in  Itgperboloidi scher  Lage. 


§  63.    Die  Transformation  der  Tetraederkoordinaten. 

1.  Allgemeine  Form  der  Transforraationsformeln. "')  Zwischen 
den  homogenen  gemeinen  Koordinaten  x,  ij,  z,  t  eines  Punktes  in 
bezug  auf  das  Achsensystem  Oxyz  und  seineu  Tctraederloordinaten 
x^,  A'2,  ^3,  x^   in   bezug   auf  das  Koordinateutetraeder  EyE^E.^E^  be- 
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Fis  oi; 


stehen  die  Gleicliuugen  §  57,  (1)  und  (4).  Zwischen  x,  y,  z,  t  und 
den  Tetraederkoordinaten  y^^  7/o,  y.^,  y^  in  bezvig  auf  ein  anderes  Ko- 
ordinatentetraeder J^J^J.^J^  bestehen  die- 
selben. Gleichungen,  nur  mit  anderen 
Koeffizienten  (Fig.  317 1.  Man  hat  da- 
her unter  anderen  die  Beziehungen  (vgl. 
§30,  1): 

'  Q  Ä'i  =  f'i  •''  -f  ^1  i/  —  <"i  ~  -r  f?i  ^  r 
QX.2  =  flo-^  -r  ^2?/  +  f'ä-?  -i-  djj 
QX^  =  a-iX  +  \y  +  C.Z  +  d^t, 
l  QX^  =  a^x  -f  h^y  +  f^^  +  dj,  -^ 

r  öj;  =  .•!/;?/,  4-  A,'y,  —  Ä/ y^ 
B,'y,  -f  B:y,  -f-  Sg'^/s 

Q'y.  +  C^y, 

[at  =  D^'y^  -r  D.'y,  +  I)^ y. 

Durch  Substitution  der  Werte  x,  y,  z,  f  in  die  Ausdrücke  für 
x^,  x^,  x.^,  x^  erhält  man  zwischen  den  a\,  x^,  x.^^  x^  und  den  y^, 
y^)  tkj  Vi  Gleichungen  von  der  Form: 

9 '"^2  =  ^21 //l   +  ^22^/2   +  (^2zlh  +  ^24^4  7 


\0.  =  C^ij^ 


-^4'i/4, 
^4' 2/4; 
Q'?/4.- 


(1) 


^ 


Zivischen  den  Tetroederloordinaten  eines  Punlfes  in  hezug  auf  zivei 
verschiedene  Koordinatentetraeder  bestellen  stets  Gleichnngen  von  der 
Form  (1).*-J 

Da  sowohl  die  Verhältnisse  der  x^,  x.-,,  x.^,  x^  als  auch  die  der 
Vxy  ?/2'  ^3«  i/4  i^ach  §  57,  2:  4  in  umkehrbar  eindeutiger  Beziehung 
zu  dem  Punkte  stehen,  müssen  die  Gleichungen  (1)  auch  nach  den 
?/i7  .¥2;  y-i^  2/4  ^i^  ^^^  einen  Proportionalitätsfaktor  6  eindeutig  auf- 
lösbar sein.     Ys  ist  daher  die  Determinante: 

{2)  C=    e,,    4=0. 

*2.  Die  Elemente  des  neuen  Koordinatensystems  bei  gegebenen 
KoeflFizienten  C;,.  Wir  stellen  uns  die  auf  das  Tetraeder  E^E.^E^E^ 
bezogenen  Koordinaten  x^,  x.-,,  x^,  x^  als  die  urspri'mylichen  (alten)  Ko- 
ordinaten vor  und  denken  uns,  jetzt  ohne  Vermittlung  der  x,  y,  z,  t, 
die  neuen  Tetraederkoordinaten  y^,  y^,  y.^,  y^   durch   die   Gleichungen 
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(1)  mit  gegebenen  und  der  Bedingung  (2)  entsprechenden  Koeffizienten 
Ci.j  eingeführt. 

Die  Gleichungen  (1)  geben  dann  unmittelbar  die  alten  Koordi- 
naten x^,X2,x^,  x^  eines  Punktes  an,  dessen  neue  Koordinaten  y^^,yo, 
l/äf  Vi  bekannt  sind.  Nun  haben  aber  die  Ecken  Jj,  Jj,  J^,  J^  und 
der  Einheitspunkt  J^  des  neuen  Koordinatensystems  die  neuen  Ko- 
ordinaten (§  57,  (16) -,(22)): 
^1,^2,  ^3,  :V.=  1,0,0,0;     0,1,0,0;     0,0,1,0;    0,0,0,1;     1,1,1,1. 

Bezeichnen  wir  daher  die  alten  Koordinaten  mit: 
( .r/i),  x,^^\  x,^'\  a;,(i);     x,('\  x^^^\  x^,  xf^\     x,^'\  x,^'\  x,^'^  a:/^); 

'^     ^         j  ^  (4)      .y  (4)      ^  (4)      ^  (4).        ^0      ^0      ^0      ^0 

V  -^l     >    "^2     >    -^S     >  "^4      5       '*'!  '    "^2  }    "^3  }    ^i-f 

SO  ist  nach  (1): 

(4)  .r/^)  :  xj'^  :  a-g^^") :  x,^'^  ==  c,, :  c,, :  c,, :  c,, 

und: 

/-\         I   "^1     •  '^9     •  ^3     •  »^4     ^  '^ii    "1     ^12  "r  ^13     I     ^14  •  ^^i  "T    ^'22  ~I     ^23  -p  ^'24  ' 

(o)      < 

l  Cg^     +     C32     +     ("33     +     Cg^   :    Qj    +   C^.2   -f-    ^43   +    C44. 

Bei  gegehenen  sechszehn  Koeffizienten  c^^  sind  die  EcJqninlie  und 
der  EinheitspunM   des  neuen  Koordinatensystems  volR-ommen  bestimmt. 

Infolge  der  Yoi-aussetzung  (2j  liegen  keine  vier  dieser  fünf  Punkte 
in  einer  Ebene,  da  die  Determinante  der  Koordinaten  von  je  vier 
solchen  Punkten  nach  (4)  und  (5)  immer  C  ist  (Anra.  1,  IV,  4). 

3.  Die  Koeffizienten  q.^  bei  gegebenen  Elementen  des  neuen 
Koordinatensystems.  Ist  umgekehrt  das  neue  System  durch  die  Ko- 
ordinaten (3)  der  fünf  Punkte  Jj,  J.^,  J^,  J^,  J^  gegeben,  so  erhält 
man    zuerst   aus   (4)    mit  vier   unbestimmten  Faktoren  »j,  n^,  n^,  n^: 

(6)  Ci,  =  ?2,:riW,     C2,  =  w,x/),     C3,=  »,^3«,     c^^=-n^x^') 

und  danach  aus  (5)  mit  einem  unbestimmten  Faktor  n^  die  Gleichungen: 

(7)  n^x^^)  +  «2^,(2)  _^  ,^^^^(3)  ^  „^^^(4)  _  ,,^^^.^0^     /.  _  i^  9  3^  4. 

Aus  diesen  ergeben  sich  n^,  n^,  n^,  n^  bis  auf  den  Faktor  n^ 
eindeutig  und  alle  vier  von  Null  verschieden,  wenn  von  den  fünf  ge- 
gebenen Punkten  J^,  J^,  Jg,  J^,  J^  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen. 
Danach  sind  aber  die  sechszehn  Koeffizienten  c^j  aus  (6)  ebenfalls  bis 
auf  einen  geraeinsamen  Faktor  n^  bestimmt.'*^) 

Bei  gegchenen  Eclqmnlxten  und  EinJieitspunlt  des  neuen  Koordi- 
natensystems sind,  falls  von  diesen  fünf  Punlden  Iceine  vier  in  einer 
Ebene  liegen,  die  sechszehn  Koeffizienten  C/.j  ihren  fünfzehn  Verhältnissen 
nach  hestimmt. 
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Die  Determinante  (2)  wird  dabei  nach  (6): 
(7=  «i>?2«3)?^  ;  a-/)    4=0. 

•t.  Umkelir  der  Transformationsformeln  (1).  Indem  wir  in  den 
Gleichungen  (1)  den  Faktor  q  nicht  ausdrücklich  schreiben,  haben  wir 
statt  ihrer  (vgl.  §  30,  4): 

(8)  ^,=  2^>:,yi,     Ä-=l,2,3,4. 

Durch   Auflösung   nach    ?/^,  y^,  y^,  '/^   ergibt   sich  hieraus  (Anm. 

2,111,(2)): 

i 

(9)  Cy,  =  ^^C,,x„     ?=1,2,3,4. 

1 

Hier  sind  die  Koeffizienten  Cf.^  die  Unterdeterminanten  dritten 
Grades  von  C  (Anm.  1,  III,  (2)): 

Die  Gleichungen  (9)  führen  auch  umgekehrt  durch  Auflösung 
nach  X-^^,  x^,  x^,  i\  zu  (8)  zurück  (Anm.  1,111,  (8),  so  daß  ebensogut 
die  sechszehn  Koeffizienten  C^.,  in  (9)  statt  der  q.^  in  (1)  als  die  ge- 
-gebenen  Größen  gelten  können. 

5.  Transformation  der  Ebenenkoordinaten.  Sind  n^,u^,u^,  u^ 
die  Koordinaten  einer  Ebene  im  alten  Koordinatensystem  E^E^E^E^,  Eq, 
so  ist  die  Gleichung  der  Ebene  nach  §  58,  2: 

Durch  die  Substitution   (S)  wird  aber: 

4  4  4  4  4  4 

(10)  2  'h^k = 2%  2  ^^^'/' = 2]  2^^-'  ^'^- 1  '^^' = 2  ''^'' 
1         11         11-        1 

wo  die  Koeffizienten  v^,  v^,  v.^,  r^  die  Werte  haben: 

4 

(11)  ^^=^'c,,H,. 

1 

Die  Gleichung  der  Ebene  wird  daher  im  neuen  System 

und  Vj,  V.2,  V3,  -y^  werden  ihre  neuen  Koordinaten. 
Die  Auflösung  der  Gleichungen  (11)  aber: 

4 

(12)  CH,=^y;c,,v, 
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x(y) 


•i''i/>/^ 


gibt   umgekehrt   die   alten    Koordinaten   der   Ebene    dargestellt    durch 

die  neuen. 

6.    Transformation   der   Linienkoordinaten.     Sind  Xj.  {k  =  1,  2, 

3,  4)  und  Xj   (I  =  \,  "2,  3,  4)  irgend  zwei  Punkte  und  ii,.  und  Uj   irgend 

zwei  Ebenen  einer  Geraden  (Fig.  318), 
so  sind  deren  Strahlen-  und  Achsenko- 
ordinaten nach  §  59,  1 : 

'iki  =  «i^'Z  -  ^h^h- 

Sind  ferner  y,.,  ij^'  und  v^.,  r/  die 
neuen  Koordinaten  derselben  beiden 
Punkte  und  beiden  Ebenen,  so  sind  die 
neuen  Koordinaten  der  Geraden: 

Aus  (13)  wird  nach  (8)  und  (12): 

4  i  i  i 

lhl=^"  q-m/A«  '2  ^'"  ^^«'  ~2'  ^<"'''"'  '2'  ^''^^yn 


Fig.  318. 


1  1 

4  4  4  4 


1        1 
Von  den  sechszehn  Koeffizienten  jeder  der  beiden  Doppelsummeu 
sind  die  vier,   für  die  m  =  n  ist.  Null:  ron   den   zwölf  anderen   aber 
sind   zwei   solche   entgegengesetzt  gleich,  die  einer   Vertauschuug  von 
m  nnd  v  entsprechen.     Daher  ist: 


(15) 


Pkl  =  ^'""  {Ckr,^Cln  "  <^lnSkr)  {Vn^Vn   "  VnVm) 


C'-q,,=^"'-  (C„„C,„-  C,„,C,„)(r„.r;-  r„0, 


wo  das  Indizespaar  nin  nur  die  sechs  Kombinationen: 

mu  =  23,  31,  12,  14,  24,  34 
zu  durchlaufen  braucht. 


(15') 
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Ebenso  ergibt  sich  aus  (14)  durch  die  Substitution  (9)  und  (11): 

6 

1 

6 
1 

Setzen  wir  nun  (Aum.  1,  III,  (4);  (12)): 


/■<  n\  km  kn 

(16)  Tkl,  mn  = 

SO  wird  aus  (15i  und  (15'): 


kl,  mn 


^km      ^kn 
^im        ^in 


(1'^)  Pkl  =^''7kl,mn^',nn'  C'^kl  =  ^"  "  r,l,m.S„„r 

1  1 

6  6 

V        -'  ^  "  ^'w  n  ^^  X  /  ^  ^  kl.  mn  PkV  ^mn  ^^  X,  '  7k1.mnQ.kl 

1  1 

oder  mit  der  in  §  59,  (2),  (3)  eingeführten  Bezeichnung : 


(19)       ih=^ykir. 


(19')   c-g,=2/r,. 


(20)     6'-v,=^r,, 


ih 


(20')  5,=  5f 


7kl  (Ik- 


Dies  sind  die  Belatiotien  sivischen  den  alten  Koordinaten  p,.,  qj. 
und  den  neuen  Koordinaten  r^,  Sj  der  Geraden.''-^^) 

Die  Gleichungen  (20)  und  (19' i  sind  die  genauen  Auflösungen 
der  Gleichungen  (19)  und  (20');  denn  da  (Anm.   1,  III,  (18,): 


fj-  für  I  =  »i . 


(  r-  für  /.• 


(21  j  ^k  y^^  Tj ,,  =  I  ^^^    ^„^^  l^m,     ^  ^^-^  ^'"'  ^  (  0   für  /.■  =f=  m, 

so   folgt   aus    der   Gleichung  (19)    durch   Multiplikation   mit   F,.,,^    und 
Summation  über  h: 

6  6      /-      (i  \ 

"^  =C'-r 


0  D       /-       n  \ 

1  1       V    1  / 


und  aus  der  Gleichung  (20')  durch  Multiplikation  mit   F,^,  und  Sum- 
mation über  I: 


2  ^rnl  ^l  =21^  r^^    ^'"'  1    5.  =   ^- 
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(22) 


T.  Die  Bedeutung  der  Koeffizienten  der  Transformations- 
formeln  für  die  Koordinatentetraeder.  Ebenso  wie  aus  (1)  die  Dar- 
stellung (4)  der  Koordinaten  der  Ecken,  so  folgen  aus  (12)  die  Ko- 
ordinaten der  Seitenflächen  und  aus  (19)  die  Koordinaten  der  Kanten 
des  neuen  Tetraeders.  Umgekehrt  dienen  die  Formeln  (9),  (11),  (20) 
zur  Bestimmung  der  neuen  Koordinaten  der  Elemente  des  alten  Tetra- 
eders (§  57,  (1(3);  §  59,  (21)).  Man  findet  auf  diese  Weise  (Fig.  319): 
Die  alten  Koordinaten  der  Bestandteile  des  neuen  Tetraeders  siml: 
'  x^^^  =  q.^  (/.;  =  1,  2,  3,  4)  die  Punktkoordinaten  der  Ecke  J^; 
?</^  =  C^j  (A;=  1,2,3,4)  die  Ebenenkoordinaten  der  Seitenfläche  If, 
jp/)  =  y^j  {k  =  1,2,3,4,5,6)  die  Strahlenkoordinaten  der  Kante  Z^* 
l  'Z/'^  =  rj.i(Jx  =  1,2,3,4,5,6)  die  Achsenkoordinaten  der  Kante  ly 

In  der  Tat  ist  in  Übereinstimmung  mit  §  59,  (8")  und  11   (Aum. 
l,ni,(ll)): 

(23)  ^r.  =  C.y,, 

Die  neuen  Koordinaten  der  Bestandteile  des  alten  Tetraeders  sind: 
(  i//*^  =  Cf.j^  (l  =  1, 2,  3, 4)  die  Punktkoordinaten  der  Ecke  E,.: 

t'/*)  =  q.j  (l  =  1,  2, 3, 4)  die  Ebenenkoordinaten  der  Seitenfläche  E^; 

f.{ic)  =  p^^  Q  =  i^  2, 3, 4,  5,  6)  die  Strahlenkoordinaten  der  Kante  r'^; 
.5/*)  =  j^^.j  (7=1,2,3,4,5,6)  die  Achsenkoordinaten  der  Kante  a,.. 

8.   Einführung  der  Koordinaten  der  Ecken,  Seitenflächen  und 
Kanten  des  neuen  Tetraeders  in  die  Transformationsformeln.    Indem 


(24) 


Fig.  320. 


wir  den  Proportionalitätsfaktor  7if.  in  den  Formeln  (6)  in  ,//*'  auf- 
nehmen, geben  wir  dem  erhaltenen  Resultate  zur  Vereinfachung  folgende 
Gestalt  (Fig.  320): 
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Haben  die  Ed;en  Jj  des  neuen  Systems  die  JPunktkoordinaten  x^^\ 
die  Seitenflächen  1^  die  EhenenJcoordinaten  u^^\  die  Kanten  ij  die  Stralüen- 
koardinaten  p^^\  die  Kanten  tj  die  AchsenJcoordi nuten  q^''\  so  bestehen 
zwischen  den  alten  Koordinaten  x,.,  u^,  i),.,  q^.  und  neuen  Koordinaten  y^, 
Vf,  r^,  Si  der  laufenden  Elemente :Pun.Jcf.  Ebene  und  gerade  Linie  die  Re- 
lationen  (vgl.  §  30,  8): 


(25) 

1 

{2b') 

1 

(26) 

4 

1 

(26') 

4 
1 

(27) 

6 

1 

(27') 

6 

1 

(28) 

6 

(28') 

6 

In  (25),  (26)  geht  }:,  in  (25'),  (26')  l  über  1,  2,  3,  4:  in  (27 j, 
(28)  geht  A-,  in  (27'),  {2><')  l  über  1.  2,  3,  4,  5,  6. 

Hier  sind  etwa  die  sechszehn  Größen  a;/^  iZ,  7  =  1,  2,  3,  4)  be- 
liebig, mit  nicht  verschwindender  Determinante: 


(29) 


S  = 


xW  x^^^)  ^/2)  ^^w 

x^^"-)  xf^)  x,^')  x,^^^ 

^3^'^  ^3^2)  X,^')  rCg^*) 

xj-^)  ä;,(2)  :rJ3)  a:,W 


gegeben.     Alsdann  ist  (Anm.  1,  III,  (2)) 
(30)  u^' 

Jc-l\]U-, 


Ji,)  Jk)  Jh) 

Jy,  Jj.  Jj. 
*I                    ''l  *1 

„Ci)  „('.)  „('3) 

*  *  k 

Jh)  Jk)  JU) 
A'3                ^"3  A*j 


wo 

femer: 

(31) 


t  .  ii    f 2    '3 

('1) 


=  1.234,  2.314,  3.124,  4.321; 


iV 


(0  = 


Xk, 


Uk 


w  = 


u,  u. 

Kl  *i 

Ci)  ik) 

U,  M 

'■2  Aj 


WO  A-jAg  die  Z;**,  IJ2   die   T^  Kombination   der  Reihe  23,  31,  12,  14, 
24,  34;  und  hierbei  (Anm.  1,  IH,  (11)): 
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(32)  g.«='5.;)/^ 

wenn  Je  und  l  die  zu  Ji  und  l  komplementären  Kombinationen  sind  (vgl. 
§  59,  1).  Es  sind  überdies  die  Determinanten  vierten  und  sechsten 
Grades  (Amn.  1,  III,  (7);  (13);  (8)): 

<)=Ä^  (34) 


(33) 
ferner 


(35) 


Irf  ='5^; 


«2.^/)  = 


<: 


Co.) 


ih) 


Die  nebeneinanderstehenden  Gleichungen  in  (25) — (28')  sind  jedes- 
mal Auflösungen  voneinander.  Aus  diesem  Grunde  sind  die  Faktoren  S 
und  S^  beibehalten,  obwohl  sie  für  das  einzelne  Formelsystem  be- 
langlos sind,  insofei'n  von  den  jeweiligen  Koordinaten  nur  die  Verhält- 
nisse in  Frage  kommen. 

9.  Die  Invarianten  der  vereinigten  Lage  von  Punkt  und 
Ebene  oder  von  zwei  Geraden.  Schon  in  (10)  wurde  die  für  jeden 
Punkt  ij.  =  Dl  und  jede  Ebene  n,.  =  v^  geltende  Gleichung: 

4  4 

1  1 

abgeleitet. 

Der  Ausdruck: 

ist  daher  eine  identische  Invariante  (Kovarinnte)  der  Trausforniatiou.^^) 
Entsprechend    folgt    aus    (19),   (19')    für    zwei    beliebige    Gerade 
2),  r  und  ^',  s    mit  Hinblick  auf  (21): 

6  6  (i  ti 

(37)  c^  •2-  p,fu  =22  y^^'^  ■  2"  ^^■'"■^".'= 


1       1       '    1  '  1 

Der  ÄiisdrucJ,- : 

Jh 7i'  +  P2'h'  +  ^'373'  -  Ih'Ji  +  IhQ:,'  +  IVh 
ist  eine  identische  Invariante  der   Transformation  {Moment  za-eier  Ge- 
raden, §  48,  (25)). 

10.    Die  Invariante    von    vier    Punkten.      Nach    dem   Multipli- 
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kationssatz  der  Determinanten  i'Auui.  1,  Y,  3)  folgt  ans  ( 8 )  für  irgend 
Tier  Pnnkte  F,  =  x^%  y^'\  l  =  l,  2,  'S,  4  (vgl.  §  30,  9):  ' 

(38)  x^'^  =G-  y,«|. 

Die  Determinante  der  Koordinaten  von  vier  hdiebigen  PiinJcten  ist 
eine  Invariante.  Die  Gleichnng  kommt,  wenn  die  Determinanten  ^'/'^  j 
nnd  p/}-'')  nach  den  Elementen  einer  Zeile  entwickelt  werden,  im  wesent- 
lichen auf  (36),  und  wenn  die  Determinanten  nach  den  Unterdeter- 
minanten zweiten  Grades  zweier  Zeilen  entwickelt  werden,  ebenso  auf 
(37)  zurück  (Anm.  1,  III,  (17);  ■JS)). 

§  64.     Der  Inhalt  der  Transformationsformelii. 

1.  Parameterdarstellung   des  Gesamtraumes.     Die  Transforma- 

tionsfornieln  §  63,  (25)  bis  (28 )  können  auch  als  FavameterdarsteUnngen 
der  auf  das  alte  Koordinatensystem  E^E.^E-^E^Eq  bezogenen  Koordi- 
naten Xj.,  Uj.  (h  =  1,  2,  3,  4)  und  pj.,  q^.  (J:  =  1,  2,  3,  4,  5,  6)  der  Punkte, 
Ebenen  und  Geraden  des  Raumes  betrachtet  werden.  Die  Farameter 
Vv  ^'i  (^  =  ^1  ^}  ^>  '^)  ^^^^  ^^^  (nicht  unabhängigen,  vgl.  §  59,  2)  ;•„  s^ 
(l  =  1,  2,  3,  4,  5,  6)  bedeuten  dann  selbst  Tetraederkoordinaten  in  bezug 
auf  das  Tetraeder  der  vier  Punkte  a;/^  oder  der  vier  Ebenen  m/'^  (vgl. 
§  63,  Fig.  320). 

Als  besondere  Fälle  aber  gehen  aus  diesen  allgemeinen  Parameter- 
darstellungen des  Gesamtraumes  systematisch  alle  Farameterdar- 
stellungen  der  Gehilde  niederer  3Ia)niigfatfigleiten  hervor,  die  wir  früher 
nach  der  einen  oder  anderen  Methode  abgeleitet  haben. 

2.  Parameterdarstellung  der  Punkte  eines  Feldes  oder  der 
Ebenen  eines  Bündels. 

Für  einen  Punkt  in  der  Ebene  {  Für  eine  Ebene  durch  die  Ecke 
1^  des  neuen  Koordinatentetraeders  ,  J^  des  neuen  Koordinatentetraeders 
(§  63,  Fig.  319)  ist  y^  =  0,  während  !  (§  63,  Fig.  319)  ist  v^  =  0,  während 
Vij  y^j  Vi  iiach  §  57,  16  Dreiecks- j  y^,  üg,  v^  nach  §57,  16  Dreiflachs- 
koordinaten werden.  •  koordinaten  werden. 

Es  folgt  daher  aus  §  63,  (25)  mit  ^4  =  0  und  ('26 )  mit  v^  =  0, 
wenn  wir  wieder  einen  allgemeinen  Proportionalitätsfaktor  q  hinzu- 
fügen :^°^) 

Ist  eine  Ebene  durch  drei  Funkte  Ist  ein  Bündel  durch  drei  Ebenen 
Xit'\  ^P,  ^/'^  Uegehen  (Fig.  321a), '«,(^),  u^^),  u^')  gegeben  (Fig.  321b), 
so  stellen  sich  die  Koordinaten  X/.  so  stellen  sich  die  Koordinaten  U/. 
des  laufenden  Ptiiddes  der  Ebme  in   der   laufenden   Eljene   des  Bündels 
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hesug  auf  das  Tetraeder  E^E.^E^E^   inhezug  auf  das  Tetraeder  E^E.^E.^E^ 


mittels  der  Formeln: 

(1)  QXj^  =  a;,(i)«/i  +  x^yy^  +  x^^^y^, 


mittels  der  Formeln: 

(1')    QU^  =  u^Wv^  +  u^Ci)v,  +  u^(^)v^, 


k  =  1,  2,  3,  4,  durch  die  Dreiecks-  k  =  1,  2,  3,  4,  durcJi  die  Dreiflaclis- 


r,v^v^fu,,) 


Fig.  321b. 


koordinaten  y^,  y.^,  y^  des  Punktes  koordinaten  v^,  r«,  v^  der  Ebene  in 
in  hezug  auf  das  Dreieck  x^'^\  Xi^'\  hezug  auf  das  Dreiflach  u^^\  Uip\ 
xf-^  dar.  j  w,(8)  dar  (vgl.  §  58,  13). 

3.    Parameterdarstellung     der     Geraden     eines    Feldes     oder 
Bündels. 

Für  eine  Gerade  in  der  Ebene  1  Für  eine  Gerade  durch  die  Ecke 
1^  des  neuen  Koordiuatentetraeders  J^  des  neuen  Koordinatentetraeders 
ist  nach  §  59,  10:  j  ist  nach  §  59,   10: 

n  =  ^,     h  =  0,     rg  =  0;     r^  =  v„  '  s^  =  0,     «5  =  0,     «6  =  0;     s,  =  x„ 


r.> 


>-o    =    l\ 


^2  7     '  3  "^  3 ;  I  ^2  ^2>       %  •^3^ 

WO   Vj,  V2,  v^   Dreieckskoordinaten  wo  x^,  Xo,  x.^  Dreikantskoordinaten 
sind.  I  sind. 

Daher  ergibt  sich  aus  §  63,  (27),  (28)  bei  nunmehr  unabhängigen 
v^,  v^,  1-3  oder  x^,  x.,,  x^  (vgl.  §  59,  (5),  ^5')):^"«) 


Ist  eine  Ebene  durch  drei  in  ihr 


Ist  ein  Bündel  durch  drei  ilnn 


liegende   Gerade  p^^^\  p^^\  p^^'^  ge-  angehörige   Geraden   q^^\  q^^\  (j,}^^ 


geben  (vgl.  Fig.  321a),  so  stellen  sich 
die  Strahlenkoordinaten  Pi^  der  laufen- 


gegeben (vgl.  Fig.  321b),   so   stellen 
sich   die   Achsenkoordinaten  q^  der 


den  Geraden  der  Ebene  in  bezug  laufenden  Geraden  des  Bündels  in 
auf  das  Tetraeder  E^^E^E^^Ej^^  mittels  bezug  auf  das  Tetraeder  E^E^E^E^ 
der  Formeln:  mittels  der  Formeln: 


§  64,  4. 


353 


(2)  Qp,  =p^'h,  +ppv,  +  v^'h,,      (2')  95,  =  q^'^y,  +  g/^'y,  +  g/^'^a, 

Ä:  =  1, 2, 3, 4, 5, 6,  durch  die  Dreiecks-  \  li  =  1,  2,  3,  4,  5,  6,  (^«o-c^  (^^e  Drei- 
koordinaten  t^,  v,,  Vg  der  Geraden  kantsloordinaten  y^,  y.2,  Vz  der  Ge- 
in  bezug  auf  das  Dreieck  p}'^\  p^,  raden  in  lezug  auf  das  Dreikant 
pP  dar.  i  <1^^  qP,  q^'^  dar  (vgl.  §  53,  4). 

Die  Werte  (2')  erfüllen  die  Gleichungen  §  60,  (7);  denn  beispiels- 
weise die  erste  derselben  wird,  wenn  wir  die  Determinanten  durch 
ihre  drei  Diagonalglieder  bezeichnen,  durch  die  Substitution  (2'): 

; q-2q-,^'W'^  =  <h^'hz^'h^'^  y.  +  a.Pa.^'hP \y.  +  \  q^^'h^^'^a^'^  v,  =  o. 

Denn  es  sind  hier  die  Koeffizienten  von  y^  und  y.^  Null,  weil  zwei 
Zeilen  der  Determinanten  gleich  sind,  und  ist  der  Koeffizient  von  y^ 
Null,  weil  die  Geraden  (//^\  qf.^-\  q,}'^^  durch  einen  Punkt  gehen  mach 
§  59,  (25)).  Daher  geht  in  der  Tat  jede  durch  (2')  dargestellte  Ge- 
rade q^  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  r/^^^)  und  q^^'^\  also 
durch  das  Zentrum  des  Bündels. 

4.  Parameterdarstellung  der  Punkte  einer  Reihe  und  der 
Ebenen  eines  Büscliels. 

Für  einen  Punkt  auf  der  Kante  Für  eine  Ebene  durch  die  Kante 

?3  des  neuen  Tetraeders  (vgl.  §  63,  t^  des  neuen  Tetraeders  (vgl.  §  63, 
Fig.  319  a)   ist  y.^  =  0  und  y^  =  0,   Fig.  319  b )  ist  v^  =  0  und   r^  =  0, 


Fig.  322  a. 


während  y^,  y.^  nach  §  57.  14  Zwei- 
eckskoordinaten sind.  Es  folgt 
daher  aus  §  63,  (25):«») 

Ist  eine  Gerade  durch  zicei  Funkte 
^k^\  oc^^^  (jeyehen  (Fig.322a),  so  stellen 
sich  die  Koordinaten  x,.  des  laufen- 
den Punktes  der  Geraden  in  hezug 

Staude,  analyt.  Geometrie. 


während  r^,  r,  nach  §  57,  14  Zwei- 
flachskoordinaten sind.  Es  folgt 
daher  aus  §  63,  (26): 

Ist  eine  Gerade  durch  zwei  Ebe- 
nen Ui}^\  Uf!^^> gegeben  (Fig.  322b),  so 
stellen  sich  die  Koordinaten  u^  der 
laufenden  Ebene  durch   die  Gerade 

23 
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auf  das  Tetraeder  E^E^Ec^E^  mittels 
der  Formeln: 

(3)       QX,  =  x,^'yy,  +x^^^y-2, 

h  =  1,2,  3,  4,  dureh  die  ZtceiecJcs- 
Tioordinaten  y^,  y^  des  Punktes  in 
hezug  auf  das  Ziceieck  Xj^^\  x^^'>  dar. 

5.    Parameterdarstellung  der 

Alle  Strahlen  (2),  für  die  v^  =  0 
ist,  gehen  durch  die  Ecke  x^^'^  (Fig. 
321a,  %2><,  16): 

Ist  ein  StraJdhüsehel  durch  zivei 
ihm  angehörige  Strahlen  p^'^\  p^S^^ 
gegeben  (Fig.  323  a),  so  stellen  sich 


in  hezug  auf  das  Tetraeder  E^E2E^E^ 
mittels  der  Formeln: 


(3') 


Qi>k=^(k-'^-i 


i\  + 


Uf^'-h 


k=l,  2,  3,  4,  durch  die  Zweiflachs- 
koordinaten  v^,  i\  der  Ebene  in  he- 
zug auf  das  Ztceiflach  u^^\  u^^^  dar 
(vgl.  §  58,  9). 
Strahlen  eines  Strahlbüschels. 

Alle  Strahlen  (2'),  für  die  v/^  =  0 
ist,  liegen  in  der  Ebene  u^^^  (Fig. 
321b): 

Ist  ein  StrahlhüscJicl  durch  zwei 
ihm  angehörige  Strahlen  q/}^\  q^^-^ 
gegeben  (Fig.  323  b),  so  stellen  sich 


Fig.  .■J2.3a. 


Fig.  323  b. 


die  Strahlenkoordinaten  j)/^  der  laufen-  die  ÄcJisenJcoordinaten  q^.  der  laufen- 
den Geraden  des  Büschels  in  hezug  \  den  Geraden  des  Büschels  in  hezug 
auf  das  Tetraeder  E^E^E-^E^  mittels  auf  das  Tetraeder  I'\E.,E.^E^  mittels 
der  Formeln:  der  Formeln: 


W        Qlh-lh}'^v,  +iV'^^2, 


(•!')       QQ,  =  Ü>y'>h^^^''llü, 


k  =  1,  2,  3,  4,  5,  6,  durch  die  Zivei-  k  =  1,  2,  3,  4,  5,  G  durch  die  Zivei- 
seitskoordinaten  i\ ,  v^  der  Geraden  seitskoordinaien  y^ ,  y^y  der  Geraden 
in  hezug  auf  das  Zn-eiseit  Pi}^\  p^^^"*  in  hezug  auf  das  Zn-eiseit  q^^'^\  q^'' 
dar.  dar  (vgl.  §  52,  12). 

Die  Zweiseitskoordinaten  i\,  i\  und  y^,  y^  des  Strahles  im  Strahl- 
büschel (vgl.  §  7,  2)  erscheinen  hierbei  das  eine  Mal  als  ein  Sonderfall 
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der  Linieiikoordinaten  in  der  Ebene,  das  andere  Mal  als  ein  So)iderfaU 
der  StraliJenh'iordinaten  im  Biindel.^^) 

6.  Übergang  von  der  Parameterdarstellung  auf  die  Koordi- 
natentransformation  in  Ebene  und  Bündel.  Die  Parameterdarstel- 
lungen (1)  und  (2)  enthalten  als  besondere  Fälle  der  Formeln  für 
die  Koordinatentransformation  in  der  Ebene  und  im  Bündel.  Um  beide 
gleichzeitig  zu  erhalten,  lassen  wir  die  Figur  319  des  §  63  in  die  spe- 
zielle Form  Figur  324  übergehen,  legen 
also  die  Ecken  J^  und  E^,  sowie  die 
Seitenebenen  1^  und  E^  zusammen.  Wir 
haben  dann  in  der  Eimie  E^  =  1^  zwei 
heliehige  KoordinatendreiecJce  E^^E^E, 
und  J1J2JS  und  rui  der  EcJie  E^  =  J^ 
zwei  'beliebige  Koordinatendreil^ante  f  ^  £2  ^3 
und  'i«2'3-  Diese  befinden  sich  mit 
jenen  in  perspektiver  Lage,  so  daß  die 
Dreieckskoordinaten  3i\,  x^,  x^  und  //j, 
?/,,  ^3  der  Punkte  oder  die  Dreiecks- 
koordinaten n^j  n.y,  Hg  und  r^,  r^,  Tj  der  Linien  in  bezug  auf  E^E.^E^ 
und  J^J^J^  nach  §  56,  10  gleichzeitig  Dreiflachskoordinaten  der 
Strahlen  oder  Ebenen  in  bezug  auf  f^f^^s  '^^^  '1^2 '3  sind. 

Infolge   der  Annahme   E^  =  J^   und    E^  =  1^    ist    nun   ( vgl.  §  63, 
Fig.  319  und  320;  §  64,  Fig.  324j: 

(5)  xP  =  0,     xp  =  0,     ^,(3)  _  0 ;     (6)     np  =  0,     it,('^  =  0,     u^^'^  =  0, 
weil  J"^,  J^,  J3  in  E^  liegen  und  1^,  U,  I3  durch  E^  gehen  (§58,  (7);  (7')): 
P^'^  =  0,        iV^)  =  0,        iV'>  =  0,        /.•  =  4,5,6; 
.  P>:'''  =  t^i^'\   pP'  =  <\    P^''  =  ih^'\     /■•  =  1.  -^  3, 
weil  ?j,  i^,  «3  in  E^  liegen,  wobei  u^^\  u^^\  u^^^  die  Linienkoordinaten 
von  iij,  /,>  '3  in  bezug  auf  das  Dreieck  E^E^E,  sind  (vgl.  §  59,  10 j; 


(7) 


(B) 


<//^^  =  0         'lf-'  =  0,         .^,(3)  =  0,         ^-  =  4,5,6; 

qP  =  ^^'\    qP  =  ^r\     <lP'  =  ^P,     /.=  1,2,3; 
weil    f^,  /,;  ^3    durch    E^  gehen,    wobei   x^^\   x^!--\   x^!-^'>    die   Strahleu- 
koordinaten    von    i^,  t.,,  i^  in    bezug    auf   das    Dreiflach   E^E.,  E3    sind 
(vgl.§  59,  10). 

Während  nun  die  Formeln  (1)  und  (2)  im  allgemeinen  die  Para- 
meterdarstellung der  Punkte  und  Geraden  einer  beliebigen  Ebene  1^  in 
bezug  auf  das  Tetraeder  E^E^E^E^  enthalten,  ist  diese  Ebene  jetzt 
die  Ebene  E^  =  E^E.^E^-^  in  der  Tat  gibt  nach  (5)  die  letzte  Formel  (1) 
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Ä"^  =  0  und  geben  nach  (7)  die  drei  letzten  Formeln  (2)  2h  =  ^?  Ih  =  ö? 
j7g  =  0;  die  drei  ersten  Formeln  je  von  (1)  und  [2)  aber  geben  (die 
letzteren  nach  (7j  und  §  59,  10)  in  der  Form: 

(9)  QXi^  =  x^^^hj^  +  xf')y.^  +  a;/)?/3, 

(10)  Qn,=-u^'h^,+  iip)v,+u^'h;, 

Ä"  =  1,  2,  3,  die  bereits  in  §  30,  8  direkt  abgeleiteten  Formeln  fUr  die 
Transformation  der  DreiecJcsl'oordinaten  des  Punldes  und  der  Geraden 
in  der  Ebene. 

Während  ferner  die  Formeln  (!')  und  (2')  im  cdlgemeinen  die 
Parameterdarstellung  der  Ebenen  und  Geraden  eines  Bündels  an  einem 
beliebigen  Punkte  J^  in  bezug  auf  das  Tetraeder  E^E.^E.^E^  enthalten, 
ist  dieser  Punkt  jetzt  der  Punkt  E^-^  in  der  Tat  gibt  nach  (^6)  die 
letzte  Formel  (1')  u^  =  0  und  geben  nach  (8)  die  drei  letzten  Formeln  (2') 
q^  =  0,  g'5  =  0,  ^6  =  0;  die  drei  ersten  Formeln  je  von  (1')  und  (2') 
aber  liefern  (die  letzteren  nach  (8)  und  §  59,  10)  die  bisher  nicht  er- 
wähnte Transformation  im  Bündel: 

Der  Übergang  von  dem  auf  das  Dreiflach  E^EoEg  (Fig.  324)  be- 
züglichen  Koordinaten  Xy.  des  Strahles  und  n,.  der  Ebene  im  Bündel  zu 
den  auf  das  Drei  flach  l^lglg  bezüglichen  Koordinaten  yj.,  Vf.  wird  durch 
die  Transforniationsformeln  vermittelt: 
(9')  QX,  =  x.^'^y,  +  xf-hj^  +  x,(^yys, 

(10')  Q^^-^'^'^v^^ui^^v^-^uJ^h,, 

/,•  =  1,  2,  3,  wo  XjP-\  xf^\  Xf}^^  die  Koordinaten  der  neuen  Kanten  i^,  t,?  h 
und  u^'^\  u^'^\  u^^'>  die  Koordinaten  der  neuen  Seitenflächen  Ij,  L,,  Ig  in 
hezug  auf  das  alte  Dreiflach  sind. 

pX  Bei     der     angenommenen     Perspektiven 

/  \\,^^^  Lage    von    Ebene    und    Bündel    (Fig.  324) 

jjj- \^--^>^^^.7^      stimmen  die  Formeln  (9')  und  (10')  formell 

.  /  \    \y\  "    '      mit  (^9)  und  (10)  überein  (vgl.  §  56,  10). 

^  7    ^-^■'Nc'Al     \  7.      Übergang     von     der     Parameter- 

»Zr\^,''i        \\    \^  ^      darstellung  der  Punktreihe  und  des  Ebenen- 

/  /'^^^^^^    \\  \  büschels  auf  die  Transformation  der  Zwei- 

/  E„         ^^^^  ecks  und  Zweiflachskoordinaten.  Die  Para- 

"^'  ^  ^  meterdarstelluno-en  (3)  und  (3')  enthalten  als 

Fig.  325.  o  \  \ 

besondere  Fälle  die  Formeln  für  die  Trans- 
formation der  Zweiecks-  und  ZweiÜachskoordiuaten.  Um  beide  gleich- 
zeitig zu  erhalten,  lassen  wir  die  Figur  319  in  §  63  in  die  spezielle 
Form  Figur  325  übergehen,  legen  also  die  Ecken  J.^  und  7'>y,  J^  und 
E^,  sowie  die  Seitenflächen  I3  und  E3,  l^  und  E^  zusammen. 
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Wir  haben  dann  in  der  Kante  e^  =  i.^  zwei  beliebige  Koordinafen- 
ziveieche  E^E.^  und  J^J..  und  an  der  Kante  £3  =  tg  zicei  beliebige  Ko- 
ordinafoiztcei flache  E^  £3   und  IjL- 

Es  ist  ferner: 

da  J^  und  J«  i^  ^s  ^^^^^  ^^  liegen; 

«3(1)  =  0,     ^/,(i)  =  0;     ^f3'2'  =  0,     ?t/)  =  0, 
da  Ij   und   U  durch  i^o  und  E^  gehen. 

Daher  reduzieren  sich  die  zwei  letzten  Formeln  (3)  und  (3')  auf 
rTg  =  0,  x^  =  0,  bezüglich  «3  =  0,  u^  =  0  und  geben  die  zwei  ersten 
Formeln  in: 


(11) 


1 


P^'i  =  ^i^'Vl  -^■^k^''^!/-2, 


]c  =  1,  2, 


(11') 


Qih 


.W 


l\  +  «,(-)l'2, 


A-  =  1,  '2, 

die  Transformation  der  Zweieclsloordinaten  auf  der  Geraden,  wie  in 
§  8,  (17),  und  die  Transformation  der  Ziveiflachslioordinaten  im  Ebenen- 
biischel. 

8.  Parameterdarstellung  von  Ebenenbüscliel  und  Strahlbüscliel 
im  Bündel.  Alis  den  Transformationsformeln  (9')  und  (^10')  geht  nun 
mit  //,  =  0  und  i\  =  0  hervor  (ygl.  §  30,  10;  §  49,  (22);  (30)): 

Ist  ein  Stralübüschel  im  Bündel  Ist  ein  Ebenenbüschel  im  Bündel 
durch  die  Strahlen  Xj^^\  x^'^^  gegeben  durch  die  Ebenen  u^^^\  Uf.^^'^  gegeben 
(Fig.  326  a),  so  stellen  sich  die  Ko-  (Fig.  326b),  so  stellen  sich  die  Ko- 


ordinaten Xf.  des  laufenden  Strahles  ■  ordinalen  Uj.  der  laufenden  Ebene 
des  Büschels  in  bezug  auf  das  Brei-  \  des  Büschels  in  beziig  auf  das  Brei- 
Ixont  «ifg^s  ^^iiffßls  der  Formeln:       flach  E^EoEg   mittels  der  Formeln: 


(12)      QX^  =  x^^hj^  +  x^^^y^: 


/t'=l,2,  3,    durcli    die    Ziveiseits-  Jc=l,2,'d,    durch    die   ZiveiflacliS' 


(12')    Qu,  =  u,!^yv,  +  upv„ 
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lioordinaten  des  Strahles  in  hezug  auf  \'koordinaten  der  Ebene  in  hemig  auf 
das  Zweiseit  x^^\  x^P"^  dar.  das  ZiceifJacJi.  u,^^^\  np^  dar. 

9.  Übergang  von  den  Transformationsformeln  auf  die  Iden- 
titätensätze. Wenn  in  den  Transformationsf'ormeln  §  G3,  (25),  die 
wir  nun  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  q  schreiben: 

(13)  Q  X,  =  x^')y,  +  x^y,  +  x^y,  +  x^')y„     Je  =  1,  2,  3,  4, 

den  Parametern  y^,  y^,  y^,  y_^  bestimmte  Werte  gegeben  werden,  so 
ist  anch  X/.  ein  bestimmter  Punkt,  ebenso  wie  die  vier  Punkte  a:/^), 
X/,^-\  X)}^\  x,}-'^\  Sehreiben  wir  nun  —y  für  p,  multiplizieren  mit 
den  laufenden  Ebenenkoordinaten  iif.  und  summieren  über  /.',  so  ergibt 
sich  aus  (13)   unter  Benutzung  der  Abkürzungen  §  58,  (21'): 

(14)  yU-^yJ_\+  y,  U,  +  y,  L\  +  y^  U^  =  0. 

Es  ist  die  fünfgliedrige  Identität  §  51,  8  zwischen  den  linken 
Seiten  der  Gleichungen  von  fünf  Punkten.  In  ihr  bedeuten  also  die 
FaJdoren  y^,y.2,y^,y^  die  Tetraederlcoordinaten  des  fünften  Punläes  1=0 
in  bemig  auf  das  Tetraeder  der  vier  anderen  PiinJite  L\  =  0,  U^  =  0, 

u,  =  o,  U,=^0. 

In  gleicher  Weise  leitet  man  aus  (1)  durch  Multiplikation  mit 
den  laufenden  Ebeneukoordinaten  u,.  und  Addition  die  viergliedrige 
Identität  (vgl.  §  58,  (22')): 

(15)  yi^+y^'Ux  +  y-2  ^  ^2  +  Vz  f '3  =  0 

zwischen  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  von  vier  Punkten  einer 
Ebene  und  aus  (3)  die  dreigliedrige  Identität  (vgl.  §  58,  (13')): 

(16)  yU+y^U^  +  y^V,  =  0 

zwischen  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  von  drei  Punkten  einer 
Geraden  ab;  in  (15)  bedeuten  die  Faktoren  y^,  y^,  y^,  die  Dreiecks- 
koordinaten des  vierten  Punktes  U  =  0  in  bezug  auf  das  Dreieck  der 
drei  anderen;  in  (10)  bedeuten  die  Faktoren  y^,  y^  die  Zweiecks- 
koordinaten des  dritten  Punktes  C/"  =  0  in  bezug  auf  das  Zweieck  der 
beiden  anderen. 

10.  Zusammenfassung  des  Inhaltes  der  Transformationsformeln. 
Die  Formeln  §  t)3,  (25)  bis  [2'6)  für  die  Transformation  der  Koordi- 
naten der  Funkte,  Strahlen  und  Ebenen  des  Ilaumes  umfassen  nach 
§  64,  6;  7  als  Sondei-fälle  die  Transformation  der  Koordinaten  der 
Punlie  und  Strahlen  in  der  Ebene:  der  Strahlen  und  Ebenen  im  Bändel: 
der  Punkte  auf  der  Punldreilie  und  der  Ebenen  im  Ebenoibüsehel,  be- 
züfflich  Strahlen  im  Strahlbäschel. 
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Sie  umfasseu  nach  §64,  2;  3;  4;  5;  8  die  Parameterdarstellungen 
der  PiuiJit-  und  Strahlfelder,  der  Ebenen-  und  Strahlhündel,  der  Punli- 
reihen,  Straldhilschel  und  Ehenenljiischel  im  Baume;  der  Punltreihen 
und  Strahlbüschel  in  der  Ebene:  der  Straldbüschel  und  Ehenenbüschel 
im  Bündel. 

Sie  stehen  nach  §  64,  9  in  unmittelbarem  Zusammenhang  mit 
den  Identitätensätzen. 

Sie  haben  aber  endlich  neben  ihrer  ursprünglichen  Bedeutung 
für  die  Transformation  der  Koordinaten  noch  eine  zweite  selbständige 
und  umfassende  Bedeutung  zur  Darstellung  der  projektiven  Verivandt- 
sehaften,  worüber  die  §§  65 — 69  handeln  sollen. 


VII.  Kapitel. 

Die  analytische  Darstellimg  der  projektiYeu  Yerwaiidt- 

scliaften. 

§  65.    Projektive  Grundgebilde  erster  Stufe. 

1.  Begriff  der  projektiven  Beziehung  zweier  Grundgebilde 
erster  Stufe.  Wenn  sich  zwei  gleichnamige  oder  ungleichnamige  Gre- 
bilde  erster  Stufe  iTunktreihen,  Strahlbüschel,  Ehenenbüschel)  in  ^^fr- 


Fig.  327. 


speWver  Lage  befinden,  so  werden  nach  §5,  1;  8;  §52,  1;  8  die 
beiderseitigen  Elemente  einander  zugeordnet  und  haben  nach  §  5,  3;  9; 
§  52,  4;  6;  9  je  vier  Elemente  des  einen  dasselbe  Boppelverhältnis  wie 
die  vier  entsprechenden  Elemente  des  anderen. 

Indem   man   diese  Zuordnuncr  (Fig.  o2T   z.  B.  für  Punktreihe  und 


360  ^  §  65,  -2. 

Strahlbüscliel)  durch  gleiche  Benennung  entsprechender  Elemente  fest- 
legt, besteht  sie  selbst  und  mit  ihr  die  Doppelverhältniseigenschaft 
auch  nach  Aufhebung  der  Perspektiven .  Lage  (Fig.  328)  unver- 
ändert fort. 

Wir  geben  in  diesem  Sinne  uncibhängig  von  der  Lage  der  Gebilde 
gegeneinander  (Fig.  328)  die  Definition: ^^'') 

I.  Zivei  gleichnamige  oder  ungleichnamige  Gebilde  erster  Stufe 
heißen  projektiv,  tvenn  jedem  Elemente  des  einen  ein  Element  des  anderen 
derart  entspriclit,  daß  irgend  vier  Elemente  des  einen  dasselbe  JDoppel- 
verhältnis  hcdjen  wie  die  vier  entsprechenden  Elemente  des  anderen. 

2.  Vereinfacliung  der  Definition.  Zwei  Punktreihen  beispiels- 
vreise  sind  nach  §  65,  1  projektiv,  wenn  die  Funkte  P  der  einen  und 
die  Punkte  P'  der   anderen   sich   derart   entsprechen,   daß   für  je  vier 

Paare  entsprechender  Punkte  (§  3,  (6)): 

^ — ^>-^ ° — (1)   (;p,p,p,p,)  =  (p;p,'P3'Pi')- 

jp'    j;^'  xt'      w  Sind  daher  E^,  E.^,  E^   drei   feste 

"^     °  '^       °  Punkte    der    ersteren    Reihe    und    £"/, 

^ig-  329.  j^^'^  ^^'  die  entsprechenden  der  anderen, 

und  entspricht   dem   laufenden  Punkte 

P  der   ersteren    der    laufende    Punkt   P'    der    anderen    (Fig.  329),    so 

folgt  als  besonderer  Fall  der  Gleichung  (1): 

(2)  {e,e,pe,)  =  {E,'e;p'e,'). 

Diese  besondere  Gleichung  (2)  hat  aber  die  allgemeinere  (1)  wieder 
zur  Folge.     Nach  §  6,  (16);  (25)  ist  nämlich  mit  den  Abkürzungen: 
(3)  .   ^  =  {E,E,PE,);     i.'  =  {E,'E,'P'E,') 

für  irgend  vier  Punkte  P.  oder  P.'  und  ihre  entsprechenden  Werte  ^^ 
oder  jLi/  (i  =  1,  2,  3,  4): 

(       (P,P,P.P,)=^-'^-^y-~"-l,; 
I  (P/p;P3'p;)=K^ii4fi::^). 

Besteht  nun  die  Bedingung  {2)  oder,  in  der  Bezeichnung  (3)  aus- 
gedrückt: 
(5)  u  =  u, 

so  folgt  nach  (4)  wieder  die  Gleichung  {1).     Somit  gilt  allgemein: 

11.  Zivei  Grundgebilde  erster  Stufe  sind  projehtiv,  a-enn  jedem  Ele- 
ment des  einen  ein  Eletnent  des  anderen  derart  entspricht,  daß  drei  feste 
Elemente  und  das  laufende  Element  des  einen  dasselbe  Doppelverlmltnis 
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haben  wie  die  entsprechenden  Elemente,  drei  feste  und  ein  laufendes,  des 
anderen. 

3.  Bestimmung  der  projektiven  Beziehung.  Die  Gleichung  (2) 
enthält  die  vollständige  Bestimmung  der  jjrojektiven  Beziehung,  da  sie 
einerseits  bei  gegebenen  festen  Punkten  E^,  E^,  E^]  E^ ,  E^',  Eq  jedem 
Punkte  P  einen  Punkt  P'  eindeutig  (vgl.  §  3,  6)  zuordnet  und  ebenso 
umgekehrt  jedem  Punkte  P'  einen  Punkt  P,  anderseits  aber  die  all- 
gemeine Gleichheit  (1)  der  Doppelverhältnisse  zur  Folge  hat.  Da  sie 
überdies  keine  andere  Beziehung  der  festen  Punkte  untereinander 
voraussetzt,  als  daß  E^E^,  E.^E.^  und  E^E^  entsprechende  Punkte  sind, 
so  folgt: 

in.  Eie  projeliive  Beziehung  zweier  Grundgebilde  erster  Stufe  ist 
vollständig  hestimmt,  tvenn  drei  beliebige  (getrennte,  vgl.  §  65,  8)  Ele- 
mente des  einen  dreien  beliebigen  (getrennten)  Elementen  des  andern  ent- 
sprechend gesetzt  u-erden. 

4.  Kanonische  Darstellung  der  projektiven  Beziehung  in  Doppel- 
verhältniskoordinaten. Indem  wir  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  (2)  der  projektiven  Beziehung  zweier  Punktreihen  in  der 
Form  (5)  schreiben,  ist  sie  bereits  in  Doppelverhältnislioordinaten  der 
beiden  Punktreihen  dargestellt.  Ob  es  sich  dabei  um  zwei  Punkt- 
reihen oder  um  eine  Punktreihe  und  ein  Strahlbüschel  oder  irgend 
zwei  Grundgebilde  erster  Stufe  handelt,  ist  für  diese  Darstellung  cfleich- 
gültig.  Es  ist  daher  nur  eine  andere  Ausdrucksweise  der  Erklärung 
§  65,  2,  II,  wenn  wir  sagen: 

IV.  Zwei  Grundgebilde  tverden  projeldiv  aufeinander  bezogen,  indem 
bei  Einführung  eines  Systems  von  EoppelverhäUnisloordinaten  (i  und  (i' 
in  jedem  der  beiden  Gebilde  (vgl.  §  6,  6  und  §  56,  2)  je  zicei  solche 
Elemente  beider  Gebilde  einander  entsprechend  gesetzt  tverden,  die  gleiche 
Koordinaten  haben: 
(5)  ^u.  =  a. 

Insbesondere  entsprechen  sich  die  drei  das  Koordinatensystem 
bildenden  Elemente  beider  Reihen,  da  sie  selbst  bezüglich  gleiche  Ko- 
ordinaten IL  =  0,  ex:,   1   und  a  =  0,  cjc,  1  haben  (vgl.  §  6,  6). 

5.  Darstellung  in  gemeinen  Koordinaten.     Sind   auf  zwei  pro- 
jektiven Punktreihen  (Fig.  3.30)  gemeine       o     E      E,  I]            p 
Koordinatensvsteme  mit  den  beliebig-  ge-               «         b     ^'            ~^ 
wählten  Anfangspunkten  0  und  0'  ein-                    ,      , 
geführt,  und  haben  die  drei  festen  Punkte    — ■= -?^ " > 


a-    y  c' 

E^,  L.2,   Eq  und   der  laufende  Punkt  P  Fig.  330. 


(8) 
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(vgl.  §  65,  2)  der  einen  Reihe  die  Koordinaten  a,  h,  c,  x  und  die  ent- 
sprechenden Punkte  E^^  Ec^,  E^,  P  der  andern  die  Koordinaten  a,  h', 
c,  x',  so  nimmt  durch  Einführung  dieser  Koordinaten  die  Gleichung  (5) 
nach  §  6,  (17)  die  Form  an: 

(Q)  (&  —  c)  ja  —  x)  ^  (h'  —  c)  ja'  —  x) 

■   -  (a  —  c)(p  —  x)        {d  —  c)  {b'  —  x) 

oder: 

[ (a  —  c)(b'  —  c)  (h  —  x)  (a  —  x')  — 

^^■^  1  («' -  c)  (h  -  c)  (]/  - x')  («  - X)  =  0 

oder  mit  den  Abkürzungen: 

A  =  (a  -  c)  (h'  -  c)       —  (a  —  c)  (h  -  c) , 
B  =—  {a  —  c)  (h'  —  c)  a  -f  («'  —  c)  (b  —  c) h', 
C  =—  (a  —  c)  (V  —  c)    h  -f  (ci  —  c)  [h  —  c)a , 
T)  =  (a  —  c)  (li  -  c)ah—  («'  —  c)  (b  —  f>  b': 

(9)  Äxx  +  Bx  +  Cx'  +  7)  =  0. 

Die  projeMive  Beziehung  ztveier  PunlireiJien  drückt  sich  in  <j€- 
meinen  Koordinaten  x  und  x  beider  durcJi  eine  GleicJaing  von  der 
Form  (9)  aus. 

Ebenso  wird  nach  §  6,  (17');  §  49,  (12)  die  projektive  Beziehung 
zwischen  zwei  Strahlbüscheln  oder  zwei  Ebenenbüscheln  oder  einem 
Strahl-  und  einem  Ebeuenbüschel  in  gemeinen  Koordinaten  tgg?  und 
tg^'  beider  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(10)  .4tg  (ftgcp'-i-  Big  q>  +  Ctg  cp'+I)  =  0 

und  zwischen  einer  Punktreihe  und  einem  Strahl-  oder  Ebenenbüschel 
in  gemeinen  Koordinaten  x  und  tgg?  beider  durch  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

(11)  Axtgcp  ^  Bx  +  Ctgcp  ^  ])  =  () 
dargestellt. 

Die  Gleichung  §  5,  (4)  ist  ein  Spezialfall  von  (11)  mit  Ä  ==  0, 
D  =  0. 

Aufgelöst  nach  x  oder  x  nimmt  die  Gleichung  (9)  die  Form  an: 

6.  Rückkehr  von  der  Gleichung  (9)  zur  Gleichung  (7).  Ist 
eine  projektive  Beziehung  zweier  Punktreihen  durch  die  zweimal  drei 
Punkte  a,  6,  c  und  a',  V,  c  gegeben,  so  wird  sie  nach  §  65,  5  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  (9)  dargestellt,  wo  die  Koeftizienten 
A,  B,  C,  B  die  Werte  {X)   haben.     Ist   umgekehrt   eine  Gleichuug  (9) 
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mit  gegebenen  Koeffizienten  Ä,  B,  C,  D  vorgelegt,  so  stellt  sie  eine 
Beziehung  zwischen  den  Punkten  x  und  x  dar,  bei  der  je  zwei  Punkte  x 
und  x    sich  wechselseitig  eindeutig  entsprechen  (vgl.  (12)). 

Sind  nun  a,  a;  h,  V  und  c,  c    drei  Paare  entsprechender  Punkte, 
gelten  also  nach  (9)  die  Gleichungen: 

\Aaa  +  5fl  +  Cd  +  D  =  0, 

(13)  Ll65'  +  i?6  +  Cy  +  D  =  0, 

XAcc  -VBc  +  Cc'  -L  i)  =  0, 

so  bestimmen  diese  die  Verhältnisse  A.B:C:D.  Die  Gleichung  (9) 
nimmt  dann  unter  Elimination  von  A^  B,  C\  I)  aus  (9)  und  (13)  die 
Form  an: 

1 

1 

1 
1 


(14) 


XX 

X 

X 

ad 

a 

d 

hh' 

h 

i; 

cc 

c 

c 

z/=0, 


wo  ^  zur  Abkürzung  für  die  Determinante  dienen  soll. 
Die  Entwicklung  der  letzteren  gibt  (Anm.  1,  III,  (19)): 

z/  = 


hh' 

i'', 

a 

1 

cc' 

c 

h 

1          a  a' 

Cl    ! 

c 

1 

cc 

c  1 

\x 

1 

ad 

d 

^ 

1         hh 

&'     ' 

X 

1 

ad 

d 

h 

1 

hh' 

h' 

c 

1         cc 

c 

a 

1 

XX 

X 

\c 

11 

XX 

X 

a 

1           '  XX 

X    \ 

h 

1 

+ 


oder  mit  den  Abkürzungen: 

(15)  a  =  (h  —c)  {a  —  x).     /3  =  (c  —  a)  (h  —  x),     y  =  (a  —  h)  {c  —  x), 

für  welche  ersichtlich: 

(16)  a  +  ß  +  y==0: 

z/  =  a(h'c  +  a'x)  +  ß{cd  -\-  h' x)  +  y{a'h'  +  c  x')] 
oder  nach  (16): 

z/  =  ß(c'd  +  h'x  —  y c  —  a'x')  +  y{dh'  -\-  c  x  —  h'c  —  a'x) 
und  mit  den  Abkürzungen: 

d  =  (y  —  c) {d  —  x),   ß'  =  {c  — «') {y  —  x), 

y  =  {d  —  h')  {c  —  x) : 

(17)  A  =  ßy'-yß' 
und  ebenso: 

(IT)  A=-yd—ay',     ^  =  aß'  —  ßd . 

Die  Gleiclnmci  (14)  Icann  daher  in  jeder  der  drei  Formen: 


(15') 
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(18)  /3/—  y/3'=0,     ya-ay'=0,     aß'—ßa=0 

geschrieben  werden,  ivo  a,  ß,  y;  a,  ß',  y'  die  Bedeutung  (15),  (15')  haben. 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  (18)  ist  aber  die  Gleichung  (7) 
oder  (6).  Die  Gleichung  (9)  kann  daher,  wenn  A  :  B  :  C :  D  beliebig 
gegeben  sind,  mittels  dreier  ihr  genügenden  Wertepaare  a,  «';  b,  b'-  c,  c' 
auf  die  Form  (6)  gebracht  werden.  Sie  stellt  stets  eine  projektive  Be- 
mehung  dar. 

7.  Darstellung  in  lioniogenen  gemeinen  Koordinaten.  Bei 
homogener  Schreibweise  der  gemeinen  Koordinaten  (vgl.  §  7,  1)  lautet 
die  Gleichung  (9): 

(19)  Äxx'  4-  Bxf  +  Ctx'  +  D^r  =  0 

oder  aufgelöst,  mit  Proportionalitätsfaktoren  q  und  ö: 

[Qx'^-Bx-Bt  ,^,,      \(5x=       Cx'  +  Dt' 

(20)  ^  (21)  ,  ' 

^     ^        {Qt' =      Ax-^Ct  ^     ^     \6t  =-  Ax'-Bt'. 

Bei  der  projeliiven  Vencandtschaft  ziveier  Punläreihen  sind  die 
homogenen  Koordinaten  des  laufenden  Punktes  der  einen  proportional 
homogenen  linearen  Funktionen  der  homogenen  Koordinaten  des  laufen- 
den Punktes  der  anderen. 

Ebenso  sind  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  bei  homogener  Schreib- 
weise: 


tgqp  = 


(vgl.  §  7,  (o);  §49,(12))  ersetzbar  durch  die  Gleichungensysteme: 

[  p  u  =  Bu  —  Dv  ,     ,        [6u  =  —  Cu  +  D  V 

(22)       r  (23) 

^     ^        \qo=Au  —  Cv  ^     ^        Uv=  —  Aii^Bv 

(24)       1^-=^-  +  ^^  (25)       P"=      ^'"-^^' 

^     ^        \QV=Ax+Ct  ^     ^       \öt=-Au+Bv. 

8.    Die    Determinante    der    projektiven   Beziehung.      Die    Glei- 
chungen (20)  sind  l)ei  gegebenen  A,  i>*,   C,  D  nur  dann  in  der  Form 
(21)  nach  ./',  t  auflösbar,  wenn  die  „Determinante  der  projektiven  Ver- 
ivandtschaft"  : 
(26)  J^AB-BC 

nicht  verschwindet.     In   der    Tat   wird   auch   die  Gleichung   (II')   für 
J=0  und  A^O. 

A{Äxx'  +  Bxf  +  Ctx  +  Btt')  =  {Äx  +  et)  (Ax  +  Bf)  =  0. 

Ist  aber  J  =  0  und  A  =  0,   muß  nach  (26)  auch  B  oder  C  vcr- 
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schwinden  und  wird  die  Grleichung  (19): 

(Cx  +  Dty  =  0     oder     {Bx  +  Dt)t'  =  0. 

In  jedem  Falle  zerfällt  also  für  J=0  die  linke  Seite  der  Gleichung 
(19)  in  zwei  Faktoren,  von  denen  der  eine  nur  x,  t,  der  andere  nur 
x',  t'  enthält. 

Wir  nennen  die  projeldive  VerKandtscliaft  (19)  oder  (9)  eigentliche 
oder  singulare^  je  nachdem  J=[=0  oder  «7=0. 

Bei  der  eigentlichen  entspricht  jedem  Punkte  der  einen  Reihe 
ausnahmslos  ein  bestimmter  Punkt  den  anderen;  bei  der  singulären 
ist  dies  nicht  der  Fall. 

Durch  Einführung  der  Werte  (8)  wird: 
(27)  J=Q)-c){c-a){ci-  h)  (&'  -  c)  {c  -  d)  {ci  -  h') : 

Eine  projektive  Verwandtschaft  ist  daher  stets  eine  eigentliche,  ivenn 
sie  drei  getrennten  PunJäen  der  einen  Beihe  (h  ^  c,  c-^  a,  a=^h)  drei 
getrennte  Punlte  der  anderen  (b' 4=  c,  c  4= «,  d H=  ^')  zuordnet  (vgl. 
§  65,  3). 

9.  Allgemeine    Darstellung     der     projektiven    Beziehung     in 
Doppelverhältniskoordinaten.    Führt  man  in  den  beiden  Puuktreihen 
(Fig.  331 )  Doppelverhältniskoordinaten  [i    JJ    E   ■  JE    J         J,  J      p 
und  a    ein,  die  sich  auf  beliebige  Koor-  ~^    ~^         '~«  ^^7~i^,      ^^ 
dinatensysteme  E^,  E^,  Eq  und  E^',  E.^,        ,         ,     ,          ,  ,      , 

Eq     beziehen,    und    gibt    die    projektive    -oi— — o^-o-^? o^ c>^_<yiL_4__ 

Beziehung  dadurch,  daß  mau  die  Punkte  '  '        i  -i  >  »    . 

Ji^  ^i,   J^  =  jtto?   ^0  =  i"o  ^®^  Punkten 

J^  =  ju./,  Jg'  =  ."2'?  Jq  ""  >"o'  entsprechend  setzt,   so    ist   die   projektive 
Beziehung  wie  in  (2)   durch  die  Gleichung: 

oder  nach  §  6,  (25)  durch: 

^  (fri  —  fro)  (frä  —  y-)     (fri'  —  fro')  (f*2'  —  fr') 

ausgedrückt.     Daraus  folgt   aber  in  derselben  Weise,  die  von  (6)  auf 
(9)  führte: 

In  DoppelverhältnisTioordinaten  u  und  ^i  der  beiden  Beihen  drücld 
sich  die  projektive  Besiehung  stets  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 
(29)  Aii^'  +  Bit  +  Cii'+B  =  0 

aus,  und  jede  solche  Gleichung  stellt  eine  projektive  Beziehung  dar. 

10.  Multiplizierte  und  reine  kanonische  Darstellung  in  Doppel- 
verhältniskoordinaten.    In  der  allgemeinen  Darstellung  (29)  sind  die 
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beiderseitigen  Anfangspunkte  und  Einheitspunkte  E^^,  E^,  Eq  und  E^\ 
E^,  Eq  der  Koordinatensysteme  nicht  gerade  entsprechende  Punkte 
der  projektiven  Beziehung: 

Sollen  sich  Ey{[i  =  0)  und  is/lju.'  =  ^)-^E^(}i==  oo)  und  E^' {jul' =  oo) 
(§  6,  6)  entsprechen,  so  muß  in  (29)  D  =  0,  A  =  0  sein. 

Sind  die  Anfang spunUe  E^  und  E^',  E^  und  E^  der  heiderseitigen 
Koordinatensysteme  entsprechende  PunJde,  so  erhält  die  Gleichung  (29) 
die  Form: 

(30)  Bii+Cii'=0 

(multiplizierte  kanonische  Form):  Die  Koordinaten  ^  und  [i'  entsprechen- 
der Punlde  sind  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  gleich. 

Sind  außerdem  die  Einheitspunkte  Eq  und  Eq  entsprechende  Punkte, 
so  hat  die  Gleichung  (29)  die  Form: 

(31)  u  -  ^'  =  0 

(reine  kanonische  Form):  Die  Koordinaten  ^  und  fi'  entsprechender  Punkte 
sind  gleich. 

Wir  haben  die  Form  (31)  schon  in  (5)  aufgestellt.  Da  sie  die 
Determinante  J  =  AD  —  BC  =  1  hat,  kann  nur  die  eigentliche  pro- 
jektive Beziehung  (29),  t7H=0,  auf  die  kanonische  Form  (31)  gebracht 
werden  (§65,8;  12).  Dies  geschieht  durch  die  Transformation  §6,(29) 
in  beiden  Punktreihen,  die  aus  (28)  sofort  v  =  v'  liefert. 

11.  Darstellung  in  Zweieckskoordinaten.  Die  Gleichung  (29) 
kann  nach  §7,(8)  unmittelbar  in  Zweieckskoordinaten  geschrieben 
werden,  die  sich  etwa  auf  die  in  Figur  329  dargestellten  Grundpunkte 
beziehen: 

(32)  Ax^  rr/  4-  Bx^x^  +  Cx.^x^  +  Dxc^x^  =  0. 

Die  projektive  Verwandtschaft  siveier  Punktreihen  P  =  x^,  x.^  und 
P'  =  x^'.,  x^  stellt  sich  in  Zweieckskoordinaten  durch  eine  Jioniogene 
hilineare  Gleichung  (32)  dar. 

Statt  dessen  kann  man  auch,  wie  in  §  65,  7   sagen: 
Der  Ausdruck  der  projektiven  Beziehung  zweier  Punktreihen  ist  eine 
lineare  Substitution  von  der  Form: 

Insbesondere  hat  mau  in: 


(34)     (*'■'■.;-'■..''■.         (35)     1  ?•'•■.;=■'■. 

(  i)X.2    =  C.22X2  {  9X0    =  X.2 

die  multiplizierte  und  reine  kanonische  Form   ( vgl.  §  65,  10). 
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Entsprechend  (33)  wird  die  projektive  Beziehung  zweier  Strahl- 
büschel  oder  Ebenenbüschel  oder  einer  Punktreihe  und  eines  Strahl- 
oder Ebenenbüschels  (§  1,  (8);  §  56,  (3))  durch: 

/Q^\         (^''i'  ^  ^11  ^'i  +  ^12  "2  .o-,       [  P^'i  =  C'ii%  +  ^12-^2 

(ob)        \        ,  {dl)      \ 

(QU^    =  Cgi«!  +  ^22  ^'2  i  9^'2  =  '"21 -^1   +  ^22^2 

dargestellt  (vgl.  §  8,  (19)). 

12.  Die  Determinante  als  Invariante  der  projektiven  Beziehung. 

Führt  man  in  die  Gleichung  (32)  der  projektiven  Beziehung  zweier 
Punktreihen  auf  der  einen  Punktreihe  neue  Zweieckskoordinaten  i/i,  y.2 
ein  durch  die  Substitution: 

(vgl.  §  8,  (11)),  so  geht  (32)  über  in: 

(38)  Ä'y^x^'  +  B'y^x^'  +  C'ij^x^'  +  D' y^x^  =  0, 
worin : 

A'  =  Äa  +  Cy,     B'  =  Bcc  +  Dy, 

C  =Aß+  Cd,     D'=Bß  +  Dd, 
und  daher: 

(39)  Ä'D'  -B'C'=  {aö  -ßy)  (AD  -  BC). 

Setzt  man  in  (38),  indem  man  auch  auf  der  anderen  Punktreihe 
neue  Koordinaten  y^',  y^'  einführt: 

^1  =  «'2/1'  +  ß'y^,   <  =  rvi  +  ^'y-2J 

so  wird: 

(38')  ^"^/i^i'  +  B"  y,y.;  +  Cy^y^'  +  B"y,y,'  =  0, 

wo   wie  vorhin: 

(40)  A"I)"-  B"C"=  iciö'^  ß'y'){ÄB'-B'C'). 

Die  Verbindung  von  (39)  und  (40)  gibt  den  Satz: 
Führt  man  in  der  Gleichung  (32)  der  projektiven  Beziehung  auf 
beiden  Punktreihen  neue  Koordinaten  ein,   so   wird  die  Determinante 
der  neuen  Gleichung  (38')  gleich  dem  Produkt  der  alten  in  die  beiden 
Substitutionsdeterminanten : 

(41)  A"B"  -  B"B"  =  (ad  -  ßy)  (ad'  -  ß' y')  (AB  -  BB). 

13.  Darstellung   projektiver   Punktreihen  durch   Gleichungen. 

Sind  unter  Zugrundelegung  gemeiner  Koordinaten   (Fig.  330): 

(42)  X^  =  A^x-\-B^  =  0,     X,^  =  A,^x  +  B,  =  <d 

die   Gleichungen    der   Grundpunkte    und   Xq  die  Koordinate    des    Ein- 
heitspunktes einer  Punktreihe,  und  haben: 
(43;  X^  =  A^'x  +  5/  =  0,     X^'  =  A^x  +  B^^  =  0 
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und  Xq  die  entsprecliende  Bedeutung  für  eine  andere  Punktreihe,  so 
sind  nach  §  9,  (6)  die  beiden  Punktreihen  durch  die  Gleichungen: 

(44)  ^-^^  =  Ö>      |^-'"'.V^  =  Ö 
dargestellt. 

Da   aber   hier  die  Parameter  ^  und  ^'  nach  §  9,  (7)  die  Doppel- 

verhältniskoordinateu  des  laufenden  Punktes  jeder  Reihe   in  bezug  auf 

„  „  die  Grundpunkte  und  den  Einheitspunkt 

0  7.-0  Z,=o  o  PK   o 

— ^ ° ° ^7^i;~*  smd,  so  lolgt  aus  9  bö,  v: 

Die  durcli  die  Gleichungen  (44)  dar- 

,       ,  ,  gestellten  PunJctreihen  iverden  durch    die 

— c 2 o2 ^_c,^_^   Gleichung  (29)  oder  (30)  oder  (31)  pro- 

jeldiv  aufeinander  hesogen. 

Da    die    Form    der    Gleichung  (29) 

unberührt   bleibt,    wenn   man  ^   und   a'  je   um    einen   Faktor   ändert, 

so  werden  auch  die  durch  die  Gleichungen  (§  9,  (4)): 

(45)  X^  -  aX,  =  0,     X^'  -  ^'X^'  =  0 

dargestellten  Punktreihen  durch  jede  Gleichung  von  der  Form  (29) 
projektiv  aufeinander  bezogen. 

Wendet  man  jetzt  insbesondere  die  Form  (31 )  an.  so  kann  man 
kurz  sagen  (Fig.  332): 

Durch  die  beiden  Gleichungen: 

(46)  Xj  —  .aXg  =  0,     X/  -  II X:  =  0 

tverden  zwei  irrojeldive  Punktreihen  dargestellt  (vgl.  §  65,  4,  IV). 

Erhalten   X^,  Xg;  X/,  X/  statt   (42)  und   (43)    die  Bedeutung: 

(47)  X^=^Ä^  +  B^tgcp,      X.^  ^  A,  +  B^tgcp, 

(48)  X,'=Ä,'+B,'tgcp',     XV=A;+K'tgg)' 

(vgl.  §  9,  l;  §49,  13),  so  stellen  die  Gleichungen  (46)  im  gleichen 
Sinne  zwei  projektive  Sircddhüschel  oder  Ehenenhüschel  dar.  Auch 
geben  sie  ungleichnamige  projektive  Gebilde,  wenn  X^,  Xo  die  Be- 
deutung (42)  und  X/,  X^o'  die  Bedeutung  (48)  haben. 

Endlich  bleibt  die  Darstellung  durch  die  Gleichungen  (44)  oder 
(45)  oder  (46)  auch  dann  erhalten,  wenn  die  Ausdrücke  X  homogene 
lineare  Funktionen  von  Zweiechs-  oder  Zweiseitskoordinaten  sind  [yg\- 
§  9,  (12)). 


§  66,   1. 
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§  6(3.    Darstellung  projektiver  Grundgebilde  erster  Stufe  in  Ebene, 

Bündel  und  Raum. 

1.  Darstellung  projektiver  Strahlbüschel  oder  Punktreihen  in 
der  Ebene  durch  Gleichungen. 
Wir  setzen  zur  Abkürzung: 

(1)  X,  =  A,x  +  B,ij  +  ü,t, 

(2)  x:=A:x  +  B:ii  +  c,i;, 

i  =  1,  2,  wo  X,  y,  t  und  x',  y',  t'  homogene  gemeine  Punktkoordinaten 
sind,  die  sich  auf  zwei  in  verschiedenen  Ebenen  oder  in  derselben 
Ebene  gelegene  Koordinatensysteme 
Oxy  und  0' x  y  (Fig.  333)  oder  auch 
auf  dasselbe  Koordinatensystem  Oxy 
=  0' x  y  in  einer  Ebene  beziehen. 
Wir  verstehen  ferner  unter  Pq  =  x^, 
Vq,  h  und  Po'  =  <,  y^,  V  zwei  feste 
in  bezug  auf  Oxy  und  0' x  y  ge- 
gebene Punkte. 

Dann  stellen  nach  §  22^  (21)  die  Gleichungen: 


(3) 


0 


(4) 


X/o 


x/ 


X,'« 


0 


zwei  Stralühiischel  in  laufenden  .PunltJcoordinaten  x,  y,  t  und  x\  y',  t' 
dar.  Die  Parameter  ^  und  a  aber  sind  nach  §  22,  (22)  die  Doppel- 
verliältnisJiOordinaten  des  laufenden  Strahles  der  Büschel  in  bezug  auf 
die  Grundstrablen  X^  =  0  und  X/  =  0  und  die  durch  die  Punkte  P^, 
Pq'  gegebenen  Einheitsstrahlen. 

Die  beiden  Büschel  werden  daher  nach  §  65,  9;  \0  projeldiv  auf- 
einander bezogen,  wenn  zwischen  den, Parametern  ^  und  ^'  eine  Gleichung 
von  der  allgemeinen  Form: 

(5)  Ä^pi'  +  B^i  +  Oft'  +  D  =  0 

oder  auch  von  der  multiplizierten  oder  reinen  kanonischen  Form: 

(6)  B^  +  C^'  =  0  (7)  ^  ==  ii' 
besteht. 

Da  die  Form  der  Gleichung  (5)  unberührt  bleibt,  wenn  man  ^ 
und  ^'  je  um  einen  konstanten  Faktor  ändert,  kann  man  (vgl.  §  '22,  (23)) 
statt  (3)  und  (4)  auch  die  Gleichungen: 

(8)  X,  -  (i  X^  =  0  (9)  X/  -  ^'  X,'  =  0 


Staude,  analyt.  Geometrie. 
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benutzen,  worauf  wieder  jede  Gleichung  von  der  Form  (5)  die  pro- 
jektive Beziehung  herstellt.  Wählt  man  insbesondere  die  Form  (7), 
so  ergibt  sich  (vgl.  §  65,  (46)): 

D ie  Gleich i ingen : 
(10)  X^-^X,_=Q  (11)  X/-aAV  =  0 

stellen  zwei  projeldive  StraJdbiiscJiel  in  laufenden  Fmilitkoordinaten  x,  y,  t 
und  x,  y,  t'  dar  (Fig.  333). 

Versteht   man    unter  X-  und   X/  an    Stelle   von   (1)  und  (2)   die 
Ausdrücke : 
(12)     X,  =  A,u  +  B,v  +  C,s,  (13)  X,'  =  A^u  +  B; v  +  C/s', 

so  würden  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  oder  (8)  und  (9)  oder  (10) 
und  (11)  mit  Rücksicht  auf  §  22,  (21');  (23')  im  gleichen  Sinne  wie 
vorher  zwei  projeldive  PunJitreiJwn  in  laufenden  Linienhoordinaten  dar- 
stellen. 

Auch  würden  sich  eine  Funldreihe  und  ein  Sfrahlbüsclicl,  die  pro- 
jektiv sind,  ergeben,  wenn  wir  X,-  in  der  Bedeutung  (12)  und  X/  in 
der  Bedeutung  (2)  nehmen  (vgl.  §  24,  (17);  (20)). 

2.  Darstellung  in  Dreieckskoordinaten.  Da  es  hierbei  überall 
nur  auf  die  Beziehung  zwischen  den  Parametern  [i  und  ^'  ankommt, 
bleiben  (vgl.  §  29,  8)  die  erhaltenen  Sätze  bestehen,  wenn  man  in  die 
Symbole  X  an  Stelle  der  gemeinen  die  Dreieckskoordinaten  einführt, 
also  statt  (1),  (2)  und  (12),  (13)  setzt: 

X.  =  ii^^'^x.^  +  u./^x^  -f  Us^'^X^, 


(14) 

^     ^  I  X.'=  ^(/«a;/  +  u^'^^'x^'  +  H3  (''^Tg 

oder : 

(  X.  =  x^^'ht^  +  X2^''>ih  +  Xs^'^u,i, 

^^  1  X.'=  x.'^'yu^'  +  x,'^'hi,'  +  x.;('hi,'. 

Dabei  können  sich  die  Dreieckskoordinaten  Xf.,  iij.  und  x/.,  11^  auf 
z«vei  verschiedene  oder  auch  auf  dasselbe  Koordinatendreieck  beziehen. 

3.  Parameterdarstellung  projektiver  Punktreihen  und  Strahl- 
büschel in  der  Ebene.  Da  in  den  Pararaeterdarstellungen  §  30,  (24) 
die  Parameter  y^,  y^  und"  i\,  v.^  Zweieckskoordinaten  des  Punktes  und 
Zweiseitskoordinaten  der  Geraden  sind,  so  werden  auch  die  durch  ihre 
Parameterdarstellungen  gegebenen  Punktreihen  und  Strahlbüschel  durch 
lineare  Gleichungen  von  der  Form  §  65,  (32)  bis  (37)  zwischen  den 
Parametern  projektiv  aufeinander  bezogen. 

Indem  wir  dabei  gleich  die  kanonische  Form  (§  65,  (35))  be- 
nutzen, erhalten  wir  folgende  Darstellungen,  in  denen  sich  die  Koordi- 
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naten  x^,  Uj.  und  a\',  a/  wieder    auf  zwei  Tevschiedene   oder   auf  das- 
selbe Koordinatensysterü  beziehen  und  überall  l'  =  1,  2,  3  ist: 

für  zwei  projeMke  Funldreihen  mit    den  Grundpunkten  x^^'^\  Xj^-^ 
und  ^','(1),  <(2). 

(IG)       QX,  =  aV')?/i  +  ^A-^'^^2  (1 ')     P^/  =  a'/^'Vi  +  <^'^!/2; 

zu  gleichen  Werten   von  y^  :  //g  gehören  entsprechende  Punkte   beider 

Reihen ; 

für  zivei  projcMive  Strahlbüschel   mit  den  Grundstrahlen  Ui}^\  ii/!-^'> 
und  Ui!^^\  i() 


'(2). 


(18) 


=  «  (1) 


V,  +  ?<^.(2)v, 


(19)  Qu;=u,:^'^v,-^u,v-)tY, 


zu  gleichen  Werten  von  i\  :  r,  gehören  entsprechende  Strahlen  beider 
Büschel. 

Für    eine    PtmlireiJie    und    SiraJiJhüschel,    die   projeJäiv    sind,    ist 
ebenso : 

(20)       QX,  =  x,Wy^  +  x^yy,  (21)     Qu,:=u;^'h;  +  u,'(^-^v,, 

wo  für  entsprechende  Elemente  (§  65,  (37)): 

(22)  y^  :  y,  =  i\  :  r,. 

Man  kann  hier  überall  unter  X;.  und  Uj.  auch  Koordinaten  des 
Strahles  und  der  Ebene  iin  Bündel  verstehen  (vgl.  §  56,  10)  und  bat 
dann  in  (16)  und  (17)  zivei  pro- 
jehtive  Strahlbüschel  und  in  (18) 
und  (19)  zivei  projeldire  Ehenen- 
hüschel,  die  jedesmal  zwei  verschie- 
denen Bündeln  oder  demselben  Bün- 
del angehören. 

4.  Darstellung  projektiver 
Ebenenbüschel  oder  Punktreihen 
im  Räume  durch  Gleichungen. 
Wir  setzen  wie  in  %'6^,  1: 

(23)  X,  =  A,x  +  B,y  +  C,z  +  D,t, 

(24)  X!  =  a:x  -f  B:y  +  C//  -|-  D/f, 

i  =  l,  2,  wo  X,  y,  z,  t  und  x,  y ,  z,  t'  homogene  gemeine  Punktkoordi- 
naten sind,  die  sich  auf  zwei  verschiedene  Koordinatensysteme  (Fig.  334) 
oder  auch  auf  dasselbe  Koordinatensystem  Oxyz  =  O'x'y'z  beziehen. 
Mit  dieser  neuen  Bedeutung  stellen  die  Gleichungen  (3)  und  (4) 
oder  (8)  und  (9)  zwei  Ebenenbüschel  dar  (vgl.  §47,  (23);  (25)),  die  wieder- 
um durch  die  Gleichungen  (5),  (6)  oder  (7)  projektiv  aufeinander  be- 
zogen werden.    Ebenso  stellen  die  Gleichungen  (10)  und  (llj  direJd  zwei 

24* 
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projektive  Ehenenhüschel  in  laufenden  PimJctkoordinaten  x,  y,  z,  t  und 
x',  y',  z',  t'  dar  (Fig.  334). 

Mit: 
(25)  X.  =  A,H  +  B.V  +  C^r  +  B,s 

(26)  x:  =  a;ii  +  b;  v  +  c:  n-'  +  b;s' 

erhält  man  in  (10)  und  (11)  projektive  PunktreiJien  in  laufenden 
Ehenenkoordinaten  dargestellt;  nimmt  man  aber  für  X^  die  Werte  (23) 
und  für  X-  die  Werte  (26),  so  hat  man  in  (10)  und  (11)  ein 
Ehenenhüschel  und  eine  Punktreihe,  die  projektiv  sind  (vgl.  §  52,  (13) 
und  rl6)). 

Wie  in  §  66,  2  können  überall  auch  Tetraederkoordinaten  in  die 
Ausdrücke  X  eingeführt  werden. 

5.  Parameterdarstellung  projektiver  Punktreihen,  Ebenen- 
büschel und  Strahlbüschel  im  Räume.  Aus  den  Parameterdar- 
stellungen §  64,  4  und  5  erhalten  wir,  wie  in  §  66,  3,  folgende  Dar- 
stellungen, in  denen  sich  die  Koordinaten  x^,  u^.,  Pf.,  q,.  und  X/.',  h/, 
Ih'f  1k  ^^^^  T'Wei  verschiedene  oder  auf  dasselbe  Koordinatentetraeder 
beziehen: 

für  mcei  projektive  Punktreihen   mit  den  Grundpunkten  ic/^^  x,j'^'> 
und  Xf.''-'^\  Xf.'^^'>: 
(27 )       QX,  =  x,^'hj,  +  x^hj,  (28)    Qx;  =  x;^^hj,  +  <(2,,,^^. 

für  stvei  projektive  Ehenenhüschel  mit  den  Grundebenen  ii^^'^\  u^^'^^ 
und  «,'(^),  M,'(2): 
(29 )       QU,  =  H,(^)  y,  +  u^v,  (30)     q  u,'  =  u.'^'^v,  +  ii^^^v^, 

in  allen  vier  Gleichungen  mit  /.'  =  1,  2,  3,  4; 
für  zwei  projektive  Strahlhiischel: 

(31)       QP,  =  Ih^'^^t  +  ih^'^v,  (32)     Qp,'  =  p^'^^yv,  +  p,:(')v,- 

oder: 

(33)        gq,  =  q.^'hj,  +  q.^'h/,  (34 )     Qq,:  =  5,^)^,  +  q.'^'hj,, 

in  allen  vier  Gleichungen  mit  /.■  =  1,  2,  3,  4,  5,  6. 
Die  Gleich vmgen  (27)  und  (30)  geben,  wenn: 
(35)  y^  :  y,  =  i\  :  v., 

gesetzt  wird,  eine  Punktrcihe  und  einen  Ehenenhüschel,  die  projektiv  sind. 

§  67.    Projektive  Grundgebilde  zweiter  Stufe, 

1.  Lineare  Verwandtschaft  zweier  Punktfelder.  Wir  betrachten 
zwei  Ebenen   E  nnd  E'   unabhängig   von    ihrer   Lage   zueinander,   un 


§  67,  2.  373 

abhänsfio-  davon,   ob  sie  o-etrennt   im  Räume   oder   beide   miteinander 
vereinigt  liegen.     In  jeder    der  beiden  Ebenen    sei    ein   System    von 
Punktkoordinaten  x^,  x^,  x^  und  x^,  x.{,  x^,  bezogen  auf  ein  Koordi- 
natendreieck E^E.,Es,Eo  und  E^'E^'E^,E^,  eingeführt  (Fig.  335). 
Alsdann  ordnen  die  Formeln  (vgl.  §  65,  i33)): 

(1)  QX^  =  C.,^X^  +  C^^X^  +  ^23  ^3  J 

jedem  Punkte   F  =  x^,  x.^,  x^   der   Ebene   E    einen   bestimmten  Punkt 
P'  =  x^,  X.2,  %'  der  Ebene  E'  zu. 
Ist  die  Determinante: 

(2)  <^=!c,, 

von  Null   verschieden,   entspricht   mittels   der   Auflösungen   der   Glei- 
chungen (1)  (Anm.  2,  II,  2): 

(6Xy  =  C^^X]'  -\-  C^^x^  +  C.^x^, 

\y)  V  6 Xi)  =  ^\2^i      \     ^22 "^'ä      '     ^32 '^3  J 

I  0x.^  =  (7^3 Ä-/  +  0,3 a;,'  +  C^^xJ 

auch  umgekehrt  jedem  Punkte  P'  ein  Punkt  P. 

Bie  Formeln  (1)  und  (3)  stelJen  dann 
eine  Verivandtscliaft  der  beiden  Ebenen  dar, 
bei  der  ausnaiimslos  jedem  Punlie  der  einen 
ein  Punkt  der  andern  ivechselweise  entspricht. 

Wir  nennen  sie  mit  Rücksicht  auf  die  Form  der  Gleichungen  (1) 
und  (3)  zunächst  eine  lineare  Vei-wandtschaft.^^"^) 

Wir  unterscheiden  sie  ferner  als  ei[/entliche  lineare  Verwandt- 
schaft von  der  durch  die  Gleichungen  (1)  bei  verschiuindender  Deter- 
minante dargestellten  singulären  linearen  Verwandtschaft  (§  65,  8). 

2.  Die  lineare  Verwandtscliaft  als  KoUineation.  Sind  Xf.,  x^^\ 
x}^^  irgend  drei  Punkte  der  Ebene  E  und  x^,  ^/.-'^^j  ^/^^^  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  Ebene  E',  so  ist  mit  (1),  wenn  wir  von  dem 
Faktor  q  absehen,  nach  dem  Multiplikationstheorem  der  Determinanten 
(Anm.  1,  V,  2)  nicht  nur: 


x^ 

^To 

Ä-3 

1  x^ 

X.2 

^3 

(4) 

a-;(i) 

x.^w 

rr3'(^) 

=  C  x,w 

x,W 

x,^^) 

x^^') 

rr/f^) 

<^^ 

!  ^i^'^ 

x,^') 

xf-^ 

sondern  aucl 

i: 
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(5) 


a;    '(2)       ^'(2)'         ^'' 

''1  "2  1 


(^k,h 

%l^ 

Xl}*' 

\''' 

'\h 

\l. 

x,;^) 

\''' 

wo  A'jA'2  eine  beliebige  der  Kombinationen  2  3,  31,  12  ist  und  /^/g 
alle  diese  durchläuft. 

Aus  (4)  folgt  nach  §  29,  (13'): 

Bei  der  linearen  Verwandtschaft  (1)  entspricJd  jeder  Geraden  der 
Ebene  E  eine  Gerade  der  Ebene  E',  und  zwar  der  Verhindwngslinie 
zweier  Punkte  x^P-\  x^'^^  die  Verhindungslinie  der  zwei  entsprechenden 
Punkte  x^^'^\  X/.'^^\ 

Zugleich  aber  gibt  (5)  die  Beziehung  zwischen  den  Koordinaten 
U/.  und  w/  der  Geraden  x^'^'^x^^-^  und  Xj^'^^'^Xj!^^^  (vgl.  §  29,  (10')),  nämlich: 

(6)  Qu/  =  C.-,^Ui  +  Cy^u.,  +  Qa^s, 

Ip^g    =   631  l/j   +   C^32^'2  +   ^'33  ^'3? 

wo  die  Koeffizienten  C/.^  die  Unterdeterminanten  von  C  sind. 
Die  Auflösung  der  Gleichungen  (6)  gibt  umgekehrt: 

löK^  =  q^«/  +  c^^it^'  +  C31H3', 

(7)  <?"2  =  Cjo^'i'  +  Co^ll-i    +  '^'32%'? 

Uwg    =    qgif/    +    C23'«,/    +     ^33^3'. 

Danach  entspricht  ausnahmslos  jeder  Geraden  der  einen  Ebene  ivechsel- 
weise  eine  Gerade  der  andern. 

Man  nennt  daher  die  lineare  Verwandtschaft  auch  eine  Kollinea- 
tion  (kollineare  Verwandtschaft)  der  beiden  Ebenen. 

Die  Formeln  (1),  (3),  (6),  (7)  sind  ihrer  Form  nach  dieselben, 
wie  die  Formeln  §  30,  (8),  (;9),  (12),  (11)  für  die  Transformation  der 
Koordinaten  in  einer  Ebene. 

3.  Die  lineare  Verwandtschaft  als  projektive  Verwandtschaft, 
Eine  Punktreihe  mit  den  Grundpunkten  x^^\  x^^^>  oder  ein  Strahl- 
büschel mit  den  Grundstrahlen  ?f/^\  h^.^-^  in  der  Ebene  E  k()nnen  nach 
§  30,  10  durch  die  Parameterdarstellungen: 

(8)  X,  =  x,Wy,  +  xf-hj,,  (9)        u,  =  n,(^).;+  u^'\, 

Je  =  1,  2,  3,  gegeben  werden. 

Setzt  man  diese  bezüglich  in  (1  1  und  (6)  ein  und  bezeichnet  mit 

if/(^\  Xf.''^^')  und  Uf!^^\  itf!^^^  die  den  Elementen  .r^.^^',  ä'/-'  und  i(^!^^\  u^^^^ 
entsprechenden  Elemente  der  Ebene  E'  so  ergibt  sich: 

(10)    Qx;  ^  x^^^yy,  +  x^v^yy,,       (11)   pn;  =  .^,'(^)., +  <(^^t'2. 
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Xach  §  66,  (16) — (19)  sind  aber  die  Reihen  (8)  und  (10),  sowie 
die  Büschel  (9)  nnd  (11  j  projektiv. 

Bei  der  linearen  VerwandfscJtaft  siveier  Ebenen  sind  entsprechende 
Punktreihen  und  entsprechende  Strahlhüschel  in  den  beiden  Ebenen  pro- 
jeJctiv. 

Wir  nennen  daher  die  lineare  Verwandtschaft  ( 1 )  auch  projeldive 
Venvandtsclt  aß. 

4.  Reine  und.  multiplizierte  kanonische  Form  der  Darstellung. 
Da  für  C  =H  0  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (1)  und  (6)  durch 
die  Koordinatentransformation  §  30,  (Sj;  (12)  in  der  Ebene  E  selbst  als 
Koordinaten  y^,  j/.^f  Vi  ^"^^  ^'i?  "^"2;  '"3  eingeführt  w^erdeu  können,  die 
wir  neuerdings  wieder  mit  x^,  x.-,,  x^  und  «^,  u.^,  n.^  bezeichnen  wollen, 
so  folgt: 

Die  eigentliche  projektive  Verwandtschaft  siveicr  Ebenen  kann  stets 
in  der  reinen  kanonischen  Form  (vgl.  §  65,  (35)): 

(12)  QX\'  =  X^,       QXo    =  X2,       QX-^  =  X^, 

(13)  Qu^  =  u^^     gif^  ^  „^^     p^,^'^,,^ 

dargestellt  tverdcn. 

Hierbei  entsprechen  sich  (Fig.  335)  die  gleichnamigen  Ecken  E^ 
und  E^',  Eo  und  E.2,  E^  und  E^'  der  Koordinatendreiecke  und  die  Ein- 
heitspunkte  Eq  und  E^^',  worauf  dann  zugleich  die  gleichnamigen  Seiten 
der  Koordinatendreiecke  und  die  Einheitslinien  entsprechende  Ele- 
mente sind. 

Entsprechen  sich  nur  die  gleichnamigen  Ecken,  aber  nicht  die 
Punkte  E^^  und  E^^',  so  erhalten  die  Gleichungen  (1)  und  (6),  indem 
für  k  ^  l:  C/.J  =  0  gesetzt  wird,  die  nmltiplizierte  kanonische  Form 
(vgl.  §65,(34)): 

(14)  Qx^ 


11 -^1? 

Q  X2    —  C.22  -^^2  , 

0  JÜ^>         Ooo  Ji'O  y 

«<1 

"3 

P"3  =7--- 

^33 

(15)  QU^ 

5.  Bestimmung  der  projektiven  Beziehung.  Da  zur  Bestimmung 
des  Koordinatensystems  stets  vier  Punkte  i?•^,  E.^,  E^,  Eq  notwendig 
und  hinreichend  sind,  von  denen  keine  drei  in  gerader  Linie  liegen, 
so  ergibt  sich  aus  der  kanonischen  Form  (12)  der  Satz  (vgl.  §  65,  3,  III) 
Die  projektive  Beziehung  zweier  Ebenen  ist  vollständig  bestimmt, 
wenn  vier  beliebigen  Punkten  der  einen,  von  denen  keine  drei  in  gerader 
Linie  liegen,  vier  beliebige  Punkte  der  andern,  von  denen  keine  drei 
in  gerader  Linie  liegen,  entsprechend  gesetzt  werden:^ 
und  zur  analytischen  Bestimmung  der  weitere  Satz  ('vgl.  §  65,  4,  IV) : 
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Zwei  Ebenen  iverdcn  projeläiv  aufeinander  bezogen,  indem  bei  Ein- 
führung eines  Systems  von  DreiecksTioordinaten  in  jeder  von  ihnen  je 
zivei  solche  PunJcte,  bezüglich  Gerade  beider  entsprec-iiend  gesetzt  werden, 
die  gleiche  Koordinaten  hohen. 

Da  die  Dreieckskoordinaten  nach  §  28,  14  Doppelverhältnisse  mit 
drei  festen  Elementen  sind,  so  entspriclit  dieser  Satz  zugleich  dem 
Satze  §  65,  2,  IL  Wie  aber  aus  dem  letzteren  der  allgemeinere  Satz 
§65,1,1  hervorging,  so  haben  wir  hier  §67,3  den  allgemeineren 
Satz  für  die  Doppelverhältnisse  mit  vier  beliebigen  Elementen. 

6.  Verseliiedene  Arten  der  projektiven  Vervp^andtschaft  der 
Grundgebilde  zweiter  Stufe.  Wir  gingen  in  §  67,  1  zunächst  von 
der  Beziehung  der  Funkte  zweier  Ebenen  aus,  womit  zugleich  die  Be- 
ziehung der  Strahlen  beider  Ebenen  folgte  (§  67,  2). 

Die  entsprechenden  Resultate  gelten  aber  bei  gleicher  analytischer 
Form  (vgl.  §  56,  10)  für  die  projddive  Verwandtschaft  zweier  Bündel, 
wo  aus  der  Beziehung  der  beiderseitigen  Strahlen  Xj.  und  .r^'  zugleich 
die  der  beiderseitigen  Ebenen  u,  und  n/  foloft  und  umgekehrt. 

In  allen  diesen  Fällen  handelt  es  sich  um  das  Entsprechen  gleich- 
artiger Elemente. 

In  gleicher  Weise  können  aber  auch  ungleichartige  Elemente 
einander  entsprechen  (§  65,  1, 1).  In  diesem  Falle  nennt  man  die 
projektive  Verwandtschaft  auch  Korrelation  oder  lieziprozität  oder 
Bualität.^'^'') 

7.  Reziproke  Felder  und  reziproke  Bündel.  Setzt  man  wieder 
mit  Bezug  auf  die  beiden  Ebenen  in  Fig.  335  und  ihre  Koordinaten- 
Systeme  au  Stelle  von  (1): 

(16)  I  QU^'  =  C^^X^  -\-  ^22 ^2  +  ^23^3; 
XQU^    ==  Ct^^X-^^  -f-  C^.2^-2  "I     ^33 ^3  j 

SO  wird  dadurch  jedem  Punkte  F  der  Ebene  E  eine  Gerade  p  der 
Ebene  E'  zugeordnet,  während  durch  die  mit  C=HO  aus  (16)  folgen- 
den Gleichungen: 

(17)  6X.,  =  (7i2  V  +  ^'22^2'  +  Qs^s'j 

ZU  jeder  Geraden  p  der  Ebene  E'  ivieder  der  Funkt  P  da'  Ebene  E 
bestimmt  wird,  der  mit  ihr  ein  Paar  entsprechender  Elemente  beider 
Ebenen  bildet. 
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Xun  gelteu  aber  mit  (16)  "^vieder  die  Gleichungen  (4)  und  (5), 
nur  daß  dort  links  überall  u  statt  x'  zu  setzen  ist.  Es  folgt  daher 
wie  dort: 

Bei  der  reziproken  Verivandschaft  (16)  entspricht  jeder  Geraden  der 
Ebene  E  ein  Punli  der  Ebene  E',  und  zwar  der  Verbindungslinie  zweier 
Bunlde   Xj^^^\   x,!--^    der  Scltnittpioili   der   zwei   entsprechenden   Geraden 

Zugleich  folgen,  wie  dort,  zwischen  den  Koordinaten  u^  und  a;/ 
der  Geraden  x^^'^'^x^-^  und  des  Punktes  «/^^^  x  ?<^'(-)  die  Gleichungen: 

QX^      =     Cgi^f^     -p     Cgo^a     -f     C'33«3, 

[^^'l  =  ^11  ^'l'  +  C2lX>'+  ^31 -^Vj 

(19)  I  Öifo  =  q2-<'l'  +  ^02^*2'  +  C32^'3'j 

\  Q  Mg  =  C]  3  Ä\   -r  ^23  ^2   ~r  C33  3^3  . 

^e/  £«fe/  reziproken  Ebenen  cntspricld  daher  jedem  Punkte  der  einen 
eine  Gerade  der  andern  und  umgekehrt. 

Indem  man  ferner  die  ParameterdarsteUungen  (8)  und  (9)  in  (Iß) 
und  (18)  einsetzt,  erhält  man  an  Stelle  von  (10)  und  (11): 
(20j     p^(,'  =  u;^')y,  +  u^^y,,  {21^     qx^  =  x^i'h;  -\-  x^^v,, 

womit  nach  §  66,  (20)— (22)  folgt: 

Bei  der  reziproken  Venvandtschaft  zweier  Ebenen  sind  eine  Bunkt- 
reihe  der  einen  und  ein  Straldhüschel  der  andern,  die  einander  cid- 
sprechen,  projektiv. 

Die  kanonische  Form  der  Gleichungen  (16)  und  (18)  lautet: 
{22)  Qu^  =  x^,     Qu.^' =  X.-,,     QU^' =  x^, 

(23)  ga\' =  u^,     QX.-,' =  U.2,     QX.^' =  u^   (vgl.  (12):  (13)). 

Dasselbe  gilt  entsprechend  und  bei  gleicher  Bezeichnung  (vgl. 
§  56,  10)  für  reziproke  Bündel,  wobei  den  Strahlen  des  einen  die 
Ebenen  der  andern  entsprechen. 

§  68.    Darstellung  projektiver  Bündel  und  Felder  im  Räume. 

1.    Darstellung    projektiver    Ebenenbündel    und    Punktfelder 
durch  Gleichungen.     Wir  setzen  zur  Abkürzung: 
(Ij  X,  =  A,x  +  B.ij  +  C,z  +  D,t, 

(2)  x:  =  a:x  +  b;ii'  +  c:z  +  D;t', 
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i  =  1,2,  3,  wo  X,  >/,  2,  t  und  ,/',  y' ,  z',  t'  homogene  gemeine  Punktko- 
ordinaten sind,  die  sich  auf  zwei  verschiedene  beKebig  gegeneinander 
gelegene  Koordinatensysteme  Oxyz  und  0' x'y  z'  (Fig.  336)  oder  auch 
mit  X,  y,  z,  t  für  x',  y',  z',  t'  auf  dasselbe  System  Oxyz  =  O'x'y'z'  be- 
ziehen.   Wir  verstehen  ferner  unter 

^0  ^^  -^oy  i?/o;  ^Of  h    ^^'-"^^    -^0  "^  '^o  >  Uo  > 
Zq,  t^    zwei  feste  in  bezug  auf  Oxyz 

und   O'x'y'z'  gegebene  Punkte. 

Dann    stellen    nach    §  56,  (25) 

die  Gleichungen: 


;t=o 


0. 


X  '  X  '  \  ' 

(4)  fl/  ^^  +  (l2  ^'0  +  ^3   x''o  =  ^ 

ztvei  Ebenenbündel  in  laufenden  Pmikfkoordinaten  x,  y,  z,  t  und  x,  y', 
z,  t'  dar.  Die  Parameter  ju^,  (.i^,  .«3  und  «/,  u^',  ^i^'  aber  sind  nach 
§  56,  (30)  die  JDreiflachsJcoordinaten  u^,  u^,  n^  und  »/,  iLy,  %'  der 
laufenden  Ebenen  der  Bündel  in  bezug  auf  die  DreiHache  X.  =  0  und 
X-  =  0  und  die  durch  die  Punkte  Pq  und  Pq  gegebenen  Einheits- 
ebenen (§  56,  (22)). 

Die  beiden  Bündel  werden  daher  nach  §67,6  projeMiv  aufein- 
ander bezogen j  wenn  zwischen  den  Parametern  lineare  Gleichungen 
von  der  allgemeinen  Form  (vgl.  §  67,  ((1)): 

P>«3'=   ^31>"l   +   <^'32."2   +   Qs-";-. 

oder  von  der  multiplizierten  oder  reinen  kanonischen  Form: 
(6)  Q  ^1  =  Cn  >"i .     9  ^2  =  ^'22  ."2 '     P  ^3  =  ^'33  f^3  7 

C^)  Q^l    =  ^1,  Q^'2    =  >"2;  9. "3'  =  i"3 

bestehen. 

Da  die  Form  der  Gleichungen  (5)  unberührt  bleibt,  wenn  man 
jeden  der  Parameter  (U^,  /Ug,  »Ug;  ^u/,  ^i^',  ^3  ^^^  einen  konstanten  Faktor 
ändert,  kann  man  statt  (3)  und  (4)  auch  die  Gleichungen  (§  53,  (2)): 

(8)       {l,X,  +  fisXo  +  ^3-^3  =  <N  (9)        ^h'^l    +  ."2'-V  +  ."3' -^'3'  =  <"> 

nehmen.     Wählt  man  dann   unter  den  Formen  (5),  (6)  und  (7)  der 

Parameterbeziehuug  die  letzte  aus,  so  ergibt  sich  (Fig.  336): 

Die  Gleich  Hnye)i: 

(10)    ^u.X.-f.u^X^-i- (1/3X3  =  0,  (11)    u,X,'+ u,X;^  u^X,'=0 
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stellen  zivei  projelitive  JEbenenhündel  in  laufenden  PunTifkoordinaten  x, 
ij,  z,  t  und  X,  ij,  z,  t'  dar  (vgl.  §  66,  (10),  (11;). 

Versteht   man   unter  X.  imd  X/   an   Stelle   von  (1)  und   (2)   die 
Ausdrücke: 
(12)  X,  =  Ä,u  +  B,v  -f  C,tv  +  D,s, 

(13)  x;  =  Äfu  +  b;  V  +  e,.'?r'  +  d/.s'. 

so  würden  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  oder  (8)  und  (9)  oder  (10) 
und  (11)  mit  Rücksicht  auf  §  53.  (2')  zwei  projelitive  Punktfelder  in 
laufenden  Ebenenkoordinaten  darstellen. 

2.  Darstellung  projektiver  Strahlbündel  und  Strahlf eider  durch. 
Gleichungen.  Wie  in  §  Gs^  1  werden  in  der  Annahme  (1),  (2)  die 
beiden  StraJdbündel  (vgl.  §  56,  (25')): 

/-l     1\         -^1  -^9  -^o  /-l    ~\         -^1  -^»  -^t  I  I  t 

(14)  x^  :  j^l)  :  ^T  =  1^1  :  ''2  :  »^3?       (lo)  x^  '■  xy  '  x7"  ^  '^^  '  ^'-  '  ^^ 

oder: 

(16)     X^  :  X^  :  X^  =  v^  :  v^^  :  v^,        (17)     X/  :  X«'  :  XV  =  j//  :  v^'  :  i'g' 

projektiv  aufeinander  bezogen,  indem  zwischen  den  Parametern,  die  Drei- 
kantskoordinaten des  Strahles  im  Bündel  sind,  lineare  Gleichungen 
von  der  allgemeinen  Form  (§  67,  (1)): 

[Q^l    =CnVx  +  ^12  ^2  +  ^13^3; 

(18)  pi'/  =  C^^V^  +  ("22^2  +  ^23^3^ 

insbesondere  auch  von  der  kanonischen  Form: 

(19)  pi'j'=?'i,        QV^'=V,,        91/3'=   1-3 

angenommen  werden.  In  kürzester  Form  (vgl.  (10);  (11))  lautet  das 
Resultat: 

Die  Gleichungen: 
('20)     Xj  :  X,  :  X3  =  i/j^  :  1^2  :  1^3,        (21)     Xj^'  :  X2' :  Xg'  =  v^  :  f.,  :  v^ 
stellen  zwei  projektive  Straldbiindel  in  laufenden  Punktkoordinaten  x,  y, 
z,  t  und  X,  y\  z',  f  dar. 

3.  Darstellung  reziproker  Bündel  und  Felder  durch  Glei- 
chungen. Das  Ebenenbündel  (4)  und  das  Strahlbündel  (14)  wei'den,  da 
nach  §  56,  (30):  (30')  ^u^',  u.^,  ^^'  Dreiflachskoordinaten  der  Ebene  und 
^ij  ^2?  ^3  ^^^  Strahles  sind,  nach  §  67,  (16)  projektiv  aufeinander  be- 
zogen durch  die  allgemeinen  linearen  Gleichungen: 

(9."i'=6n^'i  +%^'2  +  Ci3^3. 

(--)  {9. "2'=  ^21^1   +  ^22 ''2   +  ^23 ^3? 

'  9."3'  =  631^1  +  Cggr'a  +  6331/3, 
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beziehungsweise  die  kanonischen  Gleicnungen: 

(23)  Q^^'=V^,  Q^^'=    V.,  ,  Q  .ttg'  =     l/g  . 

Insbesondere  gehen  die  Gleichungen: 

(24)     it^i X/  +  ^2 ^2'  +  ,"3 ^3'  =  0.     (25)    ^1 :  ^2  •  ^3  =  f'i  '•  l^>  •  l^s 
zivei  reziproke  Bündel  in  laufenden  Punltkoordinaten  x,  y,  /,  f   und 
X,  y,  z,  t 

4,  Darstellung  in  Tetraederkoordinaten.  Da  es  in  den  Ent- 
wicklungen von  §  68,  1 — 3  überall  nur  auf  die  Beziehung  zwischen 
den  Parametern  ,u  und  v  ankommt,  bleiben  (vgl.  §  58,  12)  die  er- 
haltenen Sätze  bestehen,  wenn  man  in  die  Symbole  X  an  Stelle  der 
gemeinen  die  Tctracderlvordinaten  einführt,  also  statt  (1),  (2)  und 
(12),  (13)  setzt: 

(2b)  \ 

^     '  IX.'  =  w/Wrr/  +  %u^H.{  +  «g'^'^Xg'  +  ul^'^xl, 

oder: 

,  I  X.  =  x^hi^  +  a;/)«<2  +  x^^'^u^  +  x^^u^, 

Dabei    können   sich   die   Tetraederkoordinaten   X/.,    ti/.   und   a;/,  ?</   auf 
zwei  verschiedene  oder  auch  auf  dasselbe  Koordinatentetraeder  beziehen. 

5.  Parameterdarstellung  projektiver  Bündel  und  Felder.  Da 
in  den  Parameterdarstellungen  §  64,  2  und  3  die  Parameter  y^,  y.^,  y^ 
und  ^J^,  ^2,  i\  Dreieckskoordinaten  des  Punktes  und  der  Geraden  oder 
Dreiflachskoordinaten  des  Strahles  und  der  Ebene  sind,  so  werden 
auch  die  durch  ihre  Parameterdarstellungen  gegebenen  Felder  und 
Bündel  durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Parametern  projektiv 
aufeinander  bezogen. 

Indem  wir  dabei  gleich  die  kanonische  Form  (7)  und  (19)  be- 
nutzen, erhalten  wir  folgende  Darstellungen,  in  denen  sich  die  Ko- 
ordinaten Xf.,  n^,  2hy  Ük  ^^^  ^k'}  %';  Pkf  Qk  wiederum  auf  zwei  ver- 
schiedene oder  auf  dasselbe  Koordinatensystem  beziehen  (vgl.  §  66,  5): 

für  zwei  xyrojeliüve  PunJäfelder  mit  den  Grundpunkten  x^f-^^  x^!^^\ 
x^  und  a;;(i\  x;^^\  x^^^^: 

(28)  Qx,  =  x^'hj,  -+-  x^^hj,  +  x,^'hj„ 

(29)  Qx,'  =  x.'^'hj,  -f  x.'^^yy,  -f  x^i^yy,: 

für  swei  projeltive  Ebenenhilndel  mit  den  Grundeljeueii  u^^'^\  u^^'^\ 
w,(3)  und  tt,'(i),  m;(2)^  ^,^'(3). 

(30)  Qih  =  <^^i+^^^''^\'ru,^'h^,, 
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(31) 


Q  U, 


'(l),i     J-  „  '(2).,     _L   ,,  '(3),,, 


in  allen  vier  Formeln  Ä;  =  1,  2,  3.  4; 

für  ^icei  projektive  Strahlfelder  mit    den  Grnndstrahlen  pjP-\  pp\ 
p,/^)  und  p;^\  p,'^'\  i),'(^): 

(32)  91h-lh'''^\+P>^'^h+lh'''^-s, 

(33)  9P,'  =  p;''>  i\  +  i^;-')  V,  +  iJ,'(3)  ^3 ; 

für  zicei  projeldive  StraliTbündd   mit  den  Grimdstrahlen  q^^^\  q^'^\ 
qP  und  5,'(^),  g;(^),  g;(3): 

(34)  9  q,  =  qpy,  +  qPy,  +  5.^^^  ^3 , 

(35)  Qq;  =  r^/'^^Vi  +  ^/"^^/s  +  ^k^'^y,, 

in  allen  vier  Formeln  Je  =  1,  2,  3,  4,  5,  6. 

Fuziproke  Felder  werden   durch   die   Gleichungen  (2^)   und   (33)^ 
reziproke  Bündel  durch  (oO)  und  (35)  dargestellt,  beidemal  mit: 

(36)  yi-y2-ik  =  ^i-f^2'h- 


§  69.    Projektive  Grundgebilde  dritter  Stufe. 

1.  Lineare  Verwandtschaft  zweier  Punkträurae.  In  jedem  von 
zwei  Räumen  'jR  und  Ü^'  sei  ein  System  von  Punktkoordinaten  Xf.  und 
x^  (k  =  1,  2,  3,  4),  bezogen  auf  ein  Koordinatentetraeder  E-^E^E^E^,E(^ 
und  E;e:e;EI,  E^  eingeführt  (Fig.  337;  vgl.  Fig.  335;  329). 

Alsdann    ordnen    die    linearen 
Gleichungen  (vgl.  §  67,  (1)): 

4 

(1)  Q<-^hx^i 

1 

jedem  Punkte  F  =  Xf.  des  Raumes 
9i  einen  bestimmten  Punkt  P'=  x,^ 
des  Raumes  9^'  zu. 

Ist  die  Determinante: 


(2) 


C-\c,, 


Fig.  337 


von  Xull  verschieden,  entspricht  mittels   der  Auflösungen   der  Glei- 
chungen (1): 


(3) 


^^/  =  2  ^'^^^^ 


auch  umgekehrt  jedem  Punkte  F  ein  Punkt  P. 
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§  (39,  2. 


Die  Formeln  (1)  und  (3)  steilen  dann  eine  lineare  Verivandtschaft 
der  beiden  Bäume  dar,  hei  der  ausnahmslos  jedem  Punlie  des  einen 
Raumes  ein  Punkt  des  andern  icecliselweise  entspricht.'^^^) 

Wir  nennen  die  lineare  Verwandtschaft  eine  eigentliche,  im  Gegen- 
satz zu  der  durch  die  Gleichungen  (1)  bei  verschwindender  Determi- 
nante  C  dargestellten  singidären  linearen  Verwandtschaft. 

2.  Entsprechende  Ebenen  und  Strahlen  beider  Räume.  Sind 
^i»  ^k^\  ^k^\  -^k^^  irgend  vier  Punkte  des  Raumes  9x  und  X).',  X/.''^^\ 
^k^^\  ^k^^^  ^^^  entsprechenden  Punkte  des  andern  Raumes,  so  ist  mit 
(1),  wenn  wir  von  dem  Faktor  g  absehen,  nach  dem  Multiplikations- 
theorem der  Determinanten  (Anm.  1,  V,  3)  nicht  nur: 


tA^-i                     tX'o                    *^ 

3              -^4 

x^ 

Xi) 

X.^ 

^4 

(4) 

^/(i)     x^^)     x^^')     <(i) 

^/(2)       ^^;(2)       ^^'(2)       ^^'(2) 

=  0 

^i(^) 
ic/2) 

> 

:r/(3)       ,^^'(3)       .^^'(3)       ^^'(3) 

x,^^) 

x,('^ 

x,('> 

^^3) 

sondern  auch: 

4'^   4'^   ^?^ 

4 

^k.l. 

\u 

\h 

'1 

'0        '3 

(5) 

^if  ^/?  4^ 

%h 

%h 

\l. ' 

a 

;'(3)       ^'(3)       ^'(;i) 

1 

^hh 

^k  I 
A3/0 

^k  l 

'1 

^? 

<' 

wo  l'^l'^k^   eine   beliebige   der  Kombinationen   234,  314,  124,  321 
ist  und  l^lol^ä  alle  diese  Kombinationen  durchläuft,  und  Aveiter: 

^•■(1)  6  C,  ,  C,,\\    X^       X^}^ 

(6)         ,;:.  1.  =^'^ 


kyl^ 


''^■^'l 


*,?, 


:r(--) 


ii-(^> 
•^i.. 


wo  /ij/t2  eine  beliebige  der  Kombinationen  2  3,  31,  12,  14,  24,  34 
ist  und  ^^^2  alle  diese  durchläuft. 

Aus  (4)  folgt  nach  §  58,  (23'): 

Bei  der  linearen  Verwandtschaft  (1)  entspricht  jeder  Ebene  des 
Baumes  SÜ  eine  Ebene  des  Baumes  9^',  und  sivar  der  Verbindungsebene 
dreier  Punkte  x,p-\  xP\  x^^'^  die  Verbindungsebene  der  drei  etitsprechen- 
Punkte  x;^^\  x^^^\  x^^^l 

Aus  (5)  folgt  nach  §  58,  (14'): 

Jeder  Geraden  des  Baumes  SR  entspricht  eine  Gerade  des  Baumes 
9J',  und  zivar  der  Verbindungslinie  zweien'  Punkte  xj-^i,  x^'-^'>  die  Ver- 
bindungslinie  der  zivei  entsprechenden  Punkte  x^'^^\  Xf.'^^\ 

Zugleich  aber  gibt  (5)  die  Beziehung  zwischen  den  Koordinaten 
u^  und  u^'  der  Ebenen  x^'^^'^ x^''^^ x^^^^  und  rr/(^)a;/(^)a;/(^)  und  (6)  zwischen 
den  Koordinaten  2h.   ^"^^  Pk    ^^^  Geraden  xj'^^x^!-^^   und  x^'^^^ x^!''^'>  (vgl. 
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§  58,  7   und  5),  nämlich: 

4  c 

1  1 

wo  Cj.^  und  7^.,  die  Unterdeterminanten  dritten  und  zweiten  Grades 
von  C  sind  (ygl.  Anm.  1,  III,  (2);  ,4)). 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (7)   und  (8)  gibt  umgekehrt: 

4  6 

1  1 

wo  P^.j  die  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  aus  den  C).j  sind  (Anm. 
1,111,  (12)\ 

Die  Gleichungen  (1 1,  (3):  (7),  (9);  (S),  (10)  stimmen  ihrer  Form 
nach  mit  den  Foi*meln  für  die  Koordinatentransformation  in  §  63,  (8), 
(9);  (12),  (11);  (19),  (20)  Überein.  Wie  dort  in  (19')  und  (20') 
können  die  Formebi  (8)  und  (10)  auch  ersetzt  werden  durch: 

6  6 

(8')      Qq,:  =  2  ^^-'2»  (10')     ßq,  =  2  y^^^^- 

1  1 

3,  Die  lineare  Verwandtschaft  als  projektive  Verwandtschaft, 

Ein  Punktfeld  mit  den  Grandpunkten  x,!'^',  x\^^\  rc^.'^)  und  ein  Ebenen- 
bündel mit  den  Grundebenen  h^.'^\  ?f^.(^),  H/.^^'>  im  Räume  9^  können 
nach  §  64,  'l  durch  die  Parameterdarstellungen: 

(10  a-,  =  x^^y,  +  x^^y,  +  x^y„     (12)  u,  =  u^'h;  +  n^'h,  +  u^'h;, 

Ji  =  1,  2,  3,  4,  gegeben  werden. 

Setzt  man  diese  bezüglich  in  {!)  und  (7)  ein  und  bezeiclinet  mit 

^k^^\  ^k^^\  ^k^^^  ^^^  "a'^^^j  ^k'^''^\  ^'/t'^^^  ^^®  ^®^  genannten  Grundpunkten 
und  Grundebenen  entsprechenden  Elemente  des  Raumes  9^',  so  er- 
gibt sich: 

(14)  Qu;  =  u;wr^  +  «,'(2),,  +  u^:(^iv,. 

Nach  §  68,  (28)  bis  (31)  sind  aber  die  Punktfelder  (11)  und  (13), 
sowie  die  Ebenenbündel  (12)  und  (14)  projektiv. 

Ein  Strahlfeld  mit  den  Grundstrahlen  |)^.(^),  Pf!^^\  2^k^^  ^^^*1  ^i^ 
Strahlbündel  mit  den  Grundstrahlen  qfj-^\  q^^\  q^^^  im  Räume  9fl  können 
nach  §  64,  3  durch  die  Parameterdarstellungen: 

(lö)  lh  =  lh^'^^\+P^''^,+lh^''h.       C16)  q,-q^'hj,^q}'Hj,  +  q^'hj,, 
Ji  =  1,  2,  3,  4,  5,  6  gegeben  werden. 
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Setzt  man  diese  bezüglich  in  (8)  und  (S')  ein  und  bezeichnet  mit 

Pk''^\  Pk^^\  Ih''^^''  ^^^  5'a-'^^^  Qk'^^\  5i'^^^  ^^^  ^^^^  genannten  Grundstrahlen 
entsprechenden  des  Raumes  fR',  so  ergibt  sich: 

(17)  m'  =  Ä'^''^\  +  A'^'^'^'2  +ä'^'^%; 

(1-^)  QQ,'  =  q^^'hn  +  ^k^'^h  +  ^k'^'^Vs- 

Nach  §  68,  (32)  bis  (35)  sind  aber  die  Strahlfelder  (15)  und  (17), 
sowie  die  Strahlbündel  (16)  und  (18)  projektiv. 

Bei  der  linearen  Vertvandtschaft  zweier  Bäume  sind  entsprechende 
PunUfelder,  Strahl f eider,  Ehenenbündel  und  Straldhändel  projelctiv. 

Dasselbe  würde  sich  für  entsprechende  PimMreihen,  Ehenenhüschel 
und  Strahlhüschel  mittels  der  Parameterdarstellungen  §  64,  4  und  5 
und  im   Hinblick  auf  §  66,  5  ergeben. 

4.  Reine  und  multiplizierte  kanonische  Form  der  Darstellung. 
Da  für  6' 4=0  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (1),  (7)  und  (8) 
durch  eine  Koordinatentransformation  im  Räume  'iR  nach  §  63,  (8), 
(12),  (19)  selbst  als  Koordinaten  eingeführt  werden  können,  die  wir 
neuerdings  wieder  mit  x^.,  %,  p^  bezeichnen  wollen,  so  folgt: 

Die  eigentliche  projehtive  Verwandtschaft  ziveier  Bäume  hann  stets 
in  der  reinen  lianonischen  Form  (vgl.  §  67,  (12)-,  (13)): 

(1^)  Q  K  =  ^i-;     Q  K  =  "a-^     9Pk  =  Pk 

dargestellt  iverden. 

Hierbei  entsprechen  sich  (Fig.  337)  die  gleichnamigen  Ecken  E^ 
und  E^  (/.•  =  1,  2,  3,  4)  und  die  Einheitspunkte  E^  und  E^',  worauf 
dann  zugleich  die  gleichnamigen  Seiteuebenen  der  Koordinatentetra- 
eder und  die  Einheitsebenen  entsprechende  Elemente  sind. 

Entsprechen  sich  nur  die  Ecken  E^  und  .E/,  aber  nicht  die 
Punkte  Eq  und  E^,  so  erhalten  die  Gleichungen  (1),  (7)  uüd  (8),  in- 
dem für  li^l  :  c^i  =  0  gesetzt  wird,  die  midtiplizicrte  lanonische  Form: 

(20)  P<=Ci.Ä.,     P<=fS     QPk-Ck,k,CkMh, 

wo  Icj^Jc^  die  ¥^  Kombination  der  Reihe  23,  31,  12,  14,  24,  34  ist 
(§  59,  1). 

5,  Bestimmung  der  projektiven  Beziehung.    Da  zur  B^timmung 

des  Koordinatensystems  stets  fünf  Punkte  E^,  E^,  E^,  E^,  E^  gehören, 
von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen  (§57,9),  so  ergibt  sich 
aus  der  kanonischen  Form  (19)  der  Satz  (vgl.  §  67,  5): 

Die  projektive  Beziehung  ziveier  Bäume  ist  vollständig  bestimmt, 
wenn  fünf  heliehigcn  Pmikten  des  einen,   von  denen  heine  vier  in  einer 
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Ebene  liegen,  fünf  heliehige  Piinlie  des  andern,  von  denen  lieinc  vier  in 
einer  Ebene  liegen,  entsprec]ie}id  gesetzt  uerden; 

und  zur  analytischen  Bestimmung  der  weitere  Satz  (vgl.  §  67,5): 

Zivei  Bäume  iverden  projeldiv  aufeinander  bezogen,  indem  bei  Ein- 
fTüirung  eines  Systems  von  Tetraederl'oordinaten  i)i  jedem  von  iJmen  je 
zwei  solche  Punlte,  StraJdoi  oder  Ebenen  beider  entsprechend  gesetzt 
tverden,  die  gleiche  Koordinaten  hcdten. 

6.  Reziproke  Räume.  Wie  in  §  (39,  1 — 5  gleichartige  Elemente 
beider  Räume,  Punkte  und  Punkte,  Ebenen  und  Ebenen  einander  ent- 
spreclien,  so  können  auch  ungleichartige  Elemente,  Punkte  und  Ebenen, 
beider  Räume  entsprechend  gesetzt  werden.  Man  nennt  die  Verwandt- 
schaft  dann  Korrelation,  Dualität  oder  Reziprozität  zweier  Räume.^^^) 

Sie  ist  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


(21)  Q<-^ 


die  jedem  Punkte  P  =  x,  eine  Ebene  11  =  u^'  zuordnen,  wobei  sich 
die  Punktkoordinaten  i\  auf  das  eine  und  die  Ebenenkoordinaten  n/ 
auf  das  andere  Koordinatensystem  Fig.  337  beziehen. 

Durch  Auflösung  der  Gleichungen  (21)  ergibt  sich  umgekehrt: 

4 

(22)  ,5a'^  =  2Q.<> 

so  daß  zunächst  je  ein  Punli  des  Baumes  '?li  und  eine  Ebene  des  Baumes 
9fi'  als  ein  Paar  entsprechende  Elemente  zusammengehören. 

Nun  gelten  aber  mit  (21)  wieder  die  Gleichungen  (4),  (5),  (G), 
nur  daß  dort  links  überall  «'  statt  x  zu  setzen  ist.  Es  folgt  daher 
auch  wie  dort: 

Bei  der  reziprohen  Verwandtschaft  (21)  entsp>richt  jeder  Ebene  des 
Baumes  9i  ein  Punli  des  Baumes  9i',  und  zwar  der  Terbindungsehene 
dreier  Pmikte  x^^\  iCj}^\  .r^/^^  der  SchnittpunM  der  drei  entsprechenden 
Ebenen  m^.'^^^,  m/^^\  ^^a-'^^^- 

Jeder  Geraden  des  Baumes  9i  cntspricld  eine  Gerade  des  Baumes 
91',  und  zwar  der  Verbindungslinie  ziveier  Punkte  x^'^\  X/}^^  die  Schnitt- 
linie der  entsprechenden  Ebenen  U/^'^^\  m^'^^I 

Zugleich  folgen,  wie  dort,  zwischen  den  Koordinaten  u,.  und  a:/ 
der  Ebene  Xff^^^Xf^^^^x,}^'  und  des  Punktes  ((/^^^  X  m/*^)  X /f/'^^,  sowie 
den  Koordinaten  p^  und  g/  der  Geraden  x^'^^x,^^^  und  u^'^^^  X  /^/^^^  die 
Gleichungen: 

Staude,  analjt.  Geometrie.  25 


386  §  70,  I. 

4  6 

(23)  QX,'  =  ^  C,,u„  (24)  Qq;  =  2  y^j>^ 

i.  1 

und  durch  Auflösung: 

4  0 

(25)  6 u,  =  2  c,,  <,  (26)  öp,  =  2  r,, 5,'. 

1  1 

Das  Verhältnis  der  beiden  Räume  gestaltet  sich  daher  vollkommen 
reziprok. 

Indem  man  ferner  die  Parameterdarstellungen  (11)  und  (12)  in 
(21)  und  (23)  einsetzt,  findet  man  an  Stelle  von  (13)  und  (14): 

(28)  Q  x;  =  v^)  v^  +  a;;(2>  «2  +  x;(3)  v. , 

womit  wie  §  68,  5  folgt,    daß   das  Punktfeld   (11)   und   das   Ebenen- 
bündel (27)  projektiv  sind,  und  allgemein: 

Bei  der  reziproken  Venvandtschaft  ziveier  Bäume  sind  ein  Fuuld- 
feld  des  einen  und  ein  Ebenenhündel  des  andern,  die  sich  entsprechen, 
projeTxtiv;  ebenso  sind  ein  Stralilfeld  des  einen  und  ein  StraJdhündel  des 
andern,  eine  PunlireiJie  des  einen  und  ein  Ebenenhüschcl  des  andern, 
ein  Straldhüschel  des  einen  und  ein  Strahlbüschel  des  andern,  die  sich 
entsprechen,  jedesmal  projeldiv. 

Die  hanonische  Form  der  Gleichungen   der  reziproken  Verwandt- 
schaft lautet  (vgl.  rl9)): 
(29)  Qu^:  =  x^,     QX^'=Uf^,     Qq;  =  p^. 


VIII.  Kapitel. 

Gleiclmugeii  zwisclien  deii  KoordiDaten. 

§  70.    Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  in  der  Punktreihe,  im 
Strahl-  und  Ebenenbüschel. 

1.  Gleichungen  mit  gemeinen  Koordinaten.  Bedeutet  x  die 
gemeine  Koordinate  eines  Punktes  auf  der  Geraden  (vgl.  §  1,  6)  und 
(fix)  einen  ganze  Funktion  j^'^"  Grades  von  x,  so  stellt  die  Gleichung: 

(1)  ^(^)  =  0 

eine  Gruppe  (ein  System)  von  n  Punlien  (eine  Punktgruppe  n'^'  Ord- 
nung)  auf  der    Geraden  dar.     Die  n  Wurzeln  x  =  Xj^,  x^,  .  .  .,  x„   der 
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Gleichuug  (1)  sind  die  Koordinaten  der  n  Funkte  der  Gruppe.^^°)    Wie 
jene  können  diese  auch  teilweise  oder  alle  zusammenfallen. 
Die  Punktgruppe  ersier  Ordnung  mit  der  Gleichung: 

(2)  Äx  +  B=0 

ist  der  einzelne  Punkt  (§  1,  11). 

Bedeutet  tgg?  die  gemeine  Koordinate  eines  Strahles  im  Strahl- 
büschel (vgl.  %  2,  11)  oder  einer  Ebene  im  Ebenenbüschel  (vgl. 
§  49^  13),  so  stellt  die  Gleichuug: 

(1')  ^(tg^)  =  0 

ebenso  eine  Gruppe  von  n  Strnlden  oder  n  Ebenen  dar. 

2.  Imaginäre  Punkte,  StraMen  und  Ebenen.  Die  Sätze  in 
§  70,  1  sind  im  Sinue  der  Algebra  allgemein  aufgefaßt,  indem  auch 
komplexe  Wurzeln  x  und  tgqp  der  Gleichungen  (1)  und  (1')  mit- 
gezählt werden,  denen  „imaginäre  Punkte"  der  Geraden  und  „ima- 
ginäre Strahlen  oder  Ebenen"  im  Büschel  entsprechen.^^^) 

Auch  die  zunächst  reell  gedachten  Koeffizienten  der  ganzen  Funk- 
tion g  können   schließlich  komplexe  Werte  erhalten. 

3.  Übergang  auf  homogene  gemeine  Koordinaten.  Um  die 
Punktgruppe  (1)  in  homogenen  gemeinen  Koordinaten  x,  t  (vgl. 
§7,1)  darzustellen,  setzt  man  in  der  Gleichung  (1)  x  -.t  für  x  und 
multipliziert  mit  t".     Man  erhält  dann  eine  Gleichung: 

(3)  f{x,t)  =  0, 

wo  f{x,t)  eine  homogene  ganze  Funktion  (binäre  Form.)  w*^^  Grades 
von  X,  t  ist. 

Umgekehrt  wird  eine  gegebene  Gleichung  (3)  in  die  Gestalt  (1) 
versetzt,  indem  sie  durch  t"  dividiert  und  danach  für  x  :  t  wieder  x 
geschrieben,  oder  kurz,  indem  sogleich  t=l  gesetzt  wird  (vgl.  §7,1). 

Eine  gegebene  Gleichung  (3j  ist  jedoch  umfassender  als  die  ent- 
sprechende Gleichung  (1),  wenn  sie  den  Faktor  t'"-  (0  <  w  ^  n)  ent- 
hält. Dann  wird  nämlich  (1)  nur  vom  Grade  n  —  m,  indem  der  in 
der  Punktgruppe  (3)  >H-fach  enthaltene  unendlich  ferne  Punkt  ^  =  0 
(vgl.  §  7,  1)  verloren  geht.  Beispielsweise  werden  die  in  der  Form  (3) 
gegebenen  Gleichungen  zweiten  Grades: 

Ax^  +  Bt^  =  0,  Axt-\-Bt^  =  0 

beim  Übergang  zur  Ge.stalt  (1): 

Äx'^-]-B  ==:(),  Äx-^B=-0, 

die  eine  wieder  vom  ziveiten,  die  andere  nur  vom  ersten  Grade 
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-1-.    Gleichungen    mit    homogenen    gemeinen   Koordinaten.      In 

der  in  diesem  Sinne  allgemeineren  Auffassuno;  erhalten  wir  den  Satz: 
Bedeutet  f{x,  t)    eine  Form    )i}^^   Grades  der  homogenen  gemeinen 
Koordinaten  x,  t  auf  der  Geraden,  so  stellt  die  Gleichung: 

(4)  fix,  f)  =  0 

eine  FunMgruppe  r?.*"  Ordnung  auf  der  Geraden  dar. 

Das  Entsprechende  gilt  bei  gleicher  Bedeutung  von  /'  für  alle 
homogenen  gemeinen  Koordinaten  in  Grundgehilden  erster  Stufe.  Es 
ist  also: 

(5)  fe?/j  =  0 

eine  Punhtgruppe  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  bei  der  Bedeutung 
§  23,  1   von  X,  y: 

(6)  f(^u,v)  =  0     oder     f{x,g)  =  0 

eine  Sirahlengruppe  im  SfraJdbüschel  mit  endlichem  Mittelpunkt  bei  der 
Bedeutung  §  7,  2;  §  23,  2;  1  von  ii,  v  oder  x,  y: 

(7)  f(x,  t)  =  0     oder     f{u,  s)  =  0 

eine  Strahlengrnppe  im  Parcdlelstrahlhüsclicl  bei  der  Bedeutung  §  23,  2 
von  X,  t  oder  7(,  s  [x  :  t  ^  —  s  :  m); 

(8)  f(u,  v)  =  0 

eine  Ehene^igruppe  im  Ebenenhüschel  mit  endlicher  Achse  bei  der  Be- 
deutung §  49,  13  von  u,  v; 

(9)  feO  =  Ö 

eine  E})enengruppe  im  Parallelebencnhüschel  bei  der  Bedeutung  §  49, 13 
von  X,  t. 

5.    Gleichungen   mit   Zweieekskoordinaten.     Durch   die   lineare 

Sul>stitution  §  7,  (14)  geht  die  (jleichung  (4)  in  eine  Gleichung 
von  derselben  Form  zwischen  den  Zweieckskoordinaten  x^,  x^  über; 
dabei  kommt  es  auf  den  Faktor  6  in  der  Substitution  nicht  an,  da 
die  Gleichung  (4)  nur  von  dem  Verhältnis  x  :  t  abhängt. 

Bedeutet  f(u\ ,  x^)  =  0  eine  Form  w*^°  Grades  der  ZtveiecJ^sJioordi- 
naten  x^,  x^  auf  der  Geraden,  so  stellt  die  Gleichung: 

(10)  /■(^.^^^^)  =  0 

eine  Bmildgruppe  m*'''  Ordnung  auf  der  Geraden  dar. 
Ebenso  ist: 

(11)  f(u„u.^  =  0 

die  Gleichung  einer  Strahlen-  oder  Ehe}ienyrupp)e,  je  nachdem  2<^,  u.,  als 
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Ziveiseitskoordinaten  im  Straldhüschd  (§  7,  5)  oder  als  Zireiflachs- 
loordinaten  im  Ehenenhiischel  (§  56,  1)  gelten. 

6.  Erhaltung  der  Ordnung  bei  der  Koordinatentransformation. 

Wie  schou  aus  der  geometrischen  Bedeutung  der  Ordnuug  einer  Fuidd- 
grnppe  als  der  Anzahl  der  Punkte  der  Gruppe  hervorgeht,  hleiht  nach 
§  8,  (17);  §  64,  (ll'j  der  Grad  der  Gleichum/en  (10)  und  (11)  hei 
jeder  Transformation  der  Koordinaten  erhalten. 


§  71.     Gleichungeii  zwisclien  den  Koordinaten  in  der  Ebene  und  im 

Bündel. 

1.    Gleichungen  zwischen  gemeinen  Koordinaten  in  der  Ebene. 

Der  Inbegriff  aller  Punkte  der  Der  Inbegi'iff'  aller  Geraden  der 

Ebene,  deren  gemeine  Koordinaten   Ebene,  deren  gemeine  Koordinaten 

X,  y  (vgl.  §  10,  2)  einer  Gleichung  «,  v  (vgl.  §  19,  1)  einer  Gleichung 

von  der  Form:  von  der  Form: 

(1)  9{x,y)  =  ^  (1')  !)(n,v)  =  0 

genügen,    wo    (j(x,  y\   eine    ganze   genügen,    wo    gUt,v)    eine    ganze 
Funktion  ;r^°  Grades  von  x,  y  be-   Funktion  »*'^''  Grades  von  n.  v  be- 


Fig.  338  a.  |                                       Fig.  338  b. 

deutet,  ist  eine  Kurve  w*'"''  Ordnung  deutet,   ist   eine  Kurve  n'®''  Klasse 

(eine    Punktreihe    oder    Linie    n*®""  (ein  Strahlbüschel  Ji*" Ordnung,  vgl. 

Ordnung,  vgl.  Fig.  338a).  Fig.  338  b). 

Die    Gleichung   (1)    heißt    die  Die    Gleichung   (1')    heißt    die 

Gleiehunrj  der  Kurve  in  laufenden  Gleichung  der  Kurve   in  laufenden 

Funldhoordinaten}^^)  Linienhjordinaten}^^) 
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Die  Kurve  erster  Ordnung  mit 
der  Gleichung  (J^ig-  339  a): 


Die  Kurve  erster  Klasse  (das 
Strahlbüschel  erster  Ordnung  oder 
Strahlbüschel  schlechthin) : 


Fig.  S39a. 


Fig.  339  b. 


(2) 


Ax  +  By  +  C  =  0 


C^') 


Au  +  Bv  +  r=o 


(vgl.  §  16,  ((3j)  ist  die  gerade  Linie. '  (vgl.§19,2)istderPunkt(Fig.339b). 

2.  Übergang  auf  homogene  gemeine  Koordinaten.  Um  in  die 
Gleichung  (1)  homogene  gemeine  Koordinaten  einzuführen  (vgl.  §  22,  1), 
setzt  man  x  :  t  und  y  :  t  für  x  und  y  und  multipliziert  alsdann  die 
Gleichung  mit  t". 

Man  erhält  so  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(3)  f(x,  y,  t)  =  0, 

in  der  f  eine  homogene  ganze  Funktion  (ternäre  Form)  r?'®"  Grades 
von  X,  y,  t  ist. 

Dividiert  man  umgekehrt  die  Gleichung  (3)  durch  t"  und  bezeichnet 
dann  x  :  f  und  y  :  t  mit  x  und  y  oder  setzt  man  einfach  in  (3)  ^  =  1, 
so  erhält  man  wieder  die  Gleichung  (1). 

Allerdings  wird  diese,  wenn  eine  gegebene  Gleichung  (3)  den 
Faktor  ^'"  (0<m^n)  enthält,  nur  vom  (n  —  m)*^"  Grade  (vgl.  §  70,  3). 
Die  gegebene  Gleichung  (3)  ist  also  dann  umfassender  als  die  ent- 
sprechende Gleichung  (1),  indem  sie  neben  der  durch  diese  dargestellten 
Kurve  [n  —  w)*'^''  Ordnung  noch  wi-fach  die  unendlich  ferne  Gerade 
()!'»  =  0)  umfaßt  (vgl.  §  22,  (6)). 

Die  entsprechende  Beziehung  besteht  zwischen  den  Gleichungen: 

(1')     ,,(i(,v)  =  0       und       (3')     /•(»,  r,  6-)  =  0; 

enthält  die  homogene  ganze  Funktion  f(i(,  r,  s)  den  Faktor  .s"*  (0<  m  ^m), 
so  geht  beim  Übergang  zu  (1')  mit  s  =  1  der  Koordinateuanfangs- 
punkt  0  wifach  (s"'  =  0)  verloren  (vgl.  §  22,  (9  i. 

3.  Gleichungen   zwischen   homogenen    gemeinen   Koordinaten 
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in  der  Ebene.     lu  der  in  diesem  Sinne  allgemeineren  Auffassung  ver- 
stehen wir  nunmehr: 

unter  einer  Kurve  m*®''  Ordnung  den  \  unter  einer  Kurve  n^^'^  Klasse  den 
Inbegriff  aller  Pmikte  der  Ebene,  Inbegriff  aller  Strahlen  der  Ebene, 
deren  Iwmogene  gemeine  Koordinaten  deren  homogene  gemeine  Koordinaten 
einer  Gleichung  von  der  Form  ge-  einer  Gleichung  von  der  Form  ge- 
nügen: -  \nHgen: 
(4)             f{x,y,t)  =  0,  i(4')  fiii,v,s)  =  0, 

wo  f  beiderseits   eine   homogene  ganze  Funktion  n^'^'^   Grades   der  drei 
Argumente  ist. 


Die  Kurve  erster  Ordnung  (vgl. 
§22,  (2))  hat  die  Gleichung: 

(5)  Ax  -^  By  +  Ct=0. 

Eine  Kurve  u^"  Ordnung  in  der 
unendlich  fernen  Ebene  des  Raumes 
wird  ebenso, durch   die  Gleichung: 

(6)  f(x,  g,  ^)  =  0 
dargestellt,    wo  x.  g,  z  homogene 
gemeine   Punktkoordinaten   in   der 
unendlich  fernen  Ebene  sind  (vgl- 
§  49,  2). 


Die   Kurve    erster  Klasse  (vgl, 
§  22,  (2'j)  hat  die  Gleichung: 
(5')       Au  -^  Bv  ^  Cs  =  0. 

Eine  Kurve  n^^"^  Klasse  in  der 
unendlich  fernen  Ebene  des  Raumes 
wird  ebenso  durch  eine  Gleichunsr: 
(6')  /'(«,  V,  iv)  =  0 

dargestellt,  wo  «,  r,  w  homogene 
gemeine  Linienkoordinaten  in  der 
unendlich  fernen  Ebene  sind  (vgl. 
§  49,  4). 


4.  Gleicliungen    zwiselien  Dreieckskoordinaten   in  der  Ebene. 

Bei  Einführung  von  Dreieckskoordiuaten  in  die  Gleichungen  (4)  und 
(4')  ändert  sich  nach  §  28,  (4);  (10)  die  Form  der  letzteren  nicht, 
wie  auch  umgekehrt,  so  daß  wir  sao-en  können: 

Eine  Kurve  n^^^  Ordnung  in  der         Eine  Kurve  n^^^  Klasse  in  der 
Ebene  ist  der  Inbegriff  aller  Pmikte,  Ebene  ist  der  Inbegriff  aller  Strahlen, 
deren  Dreieckskoordinaten  einer  Glei-  deren  Dreieckskoordinaten  einer  Glei- 
chung n^^^  Grades:  \chung  «'®"  Grades: 
(7)          f{x^,  x^,  x^)  =  0  (7')  f{ii^,  t<2,  «3)  =  0 
genügen.                                               genügen. 

Dabei   ist  f  immer    eine    homogene   ganze   Funktion   (Form)   n^^°- 
Grades. 

5.  Gleichungen   zwischen    homogenen    gemeinen   Koordinaten 
im  Bündel.     Wie  in  §  71,  3   verstehen  wir: 

unter  einem  Kegel  (Strahlbüschel)  n^^^  \  unter  einem  Kegel  n^^'^  Klasse  (Ebe- 
Ordnung  den  Inbegriff  aller  Strahlen  nenbüschel  n^^""  Ordnung)  den  In- 
des Bündels,  deren  Itomogene  gemeine  begriff   aller   Ebenen   des   Bündels, 
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Koordinaten    (vgl.  §  49^   6)    einer 
Gleichung  n^*^^  Grades  genügen: 


(8) 


f{x,  y,  s)  =  0. 


deren  homogene  gemeine  Koordinaten 
(vgl.  §  49,  5)  einer  Gleichung  w*®"" 
Grades  genügen: 

(8')  ^(.«,  i;,  tv)  =  0. 


Hierbei  ist  der  Mittelpunkt  des  Bündels  im  Endlichen  angenommen. 
Auf  das  Bündel  mit  unendlich  fernem  Zentrum  beziehen  sich  die  ent- 
sprechenden Sätze: 

Ein  Zylinder  «*"  Ordnung  ist  Ein  Zylinder  ;«*®  Klasse  ist  der 
der  Inbegriff  aller  Strahlen  des  Inbegriff'  aller  Ebenen  des  Bündels, 
Bündels,  deren  homogene  gemeine  ' deren  hotnogene  gemeine  Koordinaten 
Koordinaten  (vgl.  §  49,  11)  einer  l(vgl.  §  49,  10)  einer  Gleichung  w*^"" 
Gleichung  n^^'^  Grades  genügen:  \Grades  genügen: 
(9)  fix,y,t)^0.  (9')  f{n,v,s).=  0. 

6.    Gleichungen    zwischen    Dreiflachskoordinaten    im    Bündel. 

Nach  §  56,  5  behalten  die  Gleichungen  (8)  und  (8')  auch  bei  Ein- 
führung von  Dreiflachskoordinaten  ihre  Form  bei,  wie  auch  um- 
gekehrt, also: 

Ein  Kegel  ji**''  Ordnung  im  Biin-  \  Ein  Kegel  n^""  Klasse  iyn  Bündel 
del  ist  der  Inbegriff^  aller  Strcüden, '  ist  der  Inbegriff'  aller  Ebenen,  deren 
derenI)reiflachsJMordinaten(Yg\.%bQ,  Breiffaclishoordincden  (vgl. §  50,  (12), 
(12'),    (30'))    einer    Gleichung    m**""  (30))    einer   Gleichung  w*®''    Grades 


Grades  genügen: 

(10)        f{x^,  x.;^,  x^)  =  0. 


genügen: 

(10')  f{U^,     «2,      Mg) 


0. 


7.  Zwei  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten.  Zivei 
Gleichungen  von  der  Form  (1),  (4),  (6)  oder  (7),  die  eine  vom  Grade  m, 
die  andere  vom  Grade  n,  stellen  eine  Gruppe  von  w^Punkten  der 
Ebene,  die  gemeinsamen  Punkte  (SchnittpunJdc)  zweier  Kurven  m^^"  und 
n^^""  Ordnung  (Fig.  338a)  dar;  zwei  Gleichungen  von  der  Form  (1'), 
(4'),  (6')  oder  (7')  ebenso  eine  Gruppe  von  m  n  Strahlen  der  Ebene, 
die  gemeinsamen  Strahlen  ziceier  Kurven  m  **"'■  und  n  **■'  Klasse  (Fig.  338  b) 
dar.^^^)  Dem  Fall  m  =  l,  n  =  l  entspricht  der  Schnittpunkt  zweier 
Geraden  (vgl.  §  18,  3)  und   die  Verbindungslinie   zweier  Punkte. 

Im  Bündel  geben  zwei  entsprechende  Gleichungen  eine  Gruppe 
von  v/^ji Strahlen,  die  Schnittlinien  zweier  Kegel  wi*"  und  n^^"  Ordnung 
oder  eine  Gruppe  von  w/n Ebenen,  die  gemeinsamen  Ebenen  zweier 
Kegel  7)i^^^  und  ■n^'^'  Klasse. 

8.  Perspektive  Beziehung  zwischen  Ebene  und  Bündel.  Durch 
die  gleiche  Bezeichnung  ihrer  Koordinaten  shid  die  Punkte  x,  y,  t  und 
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Strahlen  u,  v,  s  der  xy-Ehene  des  Koordinatensystems  Oxi/2  einerseits 
niid  die  zur  r-Achse  (die  hierbei  zur  xy-Ehene  nicht  senkrecht  zu  sein 
braucht)  parallelen  Strahlen  und  Ebenen  andererseits  (vgl.  §  49,  10; 
11);  ferner  die  Punkte  x,  y,  z  uud  Strahlen  u,  v,  w  der  unendlich 
fernen  Ebene  einerseits  und  die  Strahlen  und  Ebenen  des  Bündels  am 
Punkt  0  andererseits  (vgl.  §  53,  6)  perspektiv  aufeinander  bezogen. 
Dasselbe  gilt  daher  bei  gleichem  /'  für  die  Kurve  (4),  (4')  und  den 
Zylinder  (9),  (9'),  für  die  Kurve  (6),  (6')  und  den  Kegel  (8),  (8'). 
Mau  kann  diese  Beziehung  in  den  Sätzen  aussprechen: 

Jeder  Zylinder  «'"'  Ordnung  (oder  Klasse)  schneidet  eine  Ebene, 
die  niclit  zu  seinen  Strahlen  parallel  ist,  in  einer  Kurve  »^*"  Ordnung 
(oder  Klasse);  jeder  über  einer  Kurve  w*^"^  Ordnung  (Klasse)  errichteter 
Zylinder  ist  von  der  n^'^^  Ordnung  (Klasse). 

Jeder  Kegel  n*®''  Ordnung  (Klasse)  schneidet  die  unendlich  ferne 
Ebene  in  einer  Kurve  w*®""  Ordnung  (Klasse);  jeder  über  einer  unend- 
lich fernen  Kurve  n^"  Ordnung  (Klasse)  errichtete  Kegel  ist  von  der 
^^ten  Ordnung  {Klasse). 

Endlich  aber  folgt  mit  Bezug  auf  (7),  (7')  und  (10),  (10')  aus 
der  Gleichheit  der  gleichbezeichneten  Koordinaten  x^,  %,  x^  und  u^, 
«2,  W3  entsprechender  Elemente  bei  perspektiver  Lage  eines  Bündels 
und  einer  Ebene  (vgl.  §  56,  10): 

Jeder  Kegel  w**"""  Ordnung  (Klasse)  schneidet  eine  Ebene,  die  nicht 
durch  seine  Spitze  geht,  in  einer  Kurve  «*®'  Ordnung  (Klasse);  jeder 
über  eitler  Kurve  w*®'  Ordnung  (Klasse)  errichtete  Kegel  ist  von  der 
j^ten  Ordnung  (Klasse). 

9.  Erhaltung  der  Ordnung  und  Klasse  bei  der  Transformation 
der  Koordinaten.  Führt  man  in  die  Gleichungen  (4),  (4')  oder  (9), 
(9')  nach  §  23,  3;  in  die  Gleichungen  (6),  (6')  oder  (8),  (8')  nach 
§  50,  3,  in  die  Gleichungen  (7),  (7')  oder  (10),  (10')  nach  §  30,  (15); 
(16)  und  §  64,  (9');  (10')  neue  Koordinaten  ein,  so  wird,  da  in  allen 
Fällen  die  alten  Koordinaten  homogene  lineare  Funktionen  der  neuen 
sind,  der  Grad  der  Gleichungen  in  diesen  derselbe  wie  in  jenen. ^^^) 

Ordnung  und  Klasse  einer  Kurve  oder  eines  Kegels  (Zylinders) 
sind  von  der  Wald  des  Koordinatensystems,  in  bezug  auf  das  sie  be- 
stimmt iverden,  unabhängig  (vgl.  §  70,  6). 

10.  Gleichung  der  gemeinsamen  Punkte  einer  Kurve  und 
einer  Geraden  oder  der  gemeinsamen  Strahlen  einer  Kurve  und 
eines  Punktes  in  gemeinen  Koordinaten.  In  bezug  auf  dasselbe 
Achsensystem  Oxy,  auf  das  sich  die  Gleichung  (4)  der  Kurve  w'®"^ 
Ordnung   bezieht,    sei    eine    beliebige    Gerade  j)q    durch    einen    Punkt 
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0'  =  X(^,  Pq,  1  und  ihre  Richtungskosinus  a^,  h^  gegeben.  Jeder  Punkt 
der  Geraden  ist  in  der  Parameterdarstellung  §  23,  (5)  enthalten. 
Soll  er  auf  der  Kurve  liegen,  muß  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

(11)  f{a^x-\-xJ,     h^x' ^  y^f,     t")  =  0. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Parameter  x',  f  (vgl.  §  23, 
4)  ist  dies  die  Gleichung  der  Gruppe  der  SclinittpunMe  der  Kurve  n^^^ 
Ordnung  (4)  mit  der  gegebenen  Geraden  p^  in  homogenen  gemeinen 
FimTxtkoordinaten  x,  i'  auf  dieser  (vgl.  §  70,  (4)). 

Unmittelbar  aus  (4)  mit  f  =  0  (vgl.  §  22,  (6))  ergibt  sich  in: 

(12)  ({x,  y,  0)  =  0 

die  Gleichung  der  Gruppe  der  Schnittpunlde  der  Kurve  ??**''  Ordnung 
(4)  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  in  homogenen  gemeinen  Punli- 
koordinaten  x,  y  auf  dieser  (vgl.  §  70,  (5)). 

Wieder   in   bezug   auf  Oxy  sei  neben   der  Kurve  (4')    ein  Punkt 
0'=  Xq,  y^,  1  gegeben.    Jeder  Strahl  durch  den  Punkt  ist  in  der  Para- 
meterdarstellung  §  23,  (6)    enthalten.      Soll   er  ein  Strahl   der   Kurve 
sein,  muß: 
(11')  f{u',  V,  -  x^u  -  y^v)  =  0 

sein.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Parameter  u',  v  (vgl. 
§  23,  5)  ist  dies  die  Gleichung  der  Gruppe  der  gemeinsamen  Strahlen 
der  Kurve  n**"^  Klasse  (4')  und  des  gegebenen  Punlies  0'  in  homogenen 
gemeinen  Strahlenkoordinaten  u',  v'  in  hezug  auf  das  dem  Strahlbüschel 
des  Punlies  0'  angeh'örige  mit  Oxy  parallele  System  O'x'y'  (vgl.  §  70, 
(6)).  Ebenso  erhält  man  mittels  der  Parameterdarstellung  des  Parallel- 
strahlbüschels von  der  Richtung  a^,  b^  (§  23,  (7))  in: 
(12')  f{a^u',  by,  s')  =  0 

die  Gleichung  der  Gruppe  derjenigen  Strahlen  der  Kurve  n^*^^  Klasse 
(4'),  die  einem  gegebenen  Parallelstrahlbüschel  angehören  in  gemeinen 
Strahlenkoordinaten  ti,  s'  im  Büschel  (vgl.  §  70,  (7)). 

Die  Gleichungen  (llj,  (12)  oder  (11'),  (12')  stellen  nach  §  71,  8 
zugleich  die  Strahlen  eines  Zylinders  w*®""  Ordnung,  die  in  einer 
Ebene  des  Bündels  liegen,  oder  bezüglich  die  Ebenen  eines  Zylinders 
i?*^"  Klasse  dar,  die  durch  einen  Strahl  des  Bündels  gehen,  dem  der 
Zylinder  angehört. 

11.  Gleichung  der  gemeinsamen  Strahlen  eines  Kegels  und 
einer  Ebene  oder  der  gemeinsamen  Ebenen  eines  Kegels  und 
eines  Strahles  in  gemeinen  Koordinaten.  In  bezug  auf  das  Achsen- 
system Oxyz  im  Bündel,   auf  das   sich   die  Gleichungen  (8)  und  (8') 
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beziehen,  sei  eine  Ebene  11^  durch  die  Richtungskosiuus  «^,  Jj^,  Cj  und 
«2,  &9,  ^2  zweier  in  ihr  liegenden  rechtwinkligen  Achsen  x  und  y  oder 
ein  Strahl  p^  dadurch  gegeben,  daß  er  zu  zwei  solchen  Achsen  senk- 
recht steht.  Alle  in  der  Ebene  11^  liegenden  Strahlen  oder  alle  durch 
den  Strahl  p^^  des  Bündels  gehenden  Ebenen  sind  dann  in  den  Para- 
meterdarstellungen §  50,  (19')  oder  (19)  enthalten. 

Für  die  in  der  Ebene  77«  liegen-  Für    die    durch    den    Strahl  p^ 


den    Strahlen    des   Kegels    (8)    ist 
daher: 


gehenden  Ebenen   des   Kegels  (8') 
ist  daher: 


(13) 


\f{a^x  +  a^y',     \x'-h\y', 


c^x  +  c-2lf)  =  ^• 
Dies  ist  die  GleicJmng  der  Gruppe 


(13') 


\f{a^u'  +  «2?/,     \u  +\v', 


C^U'    -\-    C.yV')    =    0. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Gruppe 


der  gemeinsamen  StraJden  des  Kegels  ;  der  gemeinsamen  Ebenen  des  Kegels 
n^^^  Ordnung  (8)  und  der  Ebene  U^i  n^'^''  Klasse  (8')  und  des  StraJdes p^ 
in  gemeinen  Strahlcnlioordinaten  x  ,y'  j  in  gemeinen  Ebenenl-oordinaten  u,  v 
im  StraJdbüschel  (vgl.  §  70,  (6)).       \  im  Ebenenbüschel  (vgl.  §  70,  (8)). 

Es  sind  gleichzeitig  innerhalb  der  unendlich  fernen  Ebene  die 
Gleichungen  der  Gruppe  von  Punkten,  die  die  Kurve  n^'^'^  Ordnung  (6) 
mit  einer  Geraden  und  der  Gruppe  von  Strahlen,  die  die  Kurve  »'" 
Klasse  (6')  mit  einem  Punkte  gemein  hat. 

12.  Gleichungen  der  gemeinsamen  Elemente  in  Dreiecks- 
und Dreiflaeliskoordinaten.  In  bezug  auf  das  Koordinatendreieck, 
auf  das  sich  die  Gleichungen  (7)  und  (7')  beziehen,  sei  eine  Gerade 
Pq  durch  zwei  Punkte  a?^*^'  und  x^}-'^^  oder  ein  Punkt  Pq  durch  zwei 
Gerade  u,^^'>  und  u^p'^  (Je  =  1,  2,  3)  gegeben.  Dann  folgt  wie  in  §  71,  10 
unter  Benutzung  der  Parameterdarstellungen  §  30,  (24),  (24'): 

Die    Gruppe    der    PunJde,    die         Die   Gruppe   der  Strahlen,    die 


die  Kurve  «*"  Ordnung: 

(7)  f(x^,x^,Xs)  =  0 

mit  der  Verbindungslinie  zweier  ge- 
gebenen Punkte  x^^^   und   x^^^^   ge- 


die  Kurve  n^'^  Klasse: 
(7')  f{u^,  u.^,  iL^)  =  0 

mit    dem    Schnittpunkt    zweier    ge- 
gebenen Strahlen  m^^^)  und  u^^'^  ge- 


mein hat,  ist  durch  die  Gleichung:  •.  mein  hat,  ist  durch  die  Gleichung: 

f{x,^'hj,  +  x,^')y„  ,  {f{u,^'^i\  +  ih^'^v„ 


(14) 


x.^'hj^ 


or^^^Vi: 


.(1) 


y,  +  ^3^'^i/2)  =  0 


in   Ziveieckskoordinaten  y^,  y^    auf 
der  Verbindungslinie  dargestellt  (vgl. 

§  70,  (10)). 


(14') 


in  Zweiseitskoordinaten  v^ ,  v^  an  dem 
Schnittpunkte  dargestellt  (vgl.  §  70, 

(11)). 
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Dieselbe    Gleichung   (14)    gibt  Dieselbe   Gleichung   (14')    gibt 

die  Gruppe  der  Strahlen,  die  der  die  Gruppe  der  Ebenen,  die  der 
Kegel  «*"  Ordnung  (10)  mit  der  Kegel  n^"  Klasse  (10')  mit  dem 
Verbindungsebene  zweier  gegebenen  ,  Schnittstrahl  zweier  gegebenen 
Strahlen  xj^^^  und  a;^/^-'  gemein  hat,  [  Ebenen  »^/^)  und  U/}^^  gemein   hat, 


in  Zweiflachskoordinaten  i\ ,  r«  im 
Ebenenbüschel  des  Schnittstrahles. 


in  Zweiseitskoordinaten  y^,  y^  im 
Strahlbüschel  der  Verbindungs- 
ebene (§  64,  8). 

13.  Geometrische  Bedeutung  der  Ordnung  und  Klasse  der 
Kurven  und  Kegel.  Da  beim  Übergang  von  der  Gleichung  (7)  der 
Kurve  n^''^  Ordnnng  in  Dreieckskoordinaten  x^,  x^,  x^  zu  der  Glei- 
chung (14)  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden  in  Zweieckskoordi- 
naten y^,  y.2,  wie  bei  allen  in  §  71,  10  bis  12  nach  übereinstimmen- 
der Methode  ausgeführten  Übergängen  von  drei  zu  zwei  homogenen 
Koordinaten  der  Grad  der  Gleichung  unverändert  bleibt,  so  folgt 
allgemein  :^^^) 

In  der  Ehene  hat  eine  Kurve  In  der  Ebene  hat  eine  Kurve 
n^"  Ordnung  mit  jeder  Geraden  n^"  Klasse  mit  jedem  Piinli  7t  Strah- 
n  Punkte  gemein.  len  gemein. 

Im  Bündel  hat  ein  Kegel  n^^"^  Im  Bündel  hat  ein  Kegel  y/*'" 
Ordnung  mit  jeder  Ehene  n Strahlen  Klasse  mit  jedem  Strahle  n  Ebenen 
gemein.  gemein. 

Der  Zylinder  ist  dabei  als  ein  Kegel  im  Bündel  mit  unendlich 
fernem  Mittelpunkt  eingeschlossen. 

Eine  Ausnahme  von  dem  ersten  Satze  tritt  nur  dann  ein,  wenn 
eine  Gerade  der  Kurve  ganz  angehört,  die  Gleichung  (14)  besteht 
dann  in  //^,  1/2   identisch.     Entsprechendes  gilt  für    die   anderen  Sätze. 

14.  Unvollständige  Gleiekungen  für  drei  homogene  Koordi- 
naten in  der  Ebene.  Wenn  in  der  Gleichung  (4)  y  fehlt,  so  zerfällt 
die  linke  Seite  f{x,  t)  in  n  lineare  Faktoren  von  der  Form  Ax  -f  Ct. 
Daraus  ergibt  sich  nach  §  16,  (16)  und  entsprechend  nach  §  19,  5; 
§16,  (15);  §22,  (10);  §29,  3: 

Die  Kurve  ??*''■  Ordnung:  Die  Kurve  n^"  Klasse: 

(15)  f(x,  t)  =  0  ^  (15')  f(u,  5)  =  0 

zerfällt   in  n  zur  y- Achse  parallele  j  zerfällt  in  n  auf  der  x- Achse  liegende 
Gerade.  Punlde. 

Die  Kurve  «'^'"  Ordnung:  Die  Kurve  «*"  Klasse: 

(16)  f(x,y)  =  0  (16')  f(u,v)  =  0 
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zerfällt    in    n    durcJi    den    Koordi-  \  zerfällt  in  n  auf  der  unendlich  fernen 


Geraden  liegende  Pnnlie. 
Die  Kurve  n^"  Klasse: 


untenanfang   0  gehende  StraJden. 
Die  Kurve  n^^^  Ordnung: 

(17)  f(x„x,)==0  1(17')  f(u„u.^^() 

zerfällt  in  n  durch  die  Ecle  E.^  des  zerfällt   in   n   auf  der   Seite  e^   des 
Koord i natendreiecksgehendeStrahlen.  KoordinatendreiecJxS  liegende  Punlie. 


Die     zwei     Gleichungen     (vgl. 
§71.  7): 

(18)     f(x^,  X,)  =  0,     x.  =  0 


Die     zwei     Gleichungen     (vgl. 

§T1,   7): 

(18')     f[u„u,)  =  0,     u,  =  0 


geben     die    Schnittpunkte     dieser   geben  die  Verbindungslinien  dieser 
Strahlen  mit  der  Seite  e.^.  Punkte  mit  der  Ecke  K^. 

15.    Unvollständige    Gleichungen   für   drei    homogene    Koordi- 
naten im  Bündel.    In  gleicher  Weise  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf 
§49,  8  und  §56,  10  für   das  Bündel  ((8),  (8');  (10),  (10');)  die  Sätze: 
Der  Kegel  «*"  Ordnung:  \        Der  Kegel  n^-''  Klasse: 

(19)  f(x,y)  =  0  !(19')  /-(h,  r)  =  0 

zerfällt    in    n    durch    die    z- Achse  zerfällt  in  n  in  der  xy-Ebene  liegende 
gehende  Ebenen.  ,  Strahlen. 


Der  Kegel  «*-^'  Ordnung: 
(20)  f{x,,x,)  =  0 


Der  Kegel  n^^^  Klasse: 
(20')  fiih,>'2)  =  0. 


zerfällt  in  n  durch  die  Kante  «g  des  \  zerfällt  in  n  in  der  Ebene  Eg  des 
Koordinatendrei  flachs  gehende  Ebe-  Koordinatendrei  flachs  liegende  Sträh- 
nen. Icn. 


§  72.     Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  im  Räume. 

1.    Gleichungen  zwischen  gemeinen  Koordinaten. 

Der  Inbegriff  aller  Punkte  des  Der  Inbegriff  aller  Ebenen  des 

Raumes,  deren  gemeine  Koordinaten  i  Raumes,  deren  gemeine  Koordinaten 
X,  y,  z  (vgl.  §  31,  2)  einer  Gleichung  ,  u,  v,  tv  (vgl.  §  45, 1)  einer  Gleichung 
von  der  Form:  von  der  Form: 

(1)  9  (x,  y,  2)  =  0  I  (1')  g  (u,  V,  iv)  =  0 

genügen,  wo  g  (x,  y,  z)  eine  ganze  genügen,  wo  g  (t(,  v,  iv)  eine  ganze 
Funktion  «*®°  Grades  von  x,  y,  z  be- !  Funktion  «*  "^  Grades  von  u,  v,  iv 
deutet,  ist  eine  Fläche  (ein  Punkt-  bedeutet,  ist  eine  Fläche  n^^^  Klasse 


feld)  w*®''  Ordnung. 

Die    Gleichung    (Ij    heißt    die 


(ein   Ebeneubündel  «'*■'"  Ordnung). 
Die    Gleichung    (1')    heißt    die 


398 


§  72,   2— o. 


Gleichung  der  Fläche  in  laufenden 
Fl  inMJwordinaten.  ^^^) 

Die  Fläche  erster  Ordnung  mit 
der  Gleichung: 

(2)  ÄX  +  Bij-\-C^  +  D  =  0 

(vgl.  §  40,  (6))  ist  die  Ebene. 

2.  Gleichungen  zwischen  homogenen  gemeinen  oder  Tetra- 
ederkoordinaten. In  derselben  Weise  wie  in  §  71,  '2  gelangen  wir 
zu   den   Gleichungen    der  Fläclie   in   homogenen  gemeinen   Koordinaten. 

(3)  f{x,  y,  0,t)^O  (3')  f(u,  V,  w,  s)  =  0, 

wo  f  eine  homogene  ganze  Funktion  (Form)  n*®''  Grades  der  vier  Argu- 
mente ist. 


Gleichung  der  Fläche  in  laufenden 
E  henettJcoordinaten .  ^-^) 

Die  Fläclie  erster   Klasse   (das 
Ebenenbündel  erster  Ordnung  oder 
Ebenenbündel  schlechtbin): 
(2')    Äu  +  Bv  +  Cic  +  i>  =  0 
(vgl.  §  45,  (5) )  ist  der  Punht. 


Von  bier  aber  leiten,  wie  in 
((3),  (10)  zu  der  Definition  über: 

Fi)ic  Fläche   yi'"  Ordnung    ist 
der   Inbegriff    aller   Punkte,    deren 
Tetraederkoordinaten  einer  Gleichung 
w*®''  Grades: 
(4)         /  (^Tj ,  X2,  % ,  x^)  =  0 

genügen. 


i  71,  4,  die  Formeln  §  57,  (1),  (4), 

Eine  Fläclie  «*"  Klasse  ist  der 
Inbegriff  aller  Ebenen,  deren  Tetra- 
ederkoordinaten einer  Gleichung  w*^" 
Grades: 

(4')       /■(?<!,  «2,  n.,,  uj  =  0 

genügen. 
3.    Zwei  und  drei  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten. 

Zwei  Gleichungen  von  der  Form  Zwei  Gleichungen  von  der  Form 

(1),   (3)   oder  (4),    die    eine    vom  1  (1'),  (3')   oder  (4'),    die   eine  vom 
Grade  m,  die  andere  vom  Grade  n,   Grade  m,  die  andere  vom  Grade  n, 


geben  in  laufenden  Punktkoordinaten 
die  Raumkurve  mn^^^  Ordnung,  die 
aus  den  gemeinsamen  Punkten 
zweier  Flächen  m*^""  und  w*"^  Ord- 
nung besteht  (Schnittkurve,  Durch- 
dringungskurve beider  Flächen).^^'') 


Die  Raumkurve  erster  Ordnung 
mit  den  Gleichungen: 

Ä,x-hB,y-^(\2+n,  =  0 

ist  die  gerade  Linie  (gerade  Punkt- 
reihe; §  43,  3). 


(ö) 


geben  in  laufenden  Ehenenkoordi- 
nafen  den  Ebenenbüschel  in  n^^^  Klasse, 
der  aus  den  gemeinsamen  Ebenen 
zweier  Flächen  m^'^^  und  w*"  Klasse 
besteht  (gemeinsame  Umhüllende, 
umbeschriebene  De  veloppable  beider 
Flächen). 

Der  Ebenenbüschel  erster  Klasse 
mit  den  Gleichungen: 

ylj  u  +  i>\  V  +  C\  w  -{-I\=0 


(5') 


A.  u  +  i^o  y  +  C.iu  +  7)»  =  0 


ist  die  gerade  Linie  (gerader  Ebenen- 
büschel,Ebenenbüschel  schlechthin). 
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Drei  Gleichungen  V"",  m''''  und  i  Drei  Gleichungen  ?**'",  w**^",  n^'"^ 
n^^^  Grades  von  der  Form  (1),  (3)  \  Grades  von  der  Form  (1'),  (3')  oder 
oder  (4)  stellen  im  allgemeinen  eine  (4')  stellen  im  allgemeinen  eine 
Gruppe  von  hnn  Funkten  des  Gruppe  von  Zwn«  Ebenen  des  Raumes 
Banmes  dm;  die genieinsamen  Punlte  dar,  die  gemeinsamen  Ebenen  dreier 
dreier  Flächen  ?*",  ;«*"  und  n^^^  Flächen  ?*",  w*"  und  w*"  Klasse. 
Ordnung. 

Drei  Ebenen   haben    im    allge-  Drei  Punkte  haben  im  allgemei- 

meinen   einen   Punkt   gemein   (vgl.    neu  eine  Ebene  gemein. 
§  58,  7). 

4.  Erhaltung  der  Ordnung  und  Klasse  bei  der  Transformation 
der  Koordinaten.  Führt  man  in  die  Gleichungen  (3),  (3')  nach 
§50,  (1);  (2)  und  in  die  Gleichungen  (4),  (4')  nach  §63,.  (8);  (12) 
neue  Koordinaten  ein,  so  wird,  da  in  allen  Fällen  die  alten  Koordi- 
naten homogene  lineare  Funktionen  der  neuen  sind,  der  Grad  der 
Gleichungen  in  diesen  derselbe  wie  in  jenen.^^^) 

Ordnung  und  Klasse  einer  Fläche  sind  von  der  Wahl  des  Ko- 
ordinatensgstems,  in  bczug  auf  das  sie  bestimmt  iverden,  unahhängig 
(vgl.  §  7i;  9). 

5.  Gleichung  der  gemeinsamen  Punkte  einer  Fläche  und 
einer  Ebene  oder  der  gemeinsamen  Ebenen  einer  Fläche  und 
eines  Punktes.  In  bezug  auf  dasselbe  Achsensystem  Oxyz,  auf  das 
sich  die  Gleichung  (3)  der  Fläche  n^^^  Ordnung  bezieht,  sei  eine  be- 
liebige Ebene  U^^  durch  einen  Punkt  0'  =  x^,  y^,  Sq  und  zwei  von  ihm 
ausgehende  rechtwinklige  Achsen  x  =  a^,  b^,  q  und  g'  =  a„,  b.^,  c^  ge- 
geben. Jeder  Punkt  der  Ebene  ist  in  der  Parameterdarstellung  §  50, 
(8)  enthalten.  Soll  er  auf  der  Fläche  liegen,  muß  die  Bedingung  er- 
füllt sein: 

r6)  f{a^x'  +  «2^/'  +  xj,     b^x  +  b.,y'  +  y^t' ,     q x  +  c,//  +  s^t' ,^)  =  0. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Parameter  x ,  y,  t'  in 
§  50,  4  ist  dies  die  Gleichung  der  Kurve,  in  der  die  Fläche  n  *®''  Ord- 
nung (3)  von  der  gegebenen  Ebene  11^  geschnitten  ivird,  in  laufenden 
PunJdJiOordinaten  x',  y\  t'  in  bezug  auf  das  in  11^  liegende  Koordinaten- 
system O'x'y  (vgl.  §  71,  (4)j. 

Unmittelbar  aus  (3)  mit  t  =  0  (vgl.  47,  (G))  ergibt  sich  in: 
(7)  fix,  y,  z,  0)  =  0 

die  Gleichung  der  Kurve,  in  der  die  Fläche  «^"  Ordnung  (3)  von  der 
unendlich  fernen  Ebene  geschnitten  ivird,  in  laufenden  Punhtkoordinaten 
X,  y,  z  in  dieser  (vgl.  §  71,  (6)). 
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Wieder  iu  bezug  auf  Oxyz  sei  nebeu  der  Fläche  (3)  ein  Punkt 
0' =^  Xq,  iJq,  Zq   gegeben.      Jede   Ebene    durch    den    Punkt    ist    in    der 
Parameterdarstellung  §  50,  (10)    enthalten.      Soll    sie    der   Fläche    an- 
gehören, muß  sein: 
(6')  /■(«',  v,  ir',  —  x^u  —  ?/(,?•'  —  ,?o?r')  =  0. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Parameter  u  v'  tc  in  §  50,  (J 
ist  dies  die  Gleichung  des  Kegels,  den  die  durch  den  FiinM  0'  gehenden 
Ebenen  der  Fläche  w*^""  Klasse  (3')  bilden,  in  laufenden  EhenenJioordi- 
naten  u',  «',  iv  in  hezug  auf  das  dem  Bündel  des  Punlies  0'  angeh'örige 
mit  Oxijz  parallele  System   O'x  ij  z    (vgl.  §  71,  (8';). 

Ist  ferner  ein  Ebenenbündel  mit  unendlich  fernem  Zentrum  durch 
zwei  von  0  ausgehende  Achsen  x  =  a^,  h^,  q  und  y'  =  a.^,  h.2,  e.^  ge- 
geben, zu  deren  Ebene  Ox  y  die  Ebenen  des  Bündels  senkrecht  sein 
sollen,  so  erhält  man  nach  §  50,  (12)  in: 

(7'J  f{n^n-\-a^v\     h^u  -\-  h.,v',     c^u'  -\-  Cov',     /)  =  0 

die  Gleichung  des  Zylinders,  den  die  dem  Ehenenhündel  angehörigen 
Ebenen  der  Fläche  bilden,  in  laufenden  Ebenenl-oordin.afen  «',  v\  s'  im 
Bündel  in  bezug  auf  das  System   Ox  y  z    (vgl,  §  71,  (9')). 

In  bezug  auf  das  Koordinatentetraeder,  auf  das  sich  die  Glei- 
chungen (4)  und  (4')  beziehen,  folgt  mit  Beuutzung  der  Parameter- 
darstellungen §  64,  2  in  gleicher  Weise: 

Die  Kurve,   in  der  die  Fläche '        Der  Kegel,  den  die  Ebenen  der 
^^ter  Q^(jjiii')ig:  Fläche  n^^^  Klasse: 

(8)  f{x^,  x^,  x.^,  x^)  =  /■(%)  =  0       (8')  f{u^,  «2,  %;  «4)  =  /"(>' j  =  0 
von  der  Verbindungsebene  dreier  ge-  am    Schnittpunht    dreier    gegebenen 
gebenen  PunJde   Xf.'^'^\  Xi}-\  x^.^^^   ge-  ^  Ebenen   n^''^\  up\  u^^^^   bilden,    ist 
schnitten  tvird,   ist  dureJt   die  Glei-   durch  die  Gleichung: 

chung: 

(9)  f{^^'^y,+^^f'hj,-\-x,^-'>y,)==0   i(9')  /•(n,'».,  +  u^'h:,  +  u^')v,)=0 

in  laufenden  DreiecJcslcoordinaten  y^,  in  laufenden  JDreiflachshoordinafen 
?/2  7  y^des  PunJdes  der  Verbindungs-  i\,  v^,  v.^  der  Ebene  des  Bündels 
ebene  dargestellt  (vgl.  §  71,  (7)).         am    Schnittpunli     dargestellt    (vgl. 

§  71,  rlOT). 
().    Erste    geometrische   Bedeutung    der    Ordnung    und    Klasse 
einer  Fläche.     Da  die  Gleichungen  (6),  (7),  (9),  sowie  (6'),  (7'),  (9') 
alle   von   demselben  Grade   sind,   wie   die  Gleichungen  (3),  (4\   sowie 
(3'),  (4'),  so  folgt  wie  §  71,  13:^26) 

I)ie   Fläche    n^^"    Ordnuiui   hat         Die  Fläche  n^^'^  Klasse  liat  mit 
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mit  jeder  Ebene  eine  Kurve  n^^^  Ord-  \  jedem  Bündel  einen  Kegel  n^^""  Klasse 
nung  gemein.  \  gemein. 

Vorausgesetzt  ist  hierbei  (vgl.  71,  13)  nur,  daß  die  Ebene,  be- 
züglicb  das  Bündel,  nicht  ganz  der  Fläche  angehört. 

Verbindet  man  dieses  Resultat  mit  §  71,  7,  so  ergibt  sich: 
Die  RaumlHrve  mn^^^  Ordnung         Das  EbenenbüscJ/el  mn^"  Klasse 
in  §  72,   3    hat    mit  jeder    Ebene  in  §  72,  3   liat  mit  jedem  Bündel 
mn  Punkte  gemein.  mn Ebenen  gemein. 

7.  Gleichung  der  gemeinsamen  Punkte  oder  Ebenen  einer 
Fläche  und  einer  Geraden.  In  bezug  auf  dasselbe  Achsensystem 
Oxi/z,  auf  das  sich  die  Gleichung  (3)  bezieht,  sei  eine  beliebige  Gerade  jJq 
durch  einen  Punkt  0'  =  Xq,  y^,  z^  und  ihre  Richtungskosinus  a^,  b^,  q 
gegeben.  Jeder  Punkt  der  Geraden  ist  in  der  Parameterdarstellung 
§  50,  (14)  enthalten;  soll  er  auf  der  Fläche  (3)  liegen,  muß  sein: 

(10)  /'  {a^x'  +  XqI',     b^x  +  iif^t',     c^x  +  s^t',     t')  =  0. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Parameter  x',  f  in  §  50, 
10  ist  dies  die  Gleichung  der  Gruppe  der  Sclmittpunlite  der  Fläche 
n^^^  Ordnung  (3)  mit  der  gegebenen  Geraden  p^  in  gemeinen  Koordi- 
naten auf  dieser  (vgl.  §  70,  (4)). 

Ebenso  ist  nach  §  50,  (15),  wenn  a■^,  b^,  c^  und  a.,,  b^,  c^  die 
Richtungskosinus  zweier  rechtwinkligen,  von  0  ausgehenden  Achsen 
x'  und  //  sind: 

(11)  f\a^x' -^  a,tj',     b^x  -{-b^ij,     c^x  +  c.^y' ,  0)  =-- 0 

die  Gleichung  der  Gruppe  der  Schnittpunlde  der  Fläche  (3)  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  Ox'if  in  gemeinen  Koordinaten 
auf  dieser  Geraden  (vgl.  §  70,  (5)). 

Ist  ein  rechtwinkliges  Achsensystem  0' x  y  z  durch  die  Richtungs- 
kosinus «j,  b^j  q  und  «o;  ^2?  '^'2  ^^i'  Achsen  x  und  y  gegeben,  so 
sind  alle  durch  die  ^''-Achse  gehenden  Ebenen  in  der  Parameter- 
darstellung §50,  (16)  enthalten.     Daher  ist: 

(10')   /■(%?/ -|- «2 v',     b^u  -\-b.^v\     e^n'  +  c^r',     x^u  -^  y^v)  =  0 

mit  der  dortigen  Bedeutung  von  ^t',  v'\  Xq,  y^  die  Gleichung  der  Gruppe 
von  Ebenen,  die  die  Fläche  w*®'  Klasse  (3')  mit  dem  Ebenenbüschel 
der  Achse  z  gemein  hat,  in  gemeinen  Koordinatoi  u,  v  im  Büschel 
(vgl.  §70,  (8)). 

Sind  a^,  b^,  q  die  Stellungskosinus  eines  Büschels  von  Parallel- 
ebenen, so  ist  nach  §  50,  (17): 

(11')  fiaj',     bj,     cj,     ~x)  =  0 

Staude,  analyt.  Geometrie.  26 
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die  Gleicliimg  der  Gruppe  von  Ebenen  der  Fläche  n*'°^  Klasse  (3'),  die 
eine  gegebene  Stellung  haben,  in  gemeinen  Koordinaten  x,  t'  im  Parallel- 
ebenenbüschel  (vgl.  §  70,  (9)). 

In  bezug  auf  das  Koordinatentetraeder,  auf  das  sich  die  Glei- 
chungen (4)  und  (4')  beziehen,  folgt  endlich  mit  Benutzung  der  Para- 
meterdarstellung §  64,  4: 


Die  Gruppe  der  Ebenen,  die  die 
Fläche  «'"■  Klasse: 


Die  Gruppe  der  Punkte,  die  die 
Fläche  w*®""  Ordnung: 

(12)   f(Xi,  X^,  X^,  X^)  =  f{x^)  =  0     '  (12')   /'(Wi,  «2,  Mg,  wj  =  /"(«O  =  0 

mit  der  Verbindungslinie  zweier  ge-  mit  der  Schnittlinie  zweier  gegebenen 
gebenen  Punhte  Xj}^\  x^P'>  gemein  hat,  j  Ebenen  u^'^\  u^^^  gemein  hat,  ist 
ist  durch  die  Gleichung:  \  durch  die  Gleichung: 


(13)     f{x^'^y,-^x^'hj,)  =  0 


(13')     fi:u^'\-\-n^'h^.;)^0 


in  Zweieclishoordinaten  r/^ ,  y^  auf  |  in  Ztveiflachshoordinaten  t\ ,  v^  im 
der  Verbindungslinie  dargestellt  (vgl.  Ebenenbüschel  der  Schnittlinie  dar- 
§  70,  (10)).  {gestellt  (vgl.  §  70,  (11)). 

8.  Zweite  geometrische  Bedeutung  der  Ordnung  und  Klasse 
der  Fläche  (vgl.  §  72,  6).  Da  die  Gleichungen  (10),  (^11),  (13)  und 
ilO'),  (11'),  (13')  alle  von  demselben  Grade  sind,  wie  die  Gleichungen 
(3),  (4)  und  (3'),  (4'),  so  folgt: 

Die  Fläche  n^'""  Ordnung  hat  mit  Die  Fläche  n^^""  Klasse  hat  mit 
jeder  geraden  ■  Punldreihe  n  Punkte  jedem  geraden  Ebenenhüschel  n  Eibe- 
gemein. -        nen  gemein. 

Vorausgesetzt  ist  hierbei  (vgl.  §  71,  13)  nur,  daß  die  Punktreihe, 
bezüglich  der  Ebenenbüschel,  nicht  ganz  der  Fläche  angehört. 

9.  Unvollständige  Gleichungen  mit  drei  Punkt-  oder  Ebenen- 
koordinaten. 

Fehlt  in  der  Gleichung  (3)  der  j  Fehlt  in  der  Gleichung  (3')  der 
Fläche  w'"  Ordnung  die  Koordi-  Fläche  y#'"  Klasse  die  Koordinate  ^r, 
nate^,  so  wird  die  Gleichung  reihen-  so  wird  die  Gleichung  büschelweise 
weise  von  solchen  Punkten  P  =  x,'  von  solchen  Ebenen  77=  u,  v,  w,  s-, 
!l,  'z,  t;  P'  =  x,  y,  z,  t;  P"=  X,  y,  z" ,  77'  =  u,  v,  iv ,  s-,  77"  =  u,  v,  tv",  s; . . . 
t-...  erfüllt  (Fig.  340  a),  die  bei '  erfüllt  (Fig.  340  b),  die  bei  wechseln- 
wechselnden Werten  von  z  die-  i  den  Werten  von  n-  dieselben  Werte 
selben  Werte  x,  y,  f  haben.  Solche  u,  r,  s  haben.  Solche  Ebenen  aber 
Punkte  aber  liegen  nach  §  31,  4  gehen  nach  §  4"),  1  alle  durch  eine 
alle  auf  c/«er  Geraden  j;,  derjenigen,  Gerade  yj,  diejenige,  die  im  Strahl- 
die  im  Strahlbüschel  der  zur  ^-Achsel  feld  aller  in  der  .2'^-Ebene   liegen- 


§  72,  9. 


403 


parallelen  Strahlen  die  Koordinaten   den    Strahlen    die   Koordinaten   u, 
X,  y,  t  im  Bündel,  und  deren  Schnitt-   v,  s  im  Felde,  und    deren  Yerbin- 


punkt  Pq  mit  der.<w/-Ebene  in  dieser  dungsebene  77q  mit  dem  unendlich 
die  Koordinaten  x,  y,  t  hat  (vgl.  fernen  Punkt  der  2;- Achse  im  Bün- 
§  49,  11).  j  del  die  Koordinaten  u,  v,  s  hat  (vgl. 

I§49,  10\ 
Daher  stellt  in  bezug   auf  das  gemeine  Koordinatensystem  Oxyz 
die  Gleichung: 
(14)  /•  {x,  y,  0  =  0  I  (14')  /•  (^u,  V,  s)  =  0 

in  laufenden  Piinktkoordinaten  im  I  in  laufenden  Ebenenkoordinaten  im 
i?a»/He  denselben  der  2^-Achse  paral-  i?a«we  dieselbe  in  der  xy-Woene 
lelen  Zylinder  n^^^  Ordnung  dar,  der  liegende  Kurve  n^^^  Klasse  dar,  die 
in  laufenden  StraJilenJiOordinaten  im  '  in  laufenden  Strahlenkoordinaten  in 
Bündel  durch  die  Gleichung  §  71,  der  Ebene  durch  die  Gleichung  §71, 
(9)  und  dessen  „Leitkurve''  ^«*"  Ord-  (4')  und  deren  „Leitsylinder'^  n^"^^ 
nung  in  laufenden  Punktkoordinaten  Klasse  in  laufenden  Ehenenkoordi- 
in  der  Ebene  durch  die  Gleichung  naten  im  Bündel  durch  die  Glei- 
§71,  (4)  dargestellt  wird.  1  chung   §71,  (9')    dargestellt   wird. 

In  laufenden  Punktkoordinaten         In  laufenden  Ebene nkoordinaten 
im  Räume  wird  die  Leitkurve  n^"'^   im    Raunte   wird    der    Leitzylinder 


die 


Ordnung     durch 
chungen : 

(15)     f{x,y,t)==0,     z 

ausgedrückt  (§  47,  (18)). 


ivet 


Glei- 


zivei 


Glei- 


(J 


0 


n'"  Klasse    durch    die 
chungen: 

(15'j    f  (ii,  V,  s)  =  0,     tv 
ausgedrückt  (§  47,  (21)). 
Nach  demselben  Verfahren  erhält  man  nun  die  folgenden  auf  das 
gemeine  Koordinatensystem  Oxyz  bezüglichen  Sätze: 

•26* 
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10. 


Die  Gleichung: 

(16)  /'  {x,  y,  .-)  =  0  I  (16')         f  {u,  V,  tv)  =  0 

gibt  in  laufenden  FimMcoordinaten  gibt  in  laufenden  £'&me>?/.oor(^M?a^m 

im  Baume  ^Qn^Qlhen  Kegel  n^''''  Ord-  im  Baume  dieselbe  unendlich  ferne 

nung  mit  der  Spitze  0,^^*)  der  in.  Kurve  n^'''^  Klasse,  die  in  laufenden 

laufenden    StraJilenl'oordinaten    im  Strahlenkoordinaten  in  der  unendlich 

Bündel  durch   die  Gleichung  %  11,  fernen  Ebene   durch  die  Gleichung 

(8)  \xnd  dessen  „Leitkurve'' n^^^  Ord-  %  11 ,   (6')    und    deren    „Leitl'egel" 

nung  in  laufenden  Punktkoordinaten  m*'''"  Klasse    in    laufenden   Ebenen- 

in  der  unendlich  fernen  Ebene  durch  koordinaten   im  Bündel  durch    die 

die  Gleichung  §71,(6)  dargestellt  Gleichung  §  71,  (8')  dargestellt  wird, 
wird. 


In  laufenden  Punktkoordinaten 
im  Baume  wird  die  Leitkur ce  w*®"" 
Ordnung  durch  die  zwei  Glei- 
chungen : 

(17)     f(x,y,z)^0,     t  =  0 

ausgedrückt. 


In  laufenden  Ebenenkoordinaten 
im  Baume  wird  der  Leitkegel  i?*®"" 
Klasse  durch  die  zwei  Gleichungen : 


(17')  f(u,  V,  w) 
ausgedrückt. 


0,     s  =  0 


Endlich  stellt  mit  bezug  auf  das  Koordinatentetraeder  die  Gleichung: 
(18)  fix„x„a:^  =  0  (18'j  /X^'u  "2,  ^'aj  =^ 
in  laufenden  Punktkoordinaten  im  in  laufenden  Ebenenkoordinaten  im 
Baume  denselben  Kegel  n*^'  Ord-  Baume  dieselbe  Kurve  w*®""  Klasse 
nung  mit  der  Spitze  E^  dar,  der  in  der  Ebene  E^  dar/^^)  die  in  laufen- 
in laufenden  StrahlcHkoordiiiafen  im  den  Strahlenkoordinaten  in  der 
Bündel  E^  durch  die  Gleichung  §  71,  Ebene  E^  durch  die  Gleichung  §  71, 
(10)  und  dessen  Leitkurve  m*^''  Ord-  (7')  und  deren  Leitkegel  «*"  Klasse 
nung  in  laufenden  Punktkoordinafen  in  laufenden  Ebenenkoordinaten  im 
in  der  Ebene  E^  durch  die  Gleichung  Bündel    E^    durch    die    Gleichung 


§  71,  (7)  dargestellt  wird  (§  57, 15). 
In  laufenden  Punktkoordinaten 
im  Baume  wird  die  Leitkurve  «*^'" 
Ordnung  durch  die  zwei  Glei- 
chungen: 
(19)  'fipc^,  x,^,  x^)  =  0,     rr,  =  0 

ausgedrückt  (§  57,  16V 


§71,  (10')  dargestellt  wird. 

In  laufenden  Ebcncnkoordinafen 
im  Baume  wird  der  Leitkegel  w*'"'" 
Klasse  durch  die  zwei  Gleichungen: 


0 


(19')  /•(??!,  u.^,  u.^)  =  0,     t(^ 

ausgedrückt. 

10.  Unvollständige  Gleichungen  mit  zwei  Punkt-  oder  Ebenen- 
koordinaten. Enthält  die  Gleichung  der  Fläche  «'*"'  Ordnung  oder 
w*"  Klasse  nur  zwei  der  vier  Koordinaten,  so  zerfällt  sie  in  n  in  diesen 
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homogene  lineare  Faktoren  (vgl.  §  71,  14)  und  stellt  daher  nach 
§40,  5;  §  47,  (8);  §58,  3  eine  Gnq^pe  von  n  Ebenen  in  laufenden 
PunMl'oordinaten  oder  eine  Gruppe  von  n  Punlien  in  laufenden  Ebenen- 
koordinaten dar.  Daher  gilt  in  beziig  auf  das  gemeine  Koordinaten- 
system  Oxyz\ 


Die  Fläclie  w*"  Ordnung: 
.(20)  fix,  y)  =  0   oder   f{cc,  t)  =  0 
zerfällt  in  n  Ebenen,  die  durch  die 
z-Aclise   gellen    oder   bezüglich    der 


Die  Fläche  n^''''  Klasse: 
(20';  f{u,  v)  =  0    oder   f{u,  s)  =  0 
zerfällt   in  nPunJde,    die   auf   der 
unendlich  fernen   Geraden  der  xy- 


y  z-Ebene  parallel  sind.  Ebene  oder  bezüglich  auf  der  x- Achse 

liegen. 
Ebenso    gilt   in    bezug    auf   das   Koordinatentetraeder   (vgl.  §  57, 
Fig.  303) : 


Die  Fläche  «*"  Ordnung: 
(21)  f{x„  X,)  =  0 

zerfällt  in  n  Ebenen,  die  durch  die 
Kante  £33  gehen. 


Die  Fläche  w'"'  Klasse: 
(21')  f{u„u,)  =  0 

zerfällt  in  n  Funhte,    die   auf  der 
Kante  633  Hegen. 


11.  Gleichungen  zwischen  Linienkoordinaten  im  Räume.    Der 

Inbegrilf  der  00^  geraden  Linien  des  Raumes,  deren  Strahlenkoordi- 
naten (vgl.  §  59,  1)  der  Gleichung: 

(22)  /■  (ä)  =  /'  (i^i ,  p.2 ,  Ps ,  Ih,  Ih .  Ih)  =  0; 

genügen,  wo  f  eine  homogene  ganze  Funktion  n^^^  Grades  der  «Argu- 
mente ist,  heißt  ein  Linien-  oder  Strahlenhomplex  w*®°  Grades  (§  60,(12)). 
Erfüllen  die  5Vrrf/</e;^koordinaten  einer  Geraden  die  Gleichung  [22'), 
so  erfüllen  die  ^cA.se^^koordinaten  nach  §  59,  (7);  (8)  die  Gleichung: 

(22'J  fisij)  =  f  (g^,  (h,  (2„  <h,  (h,  fh)  =  ^ 

und  umgekehrt,  so  daß  beide  Gleichungen  denselben  Komplex  dar- 
stellen. 

Nach  §  63,  (19)  und  f  19')  ist  der  Grad  des  Komplexes  vom  Ko- 
ordinatensystem unabhängig  (vgl.  §  72,  4). 

Die  00^  Geraden,  die  zu-ei  Gleichungen  von  der  Form  (22)  oder 
(22')  genügen,  bilden  eine  Linienkongruenz  oder  ein  Strahlensystem; 
die  00^  Geraden,  die  drei  Gleichungen  von  der  Form  (22)  und  (22') 
genügen,  bilden  eine  Linien  fläche  (§  60,  3). 

12.  Gemeinsame  Gerade  eines  Komplexes  und  eines  Strahl- 
feldes oder  Strahlbündels.  .Teder  Strahl  eines  Strahlfeldes  ist  in  der 
Parameterdarstellung  §  64,  (2)  enthalten.  Soll  er  dem  Komplex  (22) 
angehören,  muß  die  Bedingung: 
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bestehen.     Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Parameter  in  §  64,  3 
und  unter  Hinzufügung  des  dualen  Satzes  folgt  daher: 

Die  Strahlen  des  Komplexes  m*'"''         Die  Strahlen  des  Komplexes  «*^" 


Grades  (22),  die  einem  durch  drei 
Strahlen  p,p-\  p^^\  p^^  gegehetien 
Strahlfeld    angehören,    hilden    eine 


Grades  i^'^'),  die  einem  durch  drei 
Strahlen  q^^^\  q^^\  g^/^)  gegebenen 
Strahlhündel  angehören,  hilden  einen 


Kurve  n^""""  Klasse  (Komplexhurve), ,  Kegd  n^^^  Ordnung  (Komplexlcegel), 
deren  Gleichung  in  laufenden  Linien -\  dessen  Gleichung  in  laufenden 
Txoordinaten  v\,  i\,  v^  im  Felde  in  \  Straldenl'oordinaten  y^,  y.2,  y^  im 
hemg   auf   das   Koordinatendreiseit  \  Bündel  in  hezug  auf  das  Dreikant 

VP,  lh''\  Ih^'^  l(^M.  (§  71,  (T'j):       ,  g,(^  q^'\  q^')  lautet  (§  71,  (10)): 
{2?,)  f{ppv,+ppv,+p^')v,)  =  0.  (2d')f{q^^'yy,  +  qf%+q^('^y,)  =  0. 

Hierbei  sind  2^.  und  q-  als  Te^>-aef7erkoordinaten  der  Linie  ge- 
dacht. In  derselben  Weise  können  aber  auch,  wenn  Jh  ^'^^  'Ik  (1^' 
meine  Koordinaten  der  Linie  sind  (vgl.  §  48,  5 ),  mittels  der  Parameter- 
darstellungen §  50,  5 ;  < ;  9  die  Gleichungen  der  Komplexkurve  und 
des  Komplexkegels  erhalten  werden.-^^^) 

13.  Komplexgleichung  des  Kegels  n*^"  Klasse  und  der  ebenen 
Kurve  n  *'''■  Ordnung. 

Fehlen   in   der   Gleichung   (22)  Fehlen   in   der  Gleichung  (22') 

des  Komplexes  die  Koordinaten  des  Komplexes  die  Koordinaten 
p^,  2%,  Pf,,  so  wird  die  Gleichung  g^,  ^-,  q^,  so  wird  die  Gleichung 
zunächst  erfüllt  durch  alle  Strahlen  zunächst  erfüllt  durch  alle  Strahlen 
p^  =  Q,'  p.2  =  0,  p.^  =  0,  die  durch  5"!  =  0,  '/o  =  0,  $3  =  0,  die  in  der 
die  Ecke  E^  des  Koordinatentetra-  Ebene  E^  des  Koordinatentetraeders 
eders  gehen  (vgl.  §  59,  10),  weiter  liegen  fvgl.  §  59,  10),  weiter  aber 
aber  ebenenweise  durch  solche  bündelweise  durch  solche  Strahlen, 
Strahlen,  die  bei  wechselnden  Wer-  die  bei  wechselnden  Werten  von 
ten  von  p^,  p^,  p^  dieselben  Ko-  q^,  qr,,  </,;  dieselben  Koordinaten  7^, 
ordinaten  p^,  p^,  Jh  liaben.  Solche  (?2)  ö's  baben.  Solche  Strahlen  gehen 
Strahlen  liegen  nach  §  59,  9  und  nach  §59,  9  und  §56,  10  alle  durch 
§  56,  10  alle  in  einer  Ebene  77,  einen  Punkt  P,  denjenigen,  der 
derjenigen,  die  im  Ebenenbündel  E^  im  Punktfeld  E^  die  Dreieck.skoordi- 
die  Dreiflachskoordinaten  u^ :  u^ :  «3   naten    Xj^  :  x.^  :  x.^  =  q^^  :  q.,  :  q^    hat, 

=  Ih  •  P-2  '  2h  liat. 

Daher  stellt  die  Gleichung:  Daher  stellt  die  Gleichung: 

(24)         f(p„  p„  p,)  =  0  (24')         f{q„  q,,  q,)  =  0 

in  laufenden  Strahlenloordinaten  im   in  laufenden  Ächsenkoordinaten  im 


l,  u. 
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Baume  denselben  Kegel  n^"  Klasse  Baume  dieselbe  Kurve  n^^  Ordnuny 
mit  der  Spitse  E^  dar,  der  (rgl. ,  in  der  Ebene  E^  dar,  die  (vgl.  §  71, 
§  71,  (lO'j)  in  laufenden  Ebenen-  \  (7))  in  laufenden  Punlil-oordinaten 
JiOordinuten  im  Bündel  E^  die  Glei-  in  der  Ebene  E^  die  Gleichung  hat: 
chung  hat:  i 

(25)         /■(»!,  U.2,  Ug)  =  0.  (25')        f{x^,  x^_,  x.^  =  0. 

Der  Gleichung  (24)  wird  durch  Der  Gleichung  (24')  wird  durch 

alle  die  oo'^  Strahlen  genügt,  die  alle  die  oo^  Stralüen  genügt,  die 
in  ii-gend  einer  Ebene  des  Kegels  durch  irgend  einen  Punkt  der  Kurve 
liegen;  sie  heißt  die  Komplexglei-  gehen;  sie  heißt  die  Komplexglei- 
chung des  Kegels  n^^^  Klasse.  chung  der  ebenen  Kurve  ?^*°'  Ord- 
nung. 
14.  Linienfläehengleicliungen  der  Kurve  n^^'^  Klasse  nud  des 
Kegels  n  ^"  Ordnung. 

Da  nach  §  59,  10  für  einen  in  Da    nach    §  59,    10    für    einen 

der  Ebene  E^  liegenden  Strahl  p^,  durch  die  Ecke  E^  gehenden  Strahl 
Pol  Pe  "verschwinden  und  l\:p.2'-P-i  5^,  (/5.  $6  "verschwinden  und  7^  :go : 'ig 
=  M^ :  «2  '•  ^'3  flit  Dreieckskoordinaten  =  x^  :  x^  '.  x.^  die  Dreiliachskoordi- 
in  der  Ebene  E^  sind,  so  folgt  mit  naten  im  Bündel  E^  sind,  so  folgt 
Rücksicht  auf  §  71,  (7'):  .mit  Rücksicht  auf  §  71,  (10): 

Die  vier  Gleichungen:  I      Die  vier  Gleichungen: 

[  f(jh,  P-2,  2h)  =  0;  ;  ,^a'^  I  f(^i'  22;   'h)  =  0; 


(26) 


I      lh  =  ^^,      i^5  =  0. 


Pg 


0 


(26') 


2i  =  0,     q-^  =  0,     q^ 


0 


stellen  in  laufenden  Strahlenkoordi- 1  stellen  in  laufenden  Aclisenkoordi- 
naten  im  Baume  die  Kurve  n*"' naten  im  Baume  den  Kegel  n^" 
Klasse  §  71,  (7')  dar.  Ordnung  §  71,  (10)  dar. 

Die  vier  Gleichungen  sind,  da  eine  von  den  drei  letzten  wegen 
der  Identität  §  59,  2  überzählig  ist,  als  die  drei  Gleichungen  einer 
Linienfläche  (vgl.  §  72,  11)  zu  betrachten. 

Die    Gleichungen   (26)    werden  Die  Gleichungen  (26')    werden 

erfüllt     durch     die     00^    Strahlen   erfüllt  durch  die  00^  Strahlen  des 
der  Kurve    >/*"  Klasse   (vgh  §  71,   Kegels  ;?*"  Ordnung. 
Ficj.  338  b ). 


Anmerkung  1. 
Determinanten  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades. 

I.  Die  Determinante   zweiten    Grades   und   ihre   Unterdetermi- 
nanten. 

1.  JBeseiclmnny  und  Bedeutimg  der  Determinante: 


(1) 


(2) 


(3) 


A=  \  a 


kl  I 


«11  «22   I  = 


(/ti  i         Ct'-i 


«.,. 


11     22  «12     21 


2.  Bezeichnung  der  ünterdeterminanten: 

(^11  ^=  «22  7  -^12  "=         «21? 

\  -LJ^^^-t      tV|9.  -^90     11   • 

3.  Bie  Beterminante  der  Unterdeterminanten: 


Al       ^12 

A  4 

^21       -'^22 


(4) 


4.  Entwicklung  nach  Unterdeterminanten:  Wenn  h  =  1  oder  2  und 
?  =  1  oder  2,  ist: 

f  ^1  für  l  =  /i', 

j  ^4     „     ?  =  }Cj 

5.  Verschivinden  der  Beterminante:  Wenn  A  versciiwindet,  ist: 

(5)  4i  :  ^2  =  ^21  '■  ^2 ;  (6)  «11  •  «12  =  «21  '•  «22  • 

IL  Die  Determinante   dritten   Grades   und   ihre   Unterdetermi- 
nanten. 

1.  Bezeichnung  und  Bedeutung  der  Beterminante: 

(1)  -^=      «A-j|  =  ^«H«22«33      = 


a.,,     «00     «o- 


C'o-t         Ct.ji 


«,, 


—  %1%2«33  «11  «23  «32     '     «12  «23  «31  «12  «21  «33 

+  «13  «21  «32  —  «i:i«22«31 
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2.  Bezeichnung  der   Unter determinanten:    Die  neun  Unterdetermi- 
nanten  zweiten  Grades  sind: 


A^- 


a,. ,      a, 


(2) 

wo  die  Indizestripel  Ji  Jiji^  und  l .IJ^  nnabhängig  voneinander  je  die 

drei  geraden  Permutationen: 

(3)  1.23,     2.31,     3.12 

durchlaufen,  z.  B. 


•^23  — 


3.  Determinanten  aus   JJnterdeterminanten: 


«-SS 


(4) 
(P) 


5r  = 


-^11       -^12 

-^99 


4l 


%r  = 


■-31 


32 


^0 


^^33 


Äa, 


mit  der  Bedeutung  (3)  von  h .  \  l'^  und  l  .1^1^. 

4.  Entwicldung  nach  Unterdeterminanten.    Wenn  h  und  l  die  Werte 
1,  2  oder  3  haben,  ist: 

iA  für  Z  =  Ä', 

lO     „     l^l, 
Wenn   ^   verschwindet,    ist 


(6) 


'^'ilAl   +  '^'A-2^i2  +  ^hi^l^  — 


5.    Verschtvinden  der  Determinante. 
nach  (5): 

i  ^11  •  ^12  •  ^13  =  -^21  •  ^22  •  ^23  "=  ^31   '  ^32  '  ^33? 

\  A      .  4      .   4      4      .4      .4      j      .4      '   4     . 

■^n  •  -^21  •  "^31   ~"  -^12  •  ^^22  •  ^32  -M3  •  ^^23  '  ^^33  5 

wenn  alle  neun  Af.^  verschwinden,  ist  nach  (2): 


0) 


(8) 


(9) 


«11  :  «,,  :  a 


13 


rt,,  :  «00  :  «o-,  =  « 


31 


«oo  :  f/„ 


rt 


11 


Cli}*      •    '^Q1      ^M  0     •    ''90     "     ^^'^O     t'-l  •>     •    tt'Q 


23 


«. 


6.   Verschtvinden  einer  „Matrix".     Die  Gleichuns: 

I  «1,     a,o     ff... 


"11 
«21 


"12 


'13 


a 


22 


tty 


23 


=  0 


bedeutet  das  Verschwinden  aller  Unterdeterminanten: 
(10)  Ä,,  =  0,    A,,  =  0,    ^33  =  0. 
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III.  Die  Determinante  vierten  Grades   und  ihre  Unterdetermi- 
nanten. 

1.  Bezeichnung  und  Bedeutung  der  Determinante: 

(1)  ^  ==  [  a^j  I   =      «11  «22 ^33 ^44  i  = 

«11        «12       ^13       ^14      ^^  «ll«22%3^44  «12^21^33^44     '     ^'l2^23  ^31^44 

«21        ^22       ^^23       ^^24  «n  «23  ^32^14     '     ^'13^21  ^^32  ^14  '^IS  ^^22 '^'^Sl  ^44 

'^31        ^'32        ^33       ^34      ~r  «13^22^4^41  «13^22^34^42     1     ^'ll  «23^34^42 

«41        «42       «43       «44  ^'12 ^'23 ^34^*41  "T  '^12  ^^'21  ^^'34^^43  «11^22^34^43 

"r  «u  ^W  ^^32  ^43  "~  ^12  ^'24  ^31*^43    I    «i2^24'^'33^tl  ~  «11  «24*^33  ^42  ~T"  ^13 '^24^31  ^^42 
«13«24«32«4i   +  f']  4  ^%3  ^32*^41         «14  ^^23  ^'31  ^'42     I    «14^21 '^33  ^'42         ^14^22%3^41 

~j~  «j^^  «22  «31  «43  «14  «21  «32  «43  • 

Vgl.  Baifzer,  Determinanten,  4.  Aufl.,  S.  7;  E.  Pascal,  Die  Deter- 
minanten, deutsch  von  Leitz)nami  (Sammlung  Tenhner,  Bd.  III),  S.  1 — 3. 

2.  Bezeichnung    der    Unterdeterminanten.      Die    sechszehn    Unter- 
determinaten  dritten  Grrades  sind: 

%h     %h     %h 

WO    die    Indizesquadrupel    k  .kji.2li.    und   l.lj^h    unabhängig    vonein- 
ander je  die  vier  geraden  Permutationen: 

(3)  1.234,     2.314,     3.124,     4.321 

durchlaufen. 

Die  sechsunddreißio-  Unterdeterminauten  zweiten  Grades  sind: 


(4) 


WO  die  Indizespaare  l,\],2   und  Z^/,   unabhängig  voneinander   die  sechs 
Variationen  zweiten  Grades: 

(5)  23,     31,     12,     14,     24,     34 

durchlaufen,  die  wir  bezüglich  mit  den  einfachen  Nummern: 

(6)  1,        2,        3,        4,        5,        (3         i^•,0 
bezeichnen.     Z.  B.  ist: 

i     «.,..  «-M     i 


^2')  ~  ^31,  24  — 


'32 


«,«        « 


12        "14 


Vgl.  Baltzer,  S.  0;  10;  Pascal,  S.  11  — 13. 
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(7) 


21  = 


4 

Ä,, 

As 

"^21 

Ä,, 

As 

^31 

Äs-2 

A. 

^41 

A-2 

As 

Ä, 

,        Ä, 

1 

A. 
A. 

A. 

A„ 


A' 


^..      ^..,    Aj, 

(8)  %i=.A.l     A.i    Ä^l    =Ä'a, 

mit  der  Bedeutung  (3)  von  l\l\kA'^  und  l  .lil^^^'-, 


(9) 


A 


A 


*1  ^2 


=  J. 


•AV3 


'^v. 


"hh 


wo  die  Indizesquadrupel  J,\Jc.^.Ji.^l\  und  JJ^-^ah  unabhängig  vonein- 
ander die  sechs  geraden  Permutationen  durchlaufen: 

(10)  23.14,     31.24,     12.34,     14.23,     24.31,     34.12. 

Ist  l\J,\2  die  A"*^  und  l^^l^  die  P*^  Variation  der  Reihe  (5)  und  bezeichnen 
l-  und  l  die  Txomplementären  Variationen  sa  Ic  und  l.  d.  h.  enthalten  Ä- 
und  ^  je  zusammen  alle  vier  Indizes  1,  2,  3,  4,  so  kann  man  die 
Formel  (9)  auch  schreiben: 

(11)  A,,  =  .4a^-, 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist,  wie  in  (4): 


^1 K  ,hh 


A 

A,. 


Ah 


A 
A,. 


Ah 


Es  ist  also  beispielsweise,  da  nach  (5)  und  (6):  2  =  5,  3 


^23  —  ^% 


oder 


A3i,i2  =  --^«24,34    oder 


-•^31        ^32 

A^  1      A,  c 


^  A 


=  6: 

^'23    ^^24 
«43     «44 


(vgl.  Baltzer,   S.  58;  Pascal,  S.  32;  34;   einige   von  den  Formeln  (11) 
bei  FUicJcer,  System  (1846 ),  S.  57,  Formeln  IX). 

Die  Determinante  sechsten  Grades  A  (über  Beoriff  und  Bezeichnung: 
der  Determinanten  5.  und  6.  Grades  vgl.  Baltzer,  Det.  S.  6)  aus  den 
36  Unterdeterminanten  a^i,  die  wir  durch  ihr  Diagonalglied,  wie  in 
(1),  bezeichnen,  hat  den  Wert: 

(13)  A  =      au«22«33f^44ff55«66       =  ^^^ 

ferner   ist,   ebenfalls   unter  Bezeichnung   der   Determinante   durcli    ihr 
Diagonalgiied,  die  Determinante  fünften  Grades: 
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(14)  I   CC.^i^  ß^AV.  ^A-3/3  ""h!,  %k   i   =  ^'^'%.l  , 

WO   /.•^/.^Ä'g/.'^/.'r,  .Z-'g   und   lil2hhh-h   ^'^^i  Permutationen   gleichen  Cha- 
rakters (beide  gerade  oder  beide  ungerade)  der  sechs  Zahlen  (6)  und 
^g,    Tg    die    komplementären    Variationen    (5)    zu    Z'g,   Zg    sind,    z.  B. 
\Wc,h,. Je,  =  23406.1,  lj,l,lj,.l,  =  314:06. 2-  ^6  =  4,  rg  =  5. 
Weiter  ist  die  Determinante  vierten  Grades: 

wo  l\J''2^'2^U  •  ^':J''g  u^^^  hhhh-hh  ^'^^^  Permutationen  gleichen  Cha- 
rakters der  sechs  Zahlen  (6)  und  ^jÄ-g  und  l-J^  die  komplementären 
Variationen  (5)  zu  ]Cr,l-g  und  ZgZg  sind,  z.B.  Jx\l-Jc^l-^.l--J:^=  1234.0  6, 

Endlich  ist  die  Determinante  dritten  Grades: 

(16)  !  «.w.«A.'.«A3^3  1  =     '^M.^M.'^V.  1' 

wo  Ai/'J.'a./.'i/.'s/'G  ^^1"^  hhh-hhh  ^^^i  Permutationen  gleichen  Cha- 
rakters der  sechs  Zahlen  (6)  und  lxih,l\-  und  Ijj,-  die  komplemen- 
tären Variationen  (5)  zu  /."^/.yA'g  und  Z^Z^Zg  sind,  z.B.  />i  ^2  ^'"s  ' ''u  ^'5  ^g  = 
156.234,  ZJg/a.Z.Z./g  =  456.321;  ^^^6  =  561,  Zjjg  =  654; 
vgl.  Dalt^cr,  S.  62;  63;  Pascal,  S.  87—91;  FranJce,  J.  f.  Math.  61 
(1863),  S.  355. 

4.  Entidcldung  nach  Untcrdeterminantcn.    Die  Entwicklungen  nach 
Unterdeterminanten  ersten  und  dritten  Grades  sind  mit  k,l  =  1,2,3,4: 

^  iA  für  l  =  /.,       ^  \A  für  /  =  /.-, 

(H)    2"'«^"'A'"=l0     „    /  +  /.-,      2."'«'"*^-=l0     „    Z  +  Ä-, 

die  Entwicklungen  nach  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  sind  mit 
/.•Z  =  1,2,3,4,5,6: 

^  iA'  für   /  =  /,•,       ^  1.1-  für  l^l-, 

(18)    2"-^-"A,"=lo       „     l^k,      2:"'«-A„w=l0       „     l^l; 

oder  auch  nach  (11): 

^-^         ( ^  für  Z  =  k,       ^.  I  -1  für  /  =  Ä-, 

Unter  den  36  sechs(flirdri(/cn  Formeln  jeder  der  beiden  Gruppen  (19) 
finden  sich  sechs  solche  vor,  die  sich  wegen  paarweise  gleicher  Glieder 
auf  dreigliedrige  reduzieren,  nämlich  für  /.  =  1,2,3,4,5,6: 
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(20)  "^'a,    «,-  =  0,  'yi.a   .a-,=0- 

\        /  ^^J        k  771     k  77t  '  ^^,        m  k     7/1  k  ' 

1  1 

Vgl.  Balker,  S.  13:  29;  30;  Pascal,  S.  17,-19. 

5.  Verschtcinden  der  Beterminanie.  Wenn  A  verscluvindet,  ver- 
schwinden nach  (9)  alle  aus  den  A,.^  gebildeten  Determinanten  zweiten 
Grades,  so  daß: 

(21)  i^^-^'^     ^'^'"-    =0, 

wo  l\,  Ä'o  und  l^,  ?2  je  zwei  verschiedene  der  Zahlen  1,  2,  3,  4  sind 
(vgl.  BaJtzer,  S.  20). 

Wenn  alle  Af.^  verschwinden,  verschwinden  alle  aus  den  a^.^  ge- 
bildeten Determinanten  zweiten  Grades,  so  daß: 


(22)  ''''         ''^     =0, 

WO  J,\,  l:^  und  l^,  ?,  je   zwei  verschiedene   der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6 
sind  (vgi  G.  Frohmius,  J.  f.  Math.  82  (1877),  S.  240). 

Wenn   alle  a,.j  verschivinden,   so   verschwinden   nach  (4)  alle  aus 
den  a/.j  gebildeten  ünterdeterminanten  zweiten  Gi-ades,  so  daß: 

(23)  j""*^'^     ''^^\  =  0, 

wo  l\,  /.j  und  ?^,  /,  je  zwei  verschiedene  der  Zahlen  1,  2,  3,  4  sind. 
6.   Verschwinden  einer  „Matrix^'.     Die  Gleichungen: 


(24)    "^^     ""'-'     ""''     "'-'    =0;  (25) 

vtqi  ''qO  WqO  tloi 


=  0 


bedeuten  das  Verschwinden  aller  Unterdeterminanten  beziehungsweise: 
(26)     a,,  =  0     (^=1,2,3,4,5,6);    (27)     ^,,  =  0     (^  =  1,  2,  3, 4). 

IV.   Allgemeine  Sätze   über  Determinanten   beliebigen  Grades. 

1.  Eine  Determinante  ändert  ihren  Wert  nicht,  wenn  Zeilen 
(Horizontal-j  und  Kolonnen  (Vertikalreihen)  miteinander  vertauscht 
werden  {Bcdtzer,  S.  7;  Pascal,  S.  5). 

2.  Eine  Determinante  ändert  ihr  Vorzeichen,  wenn  in  ihr  zwei 
parallele  Reihen  vertauscht  werden  {Baltzer,  S.  8;  Pascal,  S.  6). 

3.  Eine  Determinante  verschwindet,  wenn  die  entsprechenden 
Elemente  zweier  Reihen  einander  gleich  sind  {Baltzer,  S.  8;  Pascal,  S.  7). 

4.  Eine  Determinante  ändert  sich  nicht,  wenn  zu  den  Elementen 
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einer  Reihe  die  mit  demselben  Faktor  multiplizierten   Elemente  einer 
parallelen  Reihe  addiert  werden  (BaUser,  S.  18;  Pascal,  S.  9). 

5.  Um  eine  Determinante  mit  einem  Faktor  zu  multiplizieren, 
hat  man  alle  Elemente  einer  Reihe  mit  ihm  zu  multiplizieren;  einen 
gemeinschaftlichen  Faktor  aller  Elemente  einer  Reihe  kann  man  vor 
die  Determinante  setzen  [Baltzer,  S.  15;  Pascal,  S.  7). 

6.  Eine  Determinante  ist  symmetrisch,  wenn  %^  =  «;^.;  für  sie  ist 
Ai  =  Ak  (vgl- 1,  n,  III,  (2)),  ferner  a,^  =  «,,  (vgl.  III,  (4))  {Baltzer, 
S.  17;  Pascal,  S.  56), 

7.  Eine  Determinante  ist  schief,  wenn  «;..,  =  —  a^.,  ü/./.  =  0.  Eine 
schiefe  Determinante  von  nmjeradvm  Grade  verschwindet.  Für  eine 
schiefe  Determinante  von  geradem  Grade  n  ist  für  die  Unterdetermi- 
nanten {n—  1)*®"  Grades:  Af,i  =  —  Aj^^.,  Aj.^  =  0;  verschwindet  die  De- 
terminante, so  verschwinden  stets  auch  alle  ihre  Unterdeterrainanten 
A^^  (Bai f 2er,  S.  17;42;  Pascal,  S.  56). 

V.  Das  Multiplikationstlieoreni  der  Determinanten. 
1.  Ikterminanten  zweiten  Grades.     Für: 

^11  ^^  ^\\^\l     \     ^12"12>  ^12  "^^  «11^^21     1"  «12^22  7 


(1) 

ist: 

(2) 


Cgi  =  «21^11   +  «22^12'  ^22  ==  «21^21   +  «22^^22 


'-n 


''21 


•^12 


C, 


22 


n2 


21 


a 


22 


^1 
^21 


^2 


(1). 

SO  ist: 


2.  Determinanten  dritten  Grades.     Ist  für  /.•  =  1,  2,  3;  /  =  1,  2,  3: 


kl 


Cn 

^12 

^'l3 

«11         ^'l2 

«13 

^1        ^2 

(2) 

^21 

^22 

^23      ^ 

«21        «22 

«23 

hl    h^ 

und 

zugleic 

^31 

h: 

^32 

^33 

«31        «32 

«33 

K    K. 

(3) 

^k,h     % 

%,2        ( 

'x-,3       i   ^^2 

^3       _^      «Av" 
^,3              ,  «A,3 

'  «A-,1 

«Ä-,2 
«^,2 

h 

h 

.1         ^ 

.2   1 
; 

13 


K, 


Ka  K^ 


WO  /.'i/i'2,  ^1^2   imabliäiigig  voneinander  die  Kom))inationpn  2  3,  31,   12 
durchlaufen  (Anm.  1,  II,  2)). 

3.     Determinanten    vierten    Grades.      Wenn     für    /.•=1,2,3,4; 
/  =  1,2,3,4:  4 

(1)  ^^ki =y!""kji.n 
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gesetzt  wird, 

SO  ist: 

'  c 

^12 

^13 

Cu 

«U 

«12       «13        «14 

I^'ll        &12 

[ 

^13 

h. 

(2) 

^21 

Cm 

^32 

-23 
^33 

^24 
<^34 

«21 
«31 

«22        «23        «24 
«32        «33        «34 

^21        ^22 
,   ^31        ^32 

^23 
^33 

^34 

5 

C41 

C42 

^^3 

C44 

«41 

«42        «43        «44   * 

i   &41        ^42 

^43 

^'44 

\li     \l 

^^1^3 

4 

«/tiHii      «/tim„      «A-ij«3 

K'H 

'1 '"; 

^!l'«3 

(8) 

k-2  li        A'i  1^ 

f^A,.3 

«/(■^mi      «A„?/i„      ^Aoma 

'  Km, 

^/,n.. 

^/.-«3 

'^hh      ^k^h 

^3(3 

1 

«A-3  »ii          «A-3  ,/io          «^3  7/(3 

K>n. 

K>n. 

^Z3m3 

WO  in^m^nig  über 

die  Wertetripel  234,  314,  124,  32 

1   läuft; 

(4) 

^k 

6 
=     ^nii  111,, 

1 

«1-1  »Hl          «A-iHU 

«A-jWii        «A-j/Ho 

^Zi  Hii       ^Zi  m 

wo  m^Wg  über  die  Wertepaare  23,  31,  12,  14,  24,  34  läuft  {Baltzer, 
S.  16;  Pascal,  S.  21—30). 


Aumerkung  2. 
Systeme  von  zwei,  drei  und  vier  linearen  Gleicliiingen. 

I.  Zwei  lineare  Gleichungen  (Bezeichnung  nach  Anm.  1, 1). 
1.  Gleichungen  zwischen  zwei  mal  zwei   Veränderlichen.     Aus  den 
Gleichungen: 

{Vi.  =  «11  ^'1   "t"  «12^2  7 
h'/2  =  «21^1   +  «22  ^2  > 


(1) 


in  denen  a^^,  a^^i  «21?  «22  "^i®^  Konstanten,  a\,  rr,  und  y^,  y.-,  aber  ver- 
änderliche (oder  konstante)  Größen  sind,  folgt  nach  Anm.  1,  I,  (4)  un- 
bedingt: 

\Ax^  =Ä^^y^  -\-A2^y.2, 


(2) 


Alsdann  ist  zu  unterscheiden: 

Wenn  J.  =t=  0,  sind  durch  die  Gleichungen  (2)  (die  Auflösungen 
von  (1))  Xi,  x.j  als  Funktionen  von  y^,  y.^  bestimmt.  Die  Rückkehr 
von  (2)  zu  (1)  beruht  auf  Anm.  1, 1,  (3);  (2). 

Wenn  A  =  0,  sind  nach  (2)  die  linearen  Funktionen  (1)  vonein- 
ander abhängig  in  der  Weise,  daß  identisch  in  x^,  x.,: 


(3) 


(<^^  =  Ai!/i  +  -^2ii/2; 

l0  =  Ji2^1   +-122^2. 
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und  ist  mittels  (1)  nur  mehr  eine  der  Größen  x^,  x^  durch  die  andere 
und  durch  eine  der  Größen  y^,  y.y  bestimmt;  z.  B.  wenn  «^^  =4=  0  ist, 
x^  durch  X2,  y^. 

2.  Gleichungen  ziviscJien  den  Verhältnissen  von  zicei  mal  zivei  Ver- 
änderlichen.    Ist  mit  einem  unbestimmten  Proportionalitätsfaktor  q: 


(4) 

IP2/2  =  «'21*1   +   «22 -^'ii 

so  ist  nach  (2)  für  A-^0  wieder  mit  einem  Proportionalitätsfaktor: 

(o)  (?  =  — 

umgekehrt: 

.Q.  I^^i  =  ^ii2/i  +  An!/2; 

3.  Homogene  Gleichungen  mit  zwei  Veränderlichen.  Aus  den  beiden 
Gleichungen : 

[«11*1  +  «12-^^2  =  0, 

U/^i^i  +  f'22^2  =  ^ 

folgt  nach  (2),  wenn  Ä  =4=  0,  daß  x^  und  x^  beide  Null  sind ;  wenn  x^ 
und  Xc,  nicht  beide  Null  sind,  daß  Ä  =  0.  In  diesem  Falle  ist  (vgl. 
Anm.  1,  I,  r5)): 

(o)  X^^  '.  X.1  =  A^-^  :  yljo  =  -^21  ■       22' 

IL  Drei  lineare  Gleichungen  (Bezeichnung  nach  Anm.  1,  II). 
1.   Gleichungen   Zivi  sehen   zwei  mal  drei   Veränderlichen.     Aus  den 
Gleichungen: 

j  Vi  "^  ^11^1  +  ^12*^2  ~f~  «13*^3? 

\^)  )  2/2  ^^  «21*^1  ~i     «22 ^^^2     I     «23 "^3? 

'2/3  ^  «31 -^l     I     «32*^2     1     «33 '^3? 

in  denen  die  Koeffizienten  «^.^  (/.•,  Z  =  1,  2,  3)  ntnm  Konstanten,  x,.  und 
y^.  aber  veränderliche  (oder  konstante)  Größen  bedeuten,  folgt  nach 
Anm.  1,  II,  (())  unbedingt: 

iAx^=  A,,y^  +  A.2,y.,  +  A.,,y.,, 

(2)  M^2  =  --^12^1   +  ^22?/2   +  ^32 //3^ 

1^0:3  =  A^^y^  +  ^23.^2  +  -^33^3  5 

und  ferner: 

[  ^^12'*  3      -^13'*  2^^«31?/2      «212/3 »      -^22'''3      -^23'^2^«ll.y3      «3u'/l  >      -'^32''"3      -'^3S*^8'^«2iyi      «ll/^i ' 

{o)\  A^^X^—Ay^X^^a^.2y.^—a.T,oy-i,      A2^X^      ■^21-^3~«12y3      «32^/1  >      -^33^'l~^31-*'3~«22yi      «12.'/2» 

l  A■^^ylC^      -^12^1  "^«33^/2      «SS^/s;      -^21**'2      -^22'^l^^«13?/3      «332/1  >      -^Sl-^a      •^3»'^l^'«23.Vl      «132/2' 
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Alsdaun  ist  zu  unterscheiden: 

Wenn  Ä=^0,  sind  durch  (2)  x^,  X2,  x.^  als  Funktionen  von  //i, 
Vit  Vi  hestimmt;  die  Rückkehr  von  (2)  zu  (1)  beruht  auf  Anm.  1, 
li,(4);(5). 

Wenn  A  =  0,  aber  nicht  alle  A^^  verschwinden,  sind  nach  (2) 
die  linearen  Funktionen  (1)  voneinander  abhängig  in  der  Weise,  daß 
identisch  in  x^,  x^,  x^  (vgl.  Anm.  1,  II,  (7)): 

(4)  0  =  A,,y,  +  A,,ii,  +  A,,y„ 

'0  =  Azlk  -r-  A^.y^  -f  ^33^/3, 

und  sind  mittels  (3)  nur  mehr  zwei  von  den  drei  Größen  x^,  x.2,  x^ 
durch  die  dritte  und  zwei  der  Größen  y^,  y.^,  y^  bestimmt;  z.  B.  wenn 
A^^^O  ist,  x.2  und  x.^  durch  .r^,  y.^,  y.^. 

Wenn  alle  Aj.^,  aber  nicht  alle  a^.^  verschwinden,  sind  nach  (3) 
die  linearen  Funktionen  (1)  voneinander  abhängig  in  der  Weise,  daß 
identisch  in  .r^,  x.^,  x^  (vgl.  Anm.  1,  II,  (8)): 

(5)  0  =  «3 ^y,  -  a, j^y., ,     0  =  n, ,y.  —  «3 ,?/j ,     0  =  «^ ^y^  -  a^ ,y, , 

/.■  =  1,  2,  3,  und  ist  durch  (1;  nur  mehr  eine  der  Größen  x^,  x.^,  x.^ 
durch  die  beiden  andern  und  eine  der  Größen  y^,  y.^,  y^  bestimmt; 
z.  B.  wenn  «^^=1=0,  x^  durch  x^,  x^,  y^. 

2.  Gleichungen  zivisclien  den  Verhältnissen  von  zwei  mal  drei  Ver- 
änderlichen.    Ist  mit  einem  unbestimmten  Proportionalitätsfaktor  q: 

(6)  9//0  =  «21-^1  +  «22-^2  +  «23  ^'3? 
'  9^3  =  «31  ^'1   +  «32^2  +  «33^3^ 

SO  ist  nach  (2)  für  A  =^  0  wieder  mit  einem  Proportionalitätsfaktor: 

(7)  (?  =  ^i- 

umgekehrt : 

(6x^  =  A,^y,  +  A.2,y2  +  ^31^3, 

(8)  6x,  =  A^,yi  +  A^^y.  +  A.^.^y.i, 
Ux.^  =  A,^7j,  +  A._^y2  +  .433V/3. 

3.  Homogene  Gleichungen  mit  drei  Veränderlichen.  Aus  den  drei 
Gleichungen: 

I  «11^:1   +  a^2'''-2  +  «13-^'3  =  0, 
(9)  ChiX\  +  «22^2  +  «23^3  =  Ö, 

'«31-^1   +  «32-^2  +  «33^3  =  ^ 
Staude,  aualyt.  Geometrie.  27 
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folgt  nach  (2),  wenn  A  =^  0,  daß  x^,  a\,  x.^  alle  drei  Null  sind;  wenn 
x^,  x^,  x^  nicht  alle  drei  Null  sind,  daß  Ä  =-  0. 

Wenn  Ä  =  0,  aber  nicht  alle  Äf.^  verschwinden,  bestimmen  die 
Gleichungen  (9)  die  beiden  Verhältnisse  der  Größen  x^,  x^,  x^,  und 
zwar  ist  nach  (3)  mit  y^  =  i/o  =  y^  =  0  (vgl.  Anm.  1,  II,  (7)): 

(iUj     Xi  :  ^2  :  x.^  =  ^Ijj  :  ^^g  •  -"'is  ^^  -^21  •  -^22  •  -^23  ^^  ^^31  •  "^^32  •  -^33- 
Wenn  alle  Af^j,  aber  nicht  alle  «^.^  verschwinden,   bestimmen  die 

Gleichungen  (9)  nur    mehr   eine   der   beiden    Größen  x^,  x^,  x.^   durch 

die  andern;  z.  B.  wenn  «^^  4=0  ist,  x^  durch  x^  und  x^. 

Als  Sonderfall  von  (10)  ergibt  sich,  wenn  in  (9)  «31  =«39  =  «33  =  0 

ist:    Die  Auflösungen  der  zwei  Gleichungen: 


(11) 


sind,  falls  A^^,  A^^j  ^^33  widi^  alle  verschwinden  (vgl.  Anm.  1,  II,  (2)): 


x^  ■     A^-j^ 


4     '  A     = 

^^32  •  ^^83 


*12 


*'21 


(1) 


(12)      x^:x^ 

IIL  Vier  lineare  Gleichungen  (Bezeichnung  nach  Anm.  1,111). 
1.  Gleichungen  zivisclien  zivci   mal  vier    Veränderlichen.     Aus  den 
Gleichungen: 

yi  =  «11 -^'l  +  ^'12^2  +  «13^3  +  «U^'.l> 

11-2  =  ''21 '^'l  +  ''22 -^'2  +  ''23^3  +  ''24  ■^'.1> 

Vz  ^^  '^'31 A     I     ^32 -'2    I     %3''''3  ~r  ^34 "^4? 

.'/l  =  '^'41 -^1  +  «^'42  ^2  +  «43%  +  ««%> 

in  denen  die  Koeffizienten  a,.^  (Ji,  /  =  1,  2,  3,  4)  sechszehn  Konstanten, 
x^  und  y^  aber  veränderliche  (oder  konstante)  Größen  sind,  folgt  nach 
Anm.  1,  III,  (17)  unbedingt: 

{ÄX^  =  Ju^Vi   +   ^Ioi//o   +  --Ir.K'/s  +   --141 //4' 

Ax,  =  J,o//i  +  Ao^y,  +  A^.y^  +  ,4,.,//,, 
'4%  =  .4i3?/i  +  .4,3?/,  +  ^33^3  +  -■I43//4; 
Ax^  =  .4,,//,  +  A.^y^  +  .43, //3  +  J,,.y,: 


(2) 
ferner 


(3) 


^18 -^l  -  -lll%  =  «r,:,//2  -  ^%.^3  +   «l:,//4? 

Al^'2  —  --112^1  =  «fifi//2  —  ^^-ifi^S  +  f^lfi//4' 

.4i2a;.i  -  A^^x^  =  -  «„.,//,  +  «-,,.?/..  -  «i^ ?/.,, 

^^13 ''4  —  -^14%  =         «ß3.'/2  —  «:.3.'/3  +  «13i/4> 


(4) 
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und  drei  entsprechende  Formelsysteme  mit  ll^/i/s,  i^,  y^,  y.^,  y^x  Vi, 
y.^,  y..  auf  der  rechten  Seite;  endlich: 

«13  Xo  —  a^-^X^  +  «14^4  =  «oi?/3  —  %«/2, 
^^li'^l         ^15 -^2         '^16 '^S  ^  ^hit/z  '      ^hiV-i 

und  fünf  entsprechende  Formelsysteme  mit  y^,  y^]  y^,  y^]  y^,  y^,  y-2,  yi, 
y.^,  y^  auf  der  rechten  Seite. 

Alsdann  ist  zu  unterscheiden: 

Wenn  J.  =4=  0,  sind  durch  (2)  x^,  x^_,  x.^,  x^  als  Funktionen  von 
^i>  2/2'  tfsf  ^i  bestimmt;  die  Rückkehr  Ton  (2)  zu  (1)  beruht  auf 
Anm.  1,111,  (7);  (8). 

Wenn  ^  =  0,  aber  nicht  alle  A^.^  verschwinden,  sind  nach  (2) 
die  linearen  Funktionen  (1)  voneinander  abhängig  in  der  Weise,  daß 
identisch  in  x^,  x^,  x^,  x^  (vgl.  Anm.  1,111,(21): 

Al^l  +  ^21^2  +  AiUs  +  AlVi  =  0? 
A22/1   +  ^22^/2  +  -^32^3  +  ^42?/4  =  ^7 

AsVi  +  AsP-i  +  AsVa  +  AsVi  =  0. 
AiVi  +  -4,,y,  +  .43,7/3  +  Ä^y^  =  0, 


(ö) 


und  sind  mittels  (3)  nur  mehr  drei  von  den  Größen  x^,  x.^,  x^,  x^ 
durch  die  vierte  und  drei  der  Größen  y^,  y.j,  y^,  y^  bestimmt;  z.  B. 
wenn  Ä^^  4=  0  ist,  Xo,  x^,  x^  durch  a;^,  y^,  y.^,  y^. 

Wenn  alle  Aj.^,  aber  nicht  alle  Kj.^  verschwinden,  sind  nach  (3) 
die  linearen  Funktionen  {V)  in  der  Weise  voneinander  abhängig,  daß 
identisch  in  x^,  x.^,  x^,  x^  die  24  Gleichungen  bestehen: 

.Qs  [  «64  2/2  -  «542/3  +  «142/4  =  0, 

l«6ö2/2  -  «552/3  +  «152/4  =  ^,     usw., 

und  sind  mittels  (4)  nur  mehr  zwei  von  den  Größen  x^,  x^,  x^,  x^ 
durch  die  beiden  andern  und  zwei  der  Größen  y^,  y.^,  y^,  y^  bestimmt; 
z.B.  wenn  0:^^4=0  ist,  x.,,  x^  durch  x^,  .r,,  1/9,  y^. 

Wenn  alle  af.^,  aber  nicht  alle  ((/.^  verschwinden,  sind  nach  (4) 
die  linearen  Funktionen  (1)  in  der  Weise  voneinander  abhängig,  d:iß 
identisch  in  x^,  x^,  x^,  x^  die  24  Gleichungen  bestehen: 

.^.  |a2l2/3-«3l2/2  =0, 

I  «222/3  -«322/2  =  ^^       "SW., 

und  ist  durch  (V)  nur  mehr  eine  der  Größen  x^,  x^,  x^,  x^  durch  die 
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anderen  und  eine  der  Größen  y^,  y.^,  y^,  y^  bestimmt;  z.B.  wenn  ^'ix=HO 
ist,  x^  durch  x^,  x^,  x^,  y^. 

2.  Gleichungen  zivischen  den  Verhältnissen  von  zwei  mal  vier  Ver- 
änderlichen.    Ist  mit  einem  unbestimmten  Proportionalitätsfaktor  q: 

Qlli  ^^  ^i'^i    I    ^ii-^'i    r  ö'ss'^s  ~r  ^%4'^4  7 
^Vi^^  ^41^1  "r  ^42-^2  ~r  ^'43 "^3  ~r  '^44 ^^4  7 
so  ist  nach  (2)  für  A^O  wieder  mit  einem  Proportionalitätsfaktor: 

(9)  0  -  4 


(8) 


umgekehrt: 


(10) 


6X^   =  Al^l   +  ^1^2  +  ^31?/3  +  ^41  .'74; 


(11) 


6X^  =  A^^y^  +  ^22^/2  +  ^32:?/3  +  --142  ^4? 
6X.^  =  As^/l  +  ^23.'/2  +  ^3^/3  +  ^u\Ul 
aX^  =  ^l42/l   +  A42/2   +  -^34^3   +  ^.44?/4. 

3.  Homogene  Gleichungen  mit  vier  Veränderliclien.  Aus  den  vier 
Gleichungen: 

'^Sl^l  ~r  '^32'^2     I     '^'SS'^S     I     '^34'''4  ""^  *-'j 
'  <^41  ^1     I     ^42  -^2   ~r  0^43  ^3     I     f'f 44  ^4  =  ^ 

folgt   nach  (2),   wenn  J.  4=  0,   daß   a'^,  x^,  x^,  .r^  alle   vier  Null  sind; 
wenn  Xi,'x^,  x^,  x^  nicht  alle  vier  Null  sind,  daß  ^4  =  0. 

Wenn  J.  =  0,  aber  nicht  alle  Af.i  verschwinden,  bestimmen  die 
Gleichungen  (11)  die  drei  Verhältnisse  der  Größen  Xj^,  x^,  x^,  a'^,  und 
zwar  ist  nach  (3)  mit  y^  =  y.^  =  y.^  =  2/4  =  0  (vgl.  Anm.  1,  III,  (21)): 

1  '      2  *  "^'3  ■      4  ^^        11   *        12  ■        13  ■        14  ^^        21   '        22  ■        23  '        24 

—  4         4      •    i      •  A      —  A      •  A      •   A      '   A 

—  ^31  •  Ai2  •  ^*33  •  -^34  ^41   *  -^42  •  "^43  •  ^^44" 

Wenn  alle  ^^j,  aber  niilit  alle  «^.^  verschwinden,  bestimmen  die 
Gleichungen  (11)  nach  (4)  mit  y,  =  y/o  =  ^3  =  2/4  =  0  nur  mehr  zwei 
von  den  vier  Größen  x^,  x^,  x^,  x,i  durch  die  zwei  andern;  z.  B.  wenn 
"^11  4=  0  ist,  x^  und  Xg  durch  x^  und  x^. 

Wenn  alle  cq.j,  aber  nicht  alle  a^j  verschwinden,  bestimmen  die 
Gleichungen  (11)  nur  mehr  eine  der  vier  Größen  x^,  x^,  x^,  a",  durch 
die  drei  andern;  z.  B.  wenn  a^^  =^0  ist,  .Tj  durch  x^,  x^,  a'j. 

Als  Sonderfall    von  (12)   ergibt   sich,    wenn    in   (11)  «41^042" 


(12) 
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a^.^  =  a^^  =  0  ist:  Die  Auflösungen  der  drei  Gleichungen: 

(13)  l^l^l  +  %2^2  +  %3^3  +  ^24^4  =  ^7 
(«glA'^   +  «32^2   +  ^33 -^3   +  ^'34  •^4  =  ^ 

sind,   falls   Ä^,  Ä^,  A^.^,  A^  nicht    alle   verschwinden   (vgl.   Anm.  1, 
in,  (2)): 

(14)  x^  :  x^:  x^:  x^  =  A^^  :  A^^^.  •  ^43  •  ^44 

«12      «13      «14   1  «13      «11       «14  «11       «12      «14  «13       «12      «11 


«22      «23      «24 
«32      «33      «34 


«21       «24      :       «21       «22      «24   1   '   1   «23       «22      «21 
«31       «34  «31       «32      «34  I  «33       «32      «31 


(vgl.  ZU  Anm.  2  Baltzer,  S.  64 ff.;  Fascal,  S.  197  ff.) 

3)  Über  den  Begriff  der  Strecke  §  1,  1='=)  und  des  Winkels  §2,1  vgl. 
B.  Baltzer,  Die  Elemente**)  der  Mathematik  2,  5.  Aufl.  (1878),  S.  4;  5;  7; 
J.  Tropfke,  Geschichte  der  Elementarmathematik  2  (1903),  S.  21;  M.  Pasch,  Vor- 
lesungen über  neuere  Geometrie  (1882),  S.  4;  W.  Killing,  Einführung  in  die 
Grundlagen  der  Geometrie  1  (1893),  S.  5;  D.  Hilhert,  Grundlagen  der  Geometrie, 
2.  Aufl.  1903,  S.  4;  8. 

4)  Über  den  Begriff  der  absoluten  Größe  einer  Strecke  §1,2  und  eines 
Winkels  §2,2  vgl.  0.  Stolz  u.  J.  A.  Gmeiner,  Theoretische  Arithmetik  (Samm- 
lung Teubner,  Bd.  IV),  S.  107;  109. 

5)  Die  Benennung  positiv  und  negativ,  bezüglich  das  Vorzeichen  -\-  und  — , 
wird  gebraucht  in  der  Geraden  §1,3  für  den  zweifachen  Durchlaufungssinn; 
im  Strahlbüschel  §  2,  3  und  in  der  Ebene  §  11,  1  für  den  zweifachen  Drehungs- 
sinn; im  Räume  §  32,  7  für  den  zweifachen  Schrauhensinn.  Dieses  Prinzip  der 
Zeichen  ist  zuerst  von  A.  F.  Moehius  seit  1827  (vgl.  Werke  2,  S.  246)  überall 
durchgeführt  worden  (vgl.  Baltzer,  Elemente  2,  S.  104).  Den  Sinn  eines  Gebildes 
erster  Stufe  definiert  G.  K.  Ch.  v.  Staudt,  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage  (1865), 
S.  29  durch  die  Aufeinanderfolge  von  drei  Elementen,  vgl.  §  6,  9. 

6)  Das  Symbol  AB  ist  sowohl  im  weiteren  Sinne  für  den  Gesamtbegriff 
der  Strecke  §1,1  als  auch  im  engeren  Sinne  für  die  relative  Länge  §1,4 
gebraucht. 

Der  relativen  Länge  einer  Strecke  §1,4  entspriciit  der  relative  Flächen- 
inhalt eines  Dreiecks  §  15, 1  und  der  relative  Rauminhalt  eines  Tetraeders  §39,  1. 
Diese  Begriffe  sind  von  Moebius,  Barycentrischer  Calcul  (1827),  Werke  1,  S.  25; 
40;  41;  Statik  (1837),  Werke  3,  S.  87  eingeführt  (vgl.  Baltzer,  Elemente  2,  S.  45; 
104;  208;   Analytische   Geometrie  (1882),  S.  3;  35;  373). 

Über  die  genauere  Feststellung  des  Begriffes  der  relativen  Größe  vgl.  Stolz- 
Gmeiner,  Arithmetik,  S.  117—119. 

*)  In  den  Anmerkungen  beziehen  sich  alle  Angaben  von  Paragraphen  auf 
das  vorliegende  Buch,  alle  Angaben  von  Seitenzahlen  auf  die  jedesmal  genannten 
Quellenschriften. 

**)  Die  kursiv  gedruckten  Worte  dienen  weiterhin  als  Abkürzung  für  den 
vollen  Titel. 
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7)  Die  Änderung  der  Vorzeichen  der  Ausdrücke  J.B  in  §  1,  (2),  ABC  in 
§  15,  (2)  und  AB  CD  in  §  39,  (2)  bei  eine»  Transposition  zweier  Eckpunkte  stellt 
Moebins,  Werke  1,  S.  25;  40;  42  fest.  Sie  entspricht  dem  Vorzeichenwechsel  der 
Determinanten  §  1,  (5);  §  15,  (6)  und  §  39,  (7)  bei  Vertauschung  zweier  Reihen 
nach  Anm.  1,  IV,  2. 

8)  Die  einander  entsprechenden  Formeln  §  1,  (3)  für  drei,  §  15,  (8)  für  vier 
und  §  39,  (10)  für  fünf  Punkte  gibt  Moehius ,  Werke  1,  S.  25;  41;  43;  2,  S.  191; 
(vgl.  F.  Serret,  Geometrie  de  direction  (1865),  S.  21 ;  v.  Standt,  Halbmesser  (1867), 
S.  28;  zu  §  1,  5  auch  Hubert,  Grundlagen,  S.  4). 

9)  Die  Koordinate  (Abszisse)  x  auf  der  Geraden  in  §1,6  kehrt  als  Be- 
standteil der  Koordinaten  x,  y  in  %  10,  2  und  x,  y,  Z  in  %  31,  2  wieder  und  geht 
als  Parameter  in  die  Darstellungen  §  16,  (2)  (mit  *  bezeichnet)  und  §  43,  (2)  der 
Geraden  in  der  Ebene  und  im  Räume  ein.  Sie  wird  von  L.  Eider ,  Introductio 
(1748),  übersetzt  von  Michelsen,  2,  S.  1  behandelt;  vgl.  auch  L.  J.  3Iagniis, 
Sammlung  von  Aufgaben  1  (1833),  S.  3;  L.  N.  M.  Carnot,  Memoire  sur  la  rela- 
tion  etc.,  suivi  d'un  essai  sur  la  theorie  des  transversales,  Paris  1800,  S.  66. 

10)  Die  für  die  analytische  Geometrie  grundlegende  Behauptung  §  1,  6,  daß 
jedem  Punkte  der  geraden  Linie  eine  Zahl  entspricht  und  umgekehrt,  kommt 
im  wesentlichen  auf  die  Axiome  der  Stetigkeit  zurück  und  bedarf  ebenso  wie  die 
entsprechenden  Behauptungen  §  2,  7;  §  10,  3;  §  31,  3  usw.  einer  näheren  Unter- 
suchung; vgl.  darüber  B.  Eiemann  (1868),  Werke  S.  259;  R.  Dedehind,  Stetigkeit 
und  irrationale  Zahlen,  Braunschweig  1872,  2.  Aufl.  1892,  S.  5—22;  G.  Cantor, 
Math.  Ann.  5  (1872),  S.  127;  E.  Heine,  J.  f.  Math.  74  (1872),  S.  172;  F.  Klein, 
Math.  Ann.  7  (1874),  S.  534;  37  (1890),  S.  572;  Fascli,  Neuere  Geometrie  (1882), 
S.  187  ff.;  KilUng,  Grundlagen  1  (1893),  S.  107;  S.  Lie,  Theorie  der  Transforma- 
tionsgruppen  3  (1893),  S.  394;  438;  452;  461;  H.  Biirlhardt,  Gott.  Nachr.  1895, 
S.  114;  Klein,  Lobatschewsky-Preis  (1897),  S.  17;  18  =  Math.  Ann.  50,  S.  594; 
0.  Holder,  Anschauung  und  Denken  in  der  Geometrie  (1900),  S.  36;  A.  Schuen- 
flies,  Jahresber.  d.  d.  Math. -Vereinigung  8,  2  (1900),  S.  31;  63;  Hilhert,  Grund- 
lagen, S.  19;  38;  Stolz-Gmeiner ,  Arithmetik,  S.  113;  Enzyklopädie  1,  S.  53 
(A.  Pringsheim). 

11)  Die  §  1,  9  benutzte  identische  Gleichung  ist  die  Entwicklung  der  (nach 
Anm.  1,  l\\  4;  3)  verschwindenden  Determinante: 

2  —  x^     x,     11  =  0 

I    '''S  •''4        '''3         ■'■ 

nach  den  Elementen  der  ersten  Spalte  (Anm.  1,  II,  (6)). 

Die  Formel  §  1,  (6)  gibt  Moebius  (1827),  Werke  1,  S.  223;  ,T.  V.  Poncelet, 
.1.  f.  Math.  3  (1828),  S.  269;  M.  Chasles,  Aperru  historique  (1837),  S.  305;  Baltzer, 
Geometrie,  S.  3;  H.  Schröter,  Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  2.  Aufl.  (1876),  S.  5. 

12)  Die  Unterscheidung  gleichsinniger  und  ungleichsinniger  (positiv  oder 
negativ  orientierter)  Koordinatensysteme  bietet  sich,  wie  auf  der  Geraden  §  1,  10, 
so  auch  in  der  Ebene  §  11,  3  und  im  Räume  §  32,  8  dar  und  gründet  sich  auf 
die  in  Anm.  5  angegebene  Unter.-^chindung  des  zweifachen  Durchlaufungs-,  Dreh- 
ungs-  und  Schraubensinnes,  vgl.  Anm.  57, 

13)  Strahlbüschcl  §2,3  und  Ebenenbüschcl  §  42,  9  sind  als  ordonnance  des 
lignes  droites  et  de  plan  von  G.  Dcsargues  (1039),  Oeuvres  räunies  par  Poudra  1, 
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S.  104;  105  eingeführt,  auch  der  Büschel  paralleler  Strahlen  §  18,  2  oder  Ebenen 
§  42,  3.  Punktreiben,  Strahlbüschel  und  Ebeaenbüschel  werden  von  ./.  Steiner, 
System.  EnticicJcl.  (1832),  S.  XIII  =  Werke  1,  S.  237  als  Grundgebilde  genommen. 
In  Rücksicht  auf  ihre  Mächtigkeit  (oo^  Elemente)  heißen  sie,  nach  v.  Staudt, 
Geometrie  der  Lage  (1847),  S.  10,  einförmige  oder  Grundgebilde  erster  Stufe.  In 
jedem  solchen  Gebilde  dient  eine  Koordinate  zur  Bestimmung  des  einzelnen 
Elementes  §  1,  :'4):  §  2,  (13);  §  49,  (12);  vgl.  Anm.  10.5. 

14)  Die  §  2,  1—4  entwickelte  Auffassung  der  relativen  Größe  eines  Winkels 
ist  von  Moehius,  Analyt.  Sphärik  (1846)  und  Kreisverwandtschaft  (1855),  Werke  2, 
S.  4;  255  angegeben;  vgl.  Baltzer,  Elemente  2,  S.  6;  297;  299;  Geometrie,  S.  31; 
Stolz-Gmeiner,  Arithmetik,  S.  119. 

15)  Die  Formel  §  2,  1 9;  findet  sich  bei  Carnot,  Geometrie  de  position  (1803), 
S.  257;  Moehius,  Werke  2,  S.  257;  Baltzer.  Geometrie,  S.  32. 

16)  Das  Verhältnis  §  3,  (1)  wenden  C.  J.  Brianchon,  Memoire  sur  les  lignes 
du  second  ordre  (1817),  S.  7  und  Baltzer,  Elemente  2,  S.  355  an,  während  3Ioebius 
(1827),  Werke  1,  S.  220,  l  =  P^P:  PP^  als  Teilungsverhältnis  nimmt.  Über  das 
Sinusverhältnis  §  4,  (1)  und  §  42,  flO)  vgl.  Baltzer,  Elemente  2,  S.  355;  es  er- 
scheint zuerst  bei  Carnot,  Transversales  (1806),  S.  77. 

17)  Der  unendlich  ferne  Punkt  §  3.  4  und  die  unendlich  ferne  Gerade  §  22,  5 
sind  von  Desargues  (1639),  Oeuvres  1,  S.  105;  106  als  Mittelpunkt  und  Achse 
eines  Büschels  paralleler  Strahlen  und  Ebenen  eingeführt;  vgl.  M.  Cantor ,  Ge- 
schichte der  Mathematik  2,  S.  620;  über  die  unendlich  ferne  Gerade  vgl.  ferner 
Poncelet,  Traite  des  figures  projectives  (1822),  S.  53;  Plücker  (1829),  Werke  1, 
S.  131;  Moehius  (1829;,  Werke  1,  S.  452;  Steiner,  Entwickl.  (1832),  S.  2  =  Werke  1, 
S.  241;  V.  Staudt,  Geom.  (1847),  S.  24;  die  unendlich  ferne  Ebene  §  47,  5  er- 
scheint bei  Poncelet,  a.  a.  0.  S.  373;  Chasles,  Mem.  sur  deux  principes  (1837), 
S.  581;  V.  Staudt,  a.  a.  0.  S.  24. 

Die  Motivierung  des  unendlich  fernen  Punktes  und  der  unendlich  fernen 
Geraden  aus  der  pers^jektiven  Beziehung  §5,1  und  §  22,  5  stützt  sich  auf  das 
Parallelenaxiom ,  nach  welchem  durch  einen  gegebenen  Punkt  zu  einer  Geraden 
nur  eine  parallele  Gerade  (und  zu  einer  Ebene  nur  eine  parallele  Ebene)  gezogen 
werden  kann.  Dieses  Axiom  wird  durch  ein  anderes  ersetzt  in  der  Kicht- 
Euklid'schen  Geometrie;  vgl.  G.  Battaglini,  Giorn.  di  mat.  5  (1867),  S.  217; 
E.  Beltrami,  Giorn.  di  mat.  6  (1868;,  S.  284  =  Opere  1,  S.  374;  Klein,  Math. 
Ann.  4  (1871),  S.  575;  6  (1873),  S.  112;  37  (1890),  S.  554;  Vorles.  über  Kicht- 
Euklidische  Geometrie  1889;  Cayley,  Math.  Ann.  5  (1872),  S.  630;  W.  Clifford, 
Papers  (1873),  S.  181;  (1874),  S.  378;  (1876),  S.  236;  385;  402;  Killing,  J.  f. 
Math.  89  (1880),  S.  265  und  Grundlagen;  Holder,  Anschauung  u.  Denken,  S.  35; 
Hilbert,  Grundlagen,  S.  107;  Clehsch-Lindemann ,  Vorlesungen  über  Geometrie  2 
(1891),  S.  468;  Tropf ke,  Geschichte  2,  S.  84;  H.  Poincare,  Wissemchaft  und  Hypo- 
these, übers,  von  i*.  und  L.  Lindemann  (1904;,  S.  36. 

P  P      P  P 

18)  Der  Quotient  j^  -p   '•  p  j)    findet  sich  bei  Brianchon,  lignes  S.  7  ivgl. 

Pi  Pi      -r  3  P^ 

auch  Anm.  28;;  prinzipiell  wird  das  JDoppelverhältnis  (Doppelschnittsverhältnis) 
von  vier  Punkten  §  3,  (5)  mit  dem  Symbol  §  3,  (6)  von  Moehius  (1827),  Werke  1, 
S.  220  eingeführt;  die  analytischen  Darstellungen  §  3,  (7)  und  für  vier  Strahlen 
§  4,  (7)  gibt  Moehius,  Werke  1,  S.  454;  388;  weiter  vgl.  Steiner,  Entw.  (1832), 
S.  7  =  Werke  1,  S.  244;   CJxasles,  Aper9u  (1837),  S.  302  („rapport,   fonction  an- 
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harmonicjue");'  E.  Kotier,  Jahres&mcÄI  d.  d.  Math.-Vereinigung  5,  2  (1901), 
S.  209;  253.     Über  das  Doppelverhältnis  von  vier  Ebenen  vgl.  §  42,  (22); 

V.  Staudt,  Beiträge  (1856),  S.  15  bezeichnet,  ohne  Benutzung  der  metrischen 
Begriffe  der  Strecke  und  des  Winkels,  überhaupt  als  „Wurf"  den  Inbegriff  von 
vier  Elementen  eines  Elementargebildes  mit  Rücksicht  auf  ihre  Reihenfolge. 

19)  Die  Tabelle  der  24  Werte  §  3,  (19)  gibt  Jloebius,  Werke  1,  S.  224;  45G; 
vgl.  Ch'bsch,  Binäre  Formen  S.  59. 

Bezeichnet  man  mit  (kV)  die  Transposition  (Vertauschung)  der  beiden 
Zahlen  J{  und  l,  so  ist: 

1,     (2  3)  (14),     (3  1)  (2  4),     (12)  (3  4) 

die  Gruppe  der  Suhstitutionen  (vgl.  Enzyklopädie  1,  S.  211;  468),  welche  die 
sechswertige  unsymmetrische  Funktion  §  3,  (7)  von  vier  Elementen  ungeändert 
lassen;  dagegen  führen  die  sechs  Substitutionen  der  Elemente  2  3  4: 

1,     (34),     (4  2),     (23),     (234),     (243), 

wo  ß'lm)  die  zyklische  Vertauschung  bezeichnet,  die  Funktion  in  ihre  sechs 
Werte  über.     Alle  sechs  Werte  haben  (ausnahmsweise)  dieselbe  Gruppe. 

20)  Über  die  Bezeichnung  „harmonisch"  und  ihre  Beziehung  zur  Musiklehre 
vgl.  Tropf ke,  Geschichte  2,  S.  95.  Kach  §3,(23)  ist  P^P^  das  ., harmonische 
Mittel"  zwischen  P^P^  und  P^P^,  auch: 

1 1      __      1 1_ 

P  P        pIp^       l^P        P  P  ' 

vgl.  Bcützer,  Elemente  1,  6.  Aufl.,  S.  215;  2,  S.  59.  Curnot ,  Geometrie  (1803), 
S.  282  spricht  von  Teilung  in  proportionale  Segmente;  die  Benennung  „harmo- 
nische Pitnlie"  rührt  von  Brianchon,  lignes,  S.  6;  9  her.  Daß  harmonische  Punkte 
dem  Doppel  Verhältnis :  —  1  entsprechen,  bemerkt  Moebiiis,  Werke  1,  S.  240. 
Vier  harmonische  Strahlen  §  4,  8  werden  von  Ph.  de  Ja  Hire  (1685)  Harmonikaien 
(nach  Cantor,  Geschichte  3,  S.  121),  von  Brianchon,  a.  a.  0.  S.  9  faisceau  har- 
monique  genannt,  vgl.  v.  Staudt,  Geom.,  S.  11;  Baltzer,  Elemente  2,  S.  61.  Über 
vier  harmonische  Ebenen  vgl.  §  42,  zu  (29'i;  über  die  Konstruktion  des  vierten 
Elementes  §  27,  5. 

21 )  Die  Definition  §  3,  (7)  des  Doppelverhültnisses  bleibt  für  komplexe  Werte 
von  iCj ,  x^,  a-j,  x^  (vgl.  Anm.  121)  bestehen,  vgl.  Baltzer,  Geom.  S.  9. 

Bei  komplexem  ö  können  je  drei  der  sechs  Werte  (9)  gleich  werden, 
nämlich : 

o  = '  =  - — - —     und      .    =^  1 


1  —  8  6  ()  6  —  1 ' 

dann  genügt  8  der  Gleichung: 

Ö-  — <J+1  =  0, 

ist  also  eine  komplexe  dritte  AVurzel  aus  —  1.  Mau  nennt  die  vier  Tunkte  in 
diesem  Falle  äquianharmonisch  nach  L.  Cremtnia,  Intradnzione  ad  una  teoria 
geom.  delle  curve  piane  (1862),  S.  21;  vgl.  H.  Schröter,  Math.  Ann.  10  (1876;, 
S.  420;  Kegelschnitte,  S.  63;  Clebsch,  Formen,  S.  60;  Clebsch-Lindemann,  Vor- 
lesungen über  Geometrie  1  (1876j,  S.  40. 

22)  Während    in   §3,3    auf  der  Geraden   die   Strecke   innei'halb   und   die 
Strecke  außerhalb  der  Punkte  Pj  .  P^    durch  die  Anschauung  gegeben  ist ,   sind 
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hier  in  §  4,  1  innere  und  äußere  WinleJflüche  zwischen  zwei  ungerichteten  Strahlen 
an  sich  nicht  unterscheidbar,  sondern  werden  entweder  durch  unmittelbare  will- 
kürliche Annahme  der  einen  oder  durch  Richtung  der  beiden  Strahlen  fest- 
gelegt, vgl.  Hubert,  Grundlagen  S.  4;  8.  In  diesem  Umstände  liegt  der  Grund 
für  die  hei  dem  einfachen  Teilungsverhältnis  überall  auftretende  Vorzeichenregel 
§  6,  (15');  §  9,  (5');  §  18,  (15);  (16);  §  42,  (16);  (17);  §  4;»,  (21);  (29).  Beim  Doppel- 
verhältnis  fällt  diese  fort  (nach  §  4,  6). 

•     23)  Ursprünglich  „perspektivisch",  vgl.   Klügel,   Math.    Wörterbuch  3   (1808), 
S.  802;  Steiner,  Entw.  S.  4  =  Werke  1,  S.  241;  v.  Staudt,  Geom.,  S.  49. 

24)  Über  die  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  beim  Sinussatz  vgl.  Jloehius, 
Werke  2,  S.  247;  Baltzer,  Elemente  2,  S.  301. 

25)  Der  Hauptsatz  von  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  bei  der  Per- 
spektiven Lage  ungleichartiger  Grundgebilde  1.  Stufe  (vgl.  Anm.  28)  erscheint  in 
drei  nebengeordneten  Formen;  für  Punktreihe  und  Strahlbüschel  §  5,  3  und 
§  24,  10;  für  Punktreihe  und  Ebenenbüschel  §  52,4;  für  StraJilbüschel  und  Ebenen- 
büschel  §  52,  9.  Der  erste  Satz  §5,3  findet  sich  für  harmonische  Elemente 
§  5,  6  bei  Carnot,  Transversales  (1806),  S.  77;  allgemein  angedeutet  bei  Poncelet, 
Traite  (1822),  S.  10;  in  der  Form  §  5,  3  bei  Steiner,  Entw.  (1832),  S.  7  =  Werke  1, 
S.  244;  V.  Staudt,  Geom.,  S.  44;  vgl.  Baltzer,  Elemente  2,  S.  368;  Geom.,  S.  43. 
Den  zweiten  Satz  beweist  für  harmonische  Elemente  Carnot,  a.  a.  0.,  S.  80,  all- 
gemein Jloebius  (1827),  Werke  1,  S.  234;  den  dritten  Satz  gibt  Steiner,  Entw. 
S.  106  =  Werke  1,  S.  311. 

26)  Die  Gleichung  §  5,  (4)  ist  ein  Spezialfall  der  allgemeinen  Gleichung 
§  65,  (11);  ebenso  sind  die  Gleichungen  §  7,  (18);  §  8,  (5);  §  8,  (19)  in  §  65,  (37) 
enthalten;  ferner  der  Schlußsatz  von  §  53,  6  und  der  vorletzte  Satz  von  §  56,  10 
in  der  in  §  67,  6  nicht  besonders  erwähnten  projektiven  Beziehung  zwischen 
Ebene  und  Bündel. 

27)  Über  den  Satz  §  5,  7  vgl.  Baltzer,  Elemente  2,  S.  58.  An  die  Schluß- 
bemerkung von  §  5,  7  schließt  sich  der  ebenfalls  aus  §5,6  mit  Rücksicht  auf 
§  3,  3;  4  folgende  Satz  (vgl.  §  27,  8  links)  an:  „Wenn  man  die  Endpunkte  P^, 
Pg,  die  Mitte  M  und  den  unendlich  fernen  Punkt  einer  Strecke  der  Geraden  g 
mit  einem  Punkt/S  außerhalb  g  verbindet,  erhält  man  vier  harmonische  Strahlen", 
der  nach  Cantor,  Geschichte  3,  S.  122  von  Pit.  de  la  Hire  (1685)  gegeben  wurde, 
vgl.   Tropfke,  Geschichte  2,  S.  96. 

28)  Der  Satz  §  5,  (6)  findet  sich  bei  Pappus  (um  295  n.  Chr.,  vgl.  F.  Müller, 
Zeittafeln,  S.  36),  Collectiones,  liber  VII,  propositio  129  (Ausgabe  von  P.  Com- 
mandino,  Bologna  1660,  S.  357;  speziell  für  harmonische  Punkte  prop.  145,  S.  373) 
in  einer  Form,  die  im  Anschluß  an  §  5,  Fig.  43  a  lauten  u-ürde: 

AC .  B P :  B C .  AP  =  AC .  B' P' :  B'  C .  ÄP\ 

indem  dabei  A  =  A'  als  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  g  und  g'  angenommen 
wird,  vgl.  Moebius,  Werke  1,  S.  227;  Tropfke,  Geschichte  2,  S.  96.  Den  Satz  (6) 
selbst  gibt  Brianchon,  lignes  (1817),  S.  7;  Moebius  (1827),  Werke  1,  S.  228;  den 
Satz  (6')  Steiner,  Entw.  (1832),  S.  10  =  Werke  1,  S.  246.  Die  entsprechenden 
Sätze  im  Räume  vgl.  §  52,  (17);  (19);  Baltzer,  Elem.  2,  S.  368. 

29)  Die  in  §  5  und  in  anderen  §§  vorgenommene  Nebeneinanderstellung  der 
Sätze,  die  das  Prinzip  der  Dualität  (vgl.  Anm.  119)  äußerlich  zum  Ausdruck 
bringt,   wurde   zuerst  von  J.  D.  Gergonne,   Annales    de  mathem.    16   (1825^26), 
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S.  212;  17  (1826/27),  S.  37  (vgl.  Plüclcer,  Werke  1,  S.  4:-^);  S.  216;  18  (1827/28j, 
S.  150  vorgenommen;  von  Steiner,  Entw.  (1832),  S.  10  =  Werke  1,  S.  246  (gerade 
bei  den  Sätzen  §  5,  9);  von  Magnuf^,  Aufgaben  1  (1833),  S.  70;  von  v.  Staiidt, 
Geom.  (1847),  S.  30  angevrendet.  Die  Dualität  besteht  für  die  Ebene  in  dem 
Entsprechen  von  Punkt  und  Strahl,  von  Punktreihe  und  Strahlbüschel  (vgl.  §  1 
und  §  2;  §  3  und  §  4;  die  nebeneinandergestellten  Sätze  in  §  5  und  §  6),  von 
Schnittpunkt  zweier  Strahlen  und  Verbindungslinie  zweier  Punkte  (vgl.  besonders 
§§  25—27;.  Sie  besteht  für  dds  Bündel  im  Entsprechen  von  Strahlen  und  Ebenen 
(vgl.  §  49,  7;  8).  Im  Räume  (vgl.  §  45,  4;  6;  §  47,  11 ;  §  53,  1)  entsprechen  sich 
dual  Punkt  und  Ebene,  Punktreihe  und  Ebenenbüschel,  Punktfeld  und  Ebenen- 
bündel, Schnittpunkt  dreier  Ebenen  und  Verbindungsebene  dreier  Punkte,  während 
die  Gerade  als  Verbindungslinie  zweier  Punkte  und  Schnittlinie  zweier  Ebenen 
sich  selbst  dual  entspricht  (§  48,  1). 

30)  Die  reine  Verhält nisl-oordinate  l  des  Punktes  §  6,  1  hat  Moehins  (1827), 

Werke  1,   S.  44;  51    in   homogener  Bezeichnung  i= (p,  q  „baryzentrische 

Koordinaten')  eingeführt.  Anwendung  finden  die  reinen  Verhältniskoordinaten 
X  des  Punktes  §  6,  (1),  des  Strahles  §  6,  (1')  und  der  Ebene  §  42,  (10)  bei  den 
Gleichungen  der  Punktreihe  §  20,  (6);  §  46,  (6),  des  Strahlbüschels  §  18,  (18); 
§  40,  (17);  des  Ebeuenbüschels  §  42,  (19);  §  49,  (25);  ferner  in  den  Parameter- 
darstellungen dieser  Gebilde  §  12,  (18);  §  20,  (17);  §  34,  (12);  §  35,  (8);  §  46,  (17). 

31)  Die  multiplizierte  VerMltniskoordinate  {i  des  Punktes  §  6,  (7),  des  Strahles 
§  6,  (7')  und  der  Ebene  §  42,  9;  11  mit  einem  Multii^likator,  auf  dessen  Wert 
es  meist  nicht  ankommt,  erscheint  in  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Punkt- 
reihe §  9,  (4);  §  20,  (3);  §  22,  (23');  §  29,  (17');  §  46,  (3);  §  47,  (25'i,  des  Strahl- 
büschels §  9,  (4');  §  18,  (14);  §  22,  (23);  §  49,  (19)  und  des  Ebenenbüschels  §  42, 
(15);  §  47,  (25);  §  49,  (27),  ferner  aber  in  den  Parameterdarstelluugen  §  20,  (17'); 
§  22,  (24);  (24');  §  29,  (18);  (18'):  §  47,  (26);  (26');  §  49,  (22);  (30);  §  58,  (20);  (20^ 
(vgl.  Anm.  38). 

32)  Die  Doppelverhältniskoordinate  u  des  Punktes  §  6,  (J  wurde  unter  dem 
Namen  Abszisse  von  v.  Staudt,  Beiträge  (1856),  S.  262  eingeführt;  grundsätzlich 
und  gleichzeitig  lür  Punktreihe  §  6,  (16),  Strahlbüschel  §  6,  (16')  und  Ebenen- 
büschel §  42,  (25)  und  §  56,  (3)  gab  die  Doppelverhältniskoordinaten  II'.  Fiedler, 
Vrtlj.  Katurf.-Ges.  Zürich   15  (1870),  S.  155. 

Die  analogen  Bemerkungen  wie  in  Anm.  10  sind  auch  für  diese  Koordi- 
naten zu  machen,  vgl.  Klein,  Pasch,  Killing  an  den  dort  angeführten  Stellen. 

Die  reinen  Doppelverhältniskoordinaten  treten  in  den  Gleichungen  der 
Punktreihe  §  9,  (6);  §  20,  (10);  §  22,  (21');  §  29,  (15');  §  46,  (10);  §  47,  (23');  §  58, 
(17'),  des  Strahlbüschels  §  9,  (6');  §  18,  (22);  §  22,  (21);  §  29,  (15^;  §  52,  ^31,»;  (31'), 
des  Ebenenbüsohels  §  42,  (24);  §  47,  i^23);  §  58,  (17)  auf. 

33)  Den  Übergang  §  6,  9  bemerkt  v.  Staudt,  Beiträge  (1856  ,  S.  264. 

34)  Der  Hauptsatz  §  6,  (25j  enthält  nicht  nur  die  Transformation  der 
Doppelverhältniskoordinaten  §  6,  (^29)  und  in  der  Form  §  7,  (20)  die  der  Zwei- 
eckskoordinaten §8,4,  sondern  dient  auch  als  Grundlage  für  die  Theorie  der 
projektiven  Verwandtschaften  §  65,  2.  Er  wurde  von  Mucbius  (1827),  Werke  1, 
S.  226  abgeleitet  und  findet  sich  später  bei  v.  Staudt.  Beiträge,  S.  262;  vgl.  auch 
H.  Schröter,  Kegelschnitte,  S.  8. 

Der    analytische    Ausdruck    des    Doppelverhältuisses    in    §3,(7i;    §4,(7); 
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§  6,  (5);  (5');  (25);  (25')  ist  in  allen  Koordinaten  ic,  tgqp,  A,  a  formal  derselbe;  das 
Doppelverhältnis  ist  eine  absolute  Invariante  jeder  linearen  Transformation,  vgl. 
Klein,  Höhere  Geometrie  I,   Vorlesung  1892/93,  S.  315. 

35)  Die  homogenen  gemeinen  Koordinaten  x,  t  auf  der  PunMreihe  §  7,  1  sind 
denen  in  der  Ebene  §  22,  1  und  im  Räume  §47.1  nachgebildet  (vgl.  Anm.  77) 
und  sind  nach  §  23, 1  und  §  49,  12  in  ihnen  enthalten.  Über  homogene  gemeine 
Koordinaten  auf  der  unendlich  fernen  Punktreihe  Tgl.  §  23,  1  und  §  49,  12. 

36)  Die  homogenen  gemeinen  Koordinaten  x,  y  des  Strahles  im  Büschel 
§  7,  (2)  erwähnt  Baltzer,  Geometrie,  S.  55.  Sie  verhalten  sich  wie  die  Richtungs- 
kosinus a,  b  des  Strahles  selbst  in  §  11,  7  und  wie  die  Koordinaten  ihres  Schnitt- 
punktes mit  der  unendlich  fernen  Geraden  in  §  23,  1;  die  Koordinaten  n,  v  in 
§  7 ,  (3)  dagegen  verhalten  sich  wie  die  Richtungskosinus  der  Normale  des 
Strahles  in  §  23,  2.  Die  Beziehung  x:y  =  —  r  :  u  oder  ux  -\-  ry  =  0  der  beiden 
Arten  von  Koordinaten  des  Strahles  entspricht  derjenigen  von  §8,3.  Nach 
§  49,  11  sind  die  Koordinaten  u,  v  in  denen  des  Strahles  in  der  Ebene,  die 
Koordinaten  x,  y  in  denen  des  Strahles  im  Bändel  enthalten;  vgl.  §  64,  5. 

Auch  im  Parallelstrahlbüschel  kann  man  neben  den  homogenen  gemeinen 
Koordinaten  u,  s  des  Strahles  in  §  23,  2  diejenigen  x,  t  des  Schnittpunktes  mit 
der  a;-Achse  verwenden;  beide  Arten  stehen  in  der  Beziehung  tix  -\-  st  =  0. 

über  homogene  gemeine  Koordi)iaten  der  Ebene  im  Ebenenbüschel  vgl. 
§  49,  13. 

37)  Der  Ausdruck  §  7,  (7)  findet  sich  in  etwas  anderem  Sinne  zuerst  bei 
Plücker,  System  der  analyt.  Geom.  (1835),  S.  53:  über  den  allgemeinen  Ausdruck 
§  7,  (20)  vgl.  Clebsch,  Formen,  S.  51. 

38)  Die  ersten  Zweieckskoordinaten  §7,6  sind  die  baryzentrischen  von 
Moebius  (vgl.  Anm.  30;i,  für  die  aber  der  Einheitspunkt  speziell  der  Mittelpunkt 
des  Zweiecks  (der  Multiplikator  a^  :a^  =  —  1)  ist.  Die  allgemeine  Auffassung  §  7,  7 
für  Punktreihe  und  Strahlbüschel  und  §  56,  2  für  Ebenenbüschel  gibt  zuerst 
W.Fiedler,  Ges.  Zürich  15  (1870),  S.  152;  vgl.  Clebsch,  Formen  (1872),  S.  45;  Clebsch- 
Lindemann,  Vorl.  1,  S.  170;  Fiedler,  Darstellende  Geometrie  3.  Aufl.,  3,  S.  69. 

39)  Die  Darstellungen  §  7,  (13)  und  (17)  entsprechen  denjenigen  in  §  28,  (1) 
und  (21),  sowie  §  57,  (1)  und  (21). 

40)  Die  Bemerkung  §  8,  3  macht  W.  Fiedler,  Ges.  Zürich  15  (1870),  S.  157; 
Darstell.  Geom.  3,  S.  71;  sie  bereitet  die  Beziehung  §  28,  17  und  die  Gleichung 
§  28,  (11)  vor. 

41)  Die  Formeln  §  8,  (10)  lauten  in  Determinantenform: 

Q  X:  ;    X-i  Xt  it-j        I    ,         l-  A ,    ^  ; 

^^  (1)        a"  '"*        X  ° 
ebenso  gibt  das  in  §  30,  3  angedeutete  Verfahren: 
lic/i'i/i     a;/-'2/2     X/'^'y^     0 


e^(  = 


X  '''  X  '^'  X  ''*' 

^  (1)  ^  (2)  -r  '81 

tA/a  «A/^  *^9 


«  =  1,2,3; 


und  entsprechend  für  §  63,  3;  die  Formeln  sind  von  IT.  Fiedler,  Darstell.  Geom.  3, 
S.  421  entwickelt,  \g\.  Salmon-Fiedler,  Analyt.  Geom.  der  Kegelschnitte,  4.  Aufl., S.  115. 
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42)  Die  lineare  Substitution  §  8,  (11)  hat  eine  doppelte  Bedeutung,  die  der 
Transformation  der  Zweieckskoordinaten  §8,5  und  die  der  projektiven  Ver- 
wandtschaft §  65,  (33),  vgl.  Clebsch,  Formen  S.  1;  64;  Clehseh-Lindemann,  Vor- 
lesungen 1,  S.  172;  195.  Das  Entsprechende  gilt  für  die  linearen  Substitutionen 
§  30,  (1);  §  63,  (1),  die  in  §  67,  (1);  §  69,  (1)  wiederkehren;  die  Schreibweise  §  8, 
(17);  §  30,  (15);  §  63,  (25)  nach  Hesse  (1840),  Werke,  S.  23. 

43)  Über  den  Begriff'  der  Invarianten  vgl.  Enzj/llopädie  1,  S.  323;  für 
§  8,  8  besonders  W.  Fiedler,  Elemente  der  neueren  Geometrie  (1862),  S.  33;  Clebsch, 
Formen,  S.  10;  Clebsch- Lindemann,  Vorles.  1,  S.  177;  186;  für  §  30,  9;  §  63,  9; 
10  Clebsch- Lindemann,  Vorles.  1,  S.  252;  265;  Hesse,  Vorlesungen  aus  der  analyt. 
Geom.  usw.  der  Ebene,  2.  Aufl.,  S.  114;  Vorles.  aus  d.  anal.  Geom.  des  Baumes^ 
3.  Aufl.,  S.  235. 

44)  Die  Sätze  §  9,  1;  2  sind  als  Vorstufen  für  §  20,  3;  4;  §  18,  7;  8;  die 
Sätze  §  9,  4  für  §  29,  8  zu  betrachten.  Sie  finden  Verwendung  bei  der  Dar- 
stellung projektiver  Punktreihen  §  52,  2;  §  65,  13,  besonders  bei  der  Betrachtung 
vereinigt  gelegener  projektiver  Punktreihen,  vgl.  Clebsch,  Formen,  S.  74;  Clebsch- 
Lindemann,  Vorles.  1,  S.  197  CS.  199  auch  die  spezielle  Form  §  9,  (18)). 

45)  Die  Veränderung  der  Grundpunkte  §9,6  gibt  Hesse,  Vorles.  Ebene, 
S.  29;  Raum,  S.  28;  Clehsch,  Foi-men,  S.  75;  Clebsch-Lindemann,  Vorles.  1,  S.  199; 
2,  S.  32. 

46)  Die  Koordinaten  x,  i/  in  %  10,  2  kommen  als  Bestandteile  der  Koordi- 
naten X,  y,  z  im  Räume  §  31,  4  und  als  Parameter  in  der  Darstellung  §  40,(19) 
der  Ebene  im  Räume  vor  (vgl.  Anm.  9). 

Das  Wort  „Koordinaten'"''  ist  von  Leibniz  eingeführt  nach  Tropfke,  Ge- 
schichte 2,  S.  427;  den  Ausdruck  ParrtWc/koordinaten  gebx'aucht  besonders 
Plücker,  System  (1835),  S.  VIT;  16.  Über  die  Einführung  recht-  und  schief- 
winkliger Punktkoordinaten  x,  y  in  der  Ebene  §  10,  2  durch  Descartes  (1637) 
und  Fermat  (1601—65)  vgl.  31.  Cantor,  Geschichte  2  (1892^,  S.  740;  745;  Tropfke, 
Geschichte  2,  S.  414—419;  auch  E.  Gelcich,  Abh.  zur  Gesch.  d.  Math.,  Heft  4  (1882), 
S.  218. 

Die  rechtwinkligen  Punktkooi'dinaten  x,  y,  z  im  Baume  sind  nach  Cantor, 
Geschichte  3,  S.  401;  755;  761  von  A.  Parent  (1700),  Ä.  C  Clairaut  1,1731), 
J.  Hermann  (1732)  angewendet,  dann  aber  von  Euler  (Michelsen),  Introductio  2 
(1748),  S.  322  in  der  Form  §  31,  (3;  erklärt  und  zuerst  au.sführlich  (Vorzeichen 
in  den  8  Oktanten  §  31,  6)  beschrieben  worden.  Die  schiefuiiddigen  Koordinaten 
§  31,  8  sind  bei  Monge-Uachette,  J.  ec.  polyt.,  cah.  11  (1802),  S.  147  in  Gebrauch. 
47)  Die  §  10,  4  und  §  31,  4  erforderliche  Festsetzung,  daß  parallele  Gerade 
auch  gleichen  Sinn  haben,  ist  von  Moebius,  Werke  1,  S.  26  allgemein  getroffen; 
Tgl.  de  Morgan,  Cambr.  Dubl.  math.  J.  6  (1851),  S.  157;  Stolz -Gmeincr,  Arith- 
metik, S.  119. 

48)  Die  Festsetzung  §  11,  1  macht  Moebius.  Werke  2,  S.  247. 

49)  Die  Formel  §  11,  (4|  ist  nur  zum  Vergleich  mit  §  32,  (9)  angeführt. 

50)  Bezüglich  der  Abhängigkeit  der  Gleichheit  der  Richtungen  §  11,2; 
§  12,  4;  §  34,  4  vom  Paralielenaxiom  vgl.  Ganß,  Werke  4,  S.  365;  Killing.  Grund- 
lagen 1,  S.  3. 

Die  beiden  Bichtungskosinus  §  11,  (^11»  und  die  Relation  §  11,  (12)  benutzt 
Enler  (Michelsen),  Introd.  2,  S.  13. 

Die  drei  Richtungskosinus  §  33,  i4')  und  die  Relation  §  33,  (18)  finden  sich 
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bei   Monge  -  Hachette ,  J.  ec.  polyt.  cah.  11  (^1802),   S.  130;    Carnot,   Transversales 
(1806),  8.  64;  Gauß  (1828),  Werke  4,  S.  220. 

51)  Über  die  Polar-  und  Parallelkoordinaten  einer  Strecke  in  der  Ebene 
§  12,  1;  2  und  im  Räume  §  34,  1;  2  und  einer  Dreiecksfläche  im  Räume  §  36, 
1;  3  vgl.  Baltzer,  Geom.,  S.  53;  364;  376;  Determinanten  S.  199;  für  schiefwink- 
lige Koordinaten  auch  Baltzer,  J.  f.  Math.  46  (1853),  S.  145.  Man  nimmt  die 
Länge  s  §  12,  (1):  §  34,  (Ij  und  den  Inhalt  §  36,  (1)  deshalb  absolut,  weil  die 
Richtungskosinus  §  12,  (2);  §  34,  (2)  und  die  von  n  in  §  36,  1  schon  die  Pfeil- 
spitze der  Strecke,  bezüglich  die  positive  Seite  des  Dreiecks  mit  bestimmen; 
vgl.   Timerding,  Enzyklopädie  IV  1,  S.  128;  130. 

Über  die  Projektionssätze  §  12,  (5);  §  34,  (5);  §  36,  (3)  vgl.  Baltzer,  Elemente 
2,  S.  298;  333;  335;  Geometrie,  S.  37;  365;  375. 

Die  Formeln  §  rf6,  (4);  (5)  geben  Monge-Hachette ,  J.  ec.  polyt.,  cah.  11 
(1802),  S.  145;  Meier-Hirsch,  Aufgaben  2  (1807),  S.  121;  Magnus,  Aufgaben  2 
(1837),  S.  71. 

52)  Die  Polarkoordinaten  in  der  Ebene  §  12,  5  kommen  nach  Cantor,  Ge- 
schichte 3,  S.  462  bei  /.  Bernoulli  il691)  vor,  die  Formeln  §  12,  il3j  gibt  Eider 
(Michelsen),  Introductio  2,  S.  224.  Andeutungen  über  die  Polarkoordinaten  im 
Baume  §  33,  (6)  sind  nach  Cantor,  a.  a.  0.,  S.  755  von  A.  Cl.  Clairaut  (1731) 
gemacht,  in  der  Form  §  33,  (5);  (8)  gebrauchen  sie  Monge-Hachette ,  J.  ec.  polyt. 
cah.  11  (1802),  S.  150. 

53)  Die  Sätze  §  12,  7  und  §  34,  5  enthalten,  unabhängig  vom  Koordinaten- 
system aufgefaßt,  die  Addition  der  ^^Vektoren'-'- \  vgl.  Stolz  -  Gmeiner ,  Theoret. 
Arithmetik,  S.  322;  F.  Schur,  Zeitschr.  Math.  Phys.  49  (1903),  S.  352;  G.  Hamel, 
ebenda  S.  362.  Für  die  Vektorentheorie  überhaupt,  die  für  zahlreiche  Anwen- 
dungen der  Koordinatenmethode  vorzuziehen  ist,  vgl.  A.  Föppl ,  Einführung  in 
die  Maxwellsche  Theorie  der  Elektrizität,  Leipzig  1894;  A.  H.  Bucherer,  Elemente 
der  Yektor-Analysis,  Leipzig  1903;  B.  Gans,  Einführung  in  die  Yektoranalysis, 
Leipzig  1905;  H.  E.  Timerding,  Enzyklopädie  IT  1,  S.  128;  31.  Abraham,  ebenda 
rV  2,  S.  6;  E.  Jahnke,  Vorlesungen  über  die  Vektorenreehnung ,  Leipzig  1905, 
S.  llflP. 

54 1  Die  Formeln  §  14,  (1)  gibt  nach  Cantor,  Geschichte  3,  S.  769  /.  P.  de 
Gua  (1740);  vgl.  Euler  (Michelsen.,  Introductio  2,  S.  11;  die  Formeln  §  37,  (1) 
gibt  Euler,  ebenda  S.  364. 

55)  Die  Formeln  für  zicei  rechtwinklige  §  14,  (15)  und  für  ein  recht-  und 
ein  schieficinkliges  System  §  14,  (2)  in  der  Ebene  gibt  Euler  (Michelsen^,  Intro- 
ductio 2,  S.  14;  20;  Plücker ,  System  (1835),  S.  17  läßt  die  Formeln  §  14,  (12), 
bezüglich  (19)  aus  der  allgemeinen  Definition  der  Dreieckskoordinaten  §  28,  (1) 
entstehen. 

Die  Formeln  für  zwei  rechtivinklige  Systeme  im  Baume  %  37,  (2)  zu  4  sind 
von  Euler,  a.  a.  0.,  S.  366  zunächst  in  unsymmetrischer  Form  mit  den  Werten 
§  38,  (9)  der  Koeffizienten  abgeleitet;  die  Formeln  für  ein  recht-  und  ein  schief- 
tcinkliges  System  benutzen  Monge-Hachette ,  J.  ec.  polyt.,  cah.  11  (1802),  S.  147; 
in  der  Form  §  37,  (2)  finden  sie  sich  zuerst  bei  Carnot ,  Ti-ansversales  (1806). 
S.  63;  Iran^ais,  J.  ec.  polyt.,  cah.  14  (1808),  S.  185;  dann  bei  Hachette,  Corr. 
polyt.  2  (1809j,  S.  7. 

Die  allgemeinen  Formeln  für  zwei  schiefwinklige  Systeme  §  37,  (20)  können 
nach  §  41,  9  auch  in  der  Form  geschrieben  Averden: 
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sin  {ri  ^,  ^)  •  I  =  sin  (>j  J,  §')  •  ^'  +  sin  (tj  f,  ?]')  •  rj'  +  sin  (rj  ^  ^')  ■  ^', 
sin  (Jl,  73)  •  7]  =  sin  (tt,  r)  •  r  +  sin  (^|,  73')  •  rj'  +  sin  (J|,  r)  •  .C, 
sin  (Itj,  ^)  •  ^=  sin(|  73,  |')  ■  g'  +  sin  (|7],73')  •  73'  +  sin  'I73, 0  •  ^, 

in  der  sie  zuerst  von  Fran^ais,  a.  a.  0.  S.  188;  dann  von  Hachette,  Coit.  polyt.  2 
(1811),  S.  247  gegeben  werden;  vgl.  auch  Magnus,  Aufgaben  2  (1837),  S.  51; 
Baltzer,  Geom.,  S.  383;  Salmon- Fiedler ,  Analyt.  Geom.  des  Baumes  1,  4.  Aufl.,  S.  12. 
56)  Die  Formeln  §  14,  (6)  und  §  37,  (2)  zu  4  gehören  zu  den  ^^orthogonalen'-'' 
Substitutionen: 

n 

(1)  ^k  =  ^^ki'Jn     A-=l,2,  ...,», 

1 

die  dadurch  charakterisiert  sind,  daß : 


(2)  2  ^^>^'  =  2 


Vi 


In  der  Tat  ist  für  §14,(6):  «*+?/«=  |*+ 73*  und  für  §  37,  (2)  zu  4:  x^-\-y--^ 
^2__|2_j_^2_|_^2^  wie  auch  aus  der  geometrischen  Bedeutung  der  Quadratsummen 
§12,(11)  und  §33,(15)  hervorgeht.  Die  Haupteigenschaften  der  Koeffizienten 
der  orthogonalen  Substitution  (1)  sind  folgende: 

n 

(3)  2  af_.i  a^„^  =1    für    /  =  m  ■  =0   für    /  4=  m ; 

1 

so  §  13 ,  (9) ;  §37,4:  «j  -  +  ?j,  -  +  c,  -  =  1,  .  .  . ,  .  .  . ;  a.,  a^  -\-  b^b^  -{-  c^c^  =  0,  .  .  . , 
.  .  .  (vgl.  Fig.  213  und  §  33,  (18);  §  35,  (4)); 

(4)  ^-  Ui^  fl,„ji.  =  1    für    i  =  7w;  =0    für    /  =4=  m- 

1 

so    §   13,  (10);    §37,4:    «j«  +  rt,^  +  ttj- =  1 ,...,...;    fc.  C,  + /^  c,  +  fc,c,  =  0, 
.  .  .,   ...  (vgl.  Fig.  213;  §  33,  (18);  §  35,  (4)); 
Die  Determinante  der  Koeffizienten  ist: 

(6)  D=     «,V    =f  =  +  l; 

so  §  14,(5);  §37,(10). 

Zwischen  Unterdeterminanten  J^.j  und  Elementen  o^^.,  besteht-n  die  Glei- 
chungen: 

(6)  Aj=f«n; 

so  §  14,  (8);  §  37,  (12)  (vgl.  Anm.  97). 

Zur  Literatur  vgl.  Enzyklopädie  1,  S.  328  (ir.  F.  Meyer);  haltzer,  Determ. 
S.  172;  Pancah  Determ.  S.  157;  Clebsch-Lindemann.  Vorles.  2,  S.  257;  384;  Hesse, 
Vorles.,  Ebene,  S.  112;  Raum,  S.  231. 

57)  Die  orthogonalen  Substitutionen  §  14,  (6)  und  §  37,  {2)  zu  4  mit  der 
Determinante  ])  = -\- l  heißen  eigentliche  oder  dii-ekte,  die  mit  D  =  —  1  un- 
eigentliclie  oder  inverse.  Die  Unterscheidung  f  ^  4-  1  behandelt  ausführlich 
Magnus,  Aufgaben  2  (1837),  S.  56;  vgl.  Hesse,  Vorles.  Ebene,  S.  108;  Clebsch- 
Linde  mann,  Vorles.-  Raum,  S.  74. 

Die  Determinante  J)  in  §  37,  (3)  der  neun  Richtungskosinus  eines  beliebigen 
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schiefwinkligen  in  bezug  auf  ein  rechtwinkliges  System  findet  sich  zuerst  bei 
Fran^ais,  J.  e'c.  polyt.,  cah.  14  (1808),  S.  184,  der  Wert  2>=  1,  S.  186;  dann  bei 
Cauchy,  Applications  1  (1826),  S.  245;  Gauß  (1828),  Werke  4,  S.  221. 

58)  Die  Formeln  §  1,  (7);  §  14,  (15);  §  37,  (13)  zu  6  sind,  wenn  die  Koordi- 
naten des  neuen  Anfangspunktes  x^;  x^,  y^;  x^ •  y^,  ^o  ^^^  ^  ^^^  beiden  letzten 
Formeln  unter  der  Voraussetzung  D  =  -\-  1  die  Richtungskosinus  a^ ,  b^ ,  a., ,  &, ; 
*n  ^n  '^i  1  ''äi  i>^,c^,  Oj,  ftg,  Cj,  beziehungsweise  die  Winkel  qp  in  §  14,  (9)  und 
qp,  i/>,  ;k  in  §  38,  (9)  als  veränderliche  Parameter  betrachtet  werden,  zugleich  der 
analytische  Ausdruck  der  ein-,  drei-,  sechsgliedrigen  kontinuierlichen  Gruppen 
der  EuMidschen  Beicegioigen  in  der  Geraden,  in  der  Ebene  und  im  Räume,  vgl. 
S.  Lie,  Transformationsgruppen  3,  S.  210. 

59)  Für  den  Inhalt  des  Dreiecks  und  Tetraeders  finden  sich  die  spezielleren 
Formeln  von  §  15,  (4)  (in  schiefwinkligen  Koordinaten  bei  Moehius  (1837), 
Werket,  S.  53;  von  §39,(8)  bei  (rawyö  (1827),  Werke  4,  S.  221f.;  Moehius, 
Werke  3,  S.  91;  die  allgemeineren  §  15,  (6)  und  §  39,  (7)  bei  Magnus,  Auf- 
gaben 1  (1833),  S.  30;  2  (1837),  S.  69;  überall  in  entwickelter  Form. 

Die  DeterminantendarsteWuBg  §  15,  (9)  und  §  39,  (11)  erscheint  bei  A.  Caijley, 
Cambr.  J.  4  (1845),  S.  18;  Joachimsthal,  J.  f.  Math.  40  (1850),  S.  23;  vgl.  Baltzer, 
Leipz.  Berichte  22  (1870),  S.  97  =  J.  f.  Math.  73  (1871),  S.  94;  Determ.,  S.  201; 
Geom.,  S.  378;  Hesse,  Vorles.  Raum,  S.  106;  den  Inhalt  des  Tetraeders,  durch 
die  Koordinaten  der  Seitenebenen  ausgedrückt,  gibt  L.  Kronecker,  J.  f.  Math.  72 
(1870),  S.  163. 

60)  Die  Parameterdarstellungen  der  Geraden  (der  Punktreihe)  §  16,  (2)  und 
§  43,  (2)  mit  der  gemeinen  Koordinate  des  §1,6  als  Parameter ,  gehen  auf 
Cauchy,  Applications  1  (1826),  S.  9  zurück. 

In  homogener  Form  sind  dieselben  Parameterdarstellungen  der  Punktreihe 
in  §  23,  (5)  und  §  50,  (14)  gegeben.  Neben  sie  treten  dann  die  Parameterdar- 
stellungen §23,(6)  und  (7;;  §50,(19');  §50,(18)  des  Strahlhüschels  und  §  50,(19), 
(16)  des  Ebenenbüschels. 

Das  gemeinsame  Merkmal  dieser  ersten  Gruppe  von  Parameterdarstellungen 
ist,  daß  sie  links  gemeine  Koordinaten  und  rechts  gemeine  Koordinaten  enthalten, 
z.  B.  in  §  23,  (5)  links  x,  y,  t  und  rechts  x\  t'  \  vgl.  Anm.  75.  Anwendung  finden 
diese  Parameterdarstellungen  §  52.  2:  §  71,  10;  §  72,  7. 

61)  Die  Gleichung  der  geraden  Linie  überhaupt  erscheint  zuerst  bei  Fermat 
nach  Tropfke,  Geschichte  2,  S.  419;  die  Gleichung  der  Ebene  bei  Clairaut  nach 
Cantor,  Geschichte  3,  S.  755. 

Die  allgemeine  Gleichung  §  16,  (6)  der  Geraden  und  §  40,  (6)  der  Ebene 
gibt  Euler  (Michelsen),  Introductio  2,  S.  17;  368;  die  Gleichung  §  16,(5)  Plücker, 
Analytisch  geom.  Entwicklungen  1  (1828),  S.  5;  Magnus,  Aufgaben  1  (1833), 
S.  11;  die  Gleichung  §  40,  (1)  Magnus,  Aufgaben  2  (1837),  S.  16,  in  entwickelter 
Form.  Über  die  der  Gleichung  der  Geradon  zugrunde  liegenden  Axiome  vgl. 
Hilbert,  Grundlagen,  S.  37. 

Die  Gleichung  der  Geraden  in  homogenen  §  22,  (2)  und  in  Dreieckskoordi- 
naten §  29,  (2j  rührt  von  Plücker,  Entw.  2  (1828),  S.  11,  bezüglich  System  (1835  , 
S.  5  her.  Die  entsprechenden  Entwicklungsstufen  der  Gleichung  der  Ebene  vgl. 
§  40,  (2);  §  47,  (2);  §  58,  (3). 

62)  Die  Sätze  §  16,  5  und  §  40,  4  bilden  das  Anfangsglied  der  in  §  24  und 
§  51  entwickelten  Identitätensätze. 
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63)  An  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  7^,  iJf  in  §  16,  (14)  reiht  sich  die 
der  Punkte  L,  M,  N  in  §  40,  (13)  an;  die  letztere  ist  nach  Cantor,  Geschichte  3, 
S.  761  von  J.  Hermann  (1732)  angegeben. 

64)  In  schiefwinkligen  Koordinaten  behandelt  die  Gerade  und  die  Ebene 
besonders  Baltzer,  J.  f.  Math.  46  (1853),  S.  145. 

65)  Über  die  Festsetzungen  §  17,  1  und  §  41,  1  vgl.  Baltzer,  Geom.,  S.  172; 
372;  die  Definition  des  inneren  Winkelraums  §  42,  4:  nach  KronecJcer,  J.  f. 
Math.  72  (1870),  S.  160. 

66)  Die  allgemeinen  Formeln  §  17,  (7)  und  §  41,  (6),  die  bei  Monge-Hachette, 
J.  ec.  polyt. ,  cah.  11  (1802),  S.  148  angewendet  werden,  finden  sich  entwickelt 
bei  Magnus,  Aufgaben  1  (1833),  S.  17;  2  (1837),  S.  37;  jedoch  ist  die  Frage  des 
Torzeichens  erst  bei  Hesse,  Vorles.  Ebene,  S.  17;  Raum,  S.  18  klargelegt  worden. 

Den  senkrechten  Abstand  eines  Punktes  von  einer  Ebene  in  schiefwinkligen 
Koordinaten  gibt  Chasles,  Deux  principes  (1837),  S.  765. 

67)  Die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden  §  17,  (10)  und  der  Ebene 
§  41,(15)  gibt  Magnus,  Aufgaben  1  (1833),  S.  15;  2  (1837),  S.  36  im  Anschluß 
an  Plucker,  Entwickl.  1  (1828),  S.  14;  auch  die  Gleichungen  der  Halbierungs- 
elemente §  18,  (18')  und  §  42,  (20)  mit  den  abgekürzt  bezeichneten  linken  Seiten 
der  Noi'malformen  gibt  im  Anschluß  an  Plücker,  a.  a.  0.  S.  15  zuerst  Magnus, 
Aufgaben  2,  S.  40.  Umfassenderen  Gebrauch  von  der  Normalform  macht  Hesse, 
Vorles.  Ebene,  S.  19 ff.;  Raum,  S.  19  ff. 

68)  Der  Gebrauch  der  Abkürzungen  §  18,  (10);  §  42,  (11),  wie  schon  §  6,8; 
§  7,  9;  13;  §  9,  1 — 4  leitet  die  Methode  der  abgekürzten  Bezeichnungen  ein,  die 
besonders  in  §  25;  §  26;  §  27;  §  55  weitere  Verwendung  findet.  Diese  Methode, 
die  bei  Lame,  Examen  des  differentes  methodes  (1818),  S  26 ff.  und  Bobtllier, 
Ann.  de  math.  18  (1827/28),  S.  320  beginnt,  ist  in  ihrer  vollen  Bedeutung  er- 
kannt und  begründet  worden  von  Plücker,  Entwickl.  1  (1828),  S.  IV;  241;  J.  f. 
Math.  5  (1829),  S  268  =  Werke  1,  S.  159;  6  (1829),  S.  112  =  Werke,  S.  183; 
10  (1831),  S.  217  =  Werke,  S.  235;  11  (1831),  S.  26  =  Werke  1,  S.  253;  System 
(1835),  S.  IV;  vgl.  auch  Magnus,  Aufgaben  1  (1833),  S.  26;  ferner  A.  Clebsch  in 
Plückers  Werken  1,  S.  XVII  und  A.  Schoenflies,  ebenda  S.  618;  F.  Klein,  Gott. 
Anzeigen  1872,  S.  9;  Sahnon-Fiedlcr,  Kegelschnitte,  S.  63. 

69)  Die  Gleichung  des  Strahl-  und  Ebenenbüschels  %  18,  (14)  und  tj  42,  (15) 
gibt  zuerst  Lame,  Examen  (1818),  S.  28;  dann  Plücker,  Entwickl.  1  (1828),  S.  16. 
Die  genaue  Bedeutung  des  Parameters  §  18,  (15)  und  §  42,  (16)  findet  sich  zu- 
erst bei  Magnus,  Aufgaben  1  (1833),  S.  24;  2  (1837),  S.  40. 

Die  Formen  §  18,  (22);  §  22,  (21);  §  29,  i^lö);  §  42,  (24);  §  47,  (23);  §  58,  (17) 
der  Büschelgleichungen  sind  dem  Charakter  der  homogenen  Koordinaten  an- 
gepaßt. 

70)  Bei  Hesse,  Vorles.  Ebene,  S.  2'.i;  Kaum,  S.  29;  Clebsch-Lindemann, 
Vorles.  1,  S.  37;  2,  S.  31  wird  der  allgemeine  Satz  §  18,  (25)  und  §  42,  (27)  aus 
dem  speziellen  §  18,  ^27)  und  §  42,  (29)  mittels  der  Transformation  §  9,  C  ab- 
geleitet. 

Der  Satz  für  harmonische  Strahlen  /Jj  ==  —  u^  in  §18,(27)  gibt  Plücker, 
Entwickl.  1  (1828),  S.  23;  System  (1835),  S.  22  auch  für  konjugiert  imaginäre 
Grundstrahlen. 

71)  Die  Koordinaten  der  geraden  Linie  §  19,  1  sind  von  Plücker,  J.  f. 
Math.  6  (1829),  S.  107  =  Werke  1,  S.  178;   Entwickl.  2  (1831),   S.  VH;  1  ff.   ein- 
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geführt;  die  Koordinaten  der  Ebene  §  -15.  1  ebenfalls  von  FlücJcer,  J.  f.  Math.  9 
(1831).  S.  124  =  Werke  1,  S.  224;  System  fl846),  S.  1,  danach  auch  von  Chasles, 
Deux  principes  (1837),  S.  636  aufgenommen. 

Die  allgemeine  Gleichung  des  Punktes  in  Linierkoordinaten  §  19,  (5)  er- 
scheint gleichzeitig  bei  Plücker,  Werke  1,  S.  179;  Entwickl.  2,  S.  7;  in  Ebenen- 
koordinaten §  45,  (5)  bei  Plücker,  Werke  1,  S.  225;  System  der  Geometrie  des 
Raumes  (1846),  S.  2.  Die  weiteren  Entwicklungsstufen  vgl.  §  22,  (2');  §  29,  (2'); 
§  47,  (2');  §  58,  (3'). 

72)  Die  Formel  §  19,  (15)  gibt  Plücker,  J.  f.  Math.  6  (1829),  S.  112  =  Werke  1, 
S.  183;  Entw.  2  (1831),  S.  10;  vgl.  Hesse,  Vorles.,  Ebene,  S.  51;  zu  §  45,  (15) 
Raum,  S.  55. 

73)  Die  Normalform  der  Gleichung  des  Punktes  ist  von  Plücker,  Entw.  2 
(1831),  S.  6  angedeutet  und  in  der  Form  §  19,  (16)  und  §  45,  (16)  von  Hesse, 
Yorles.,  Ebene,  S.  50;  Raum,  S.  54  eingeführt  und  verwertet. 

Die  Gleichungen  der  Halbierungspunkte  §  20,  (7)  finden  sich  bei  Plücker, 
a.  a.  0.  S.  8;  §  46,  (7)  bei  Hesse,  Vorles.,  Raum,  S.  55. 

74^  Die  Gleichung  der  Punktreihe  §  20,  (3)  gibt  Plücker,  J.  f.  Math.  6  (1829), 
S.  111  =  Werke  1,  S.  182;  Entw.  2  (1831),  S.  8;  für  den  Raum  §  46,  (3)  vgl. 
Hesse,  Vorles.,  Raum,  S.  60. 

Auch  die  Darstellung  harmonischer  Punkte  mit  Uj  =  —  u^  in  §  20,  (14), 
vgl.  §46,  (14),  verdankt  man  Plücker,  Entw.  2,  S.  8;  für  konjugiert  imaginäre 
Grundpunkte  System  (1835),  S.  39. 

Die  weitere  Entwicklung  vgl.  §  22,  10;  §  29,  8;  §  47,  11;  §  58,  8. 
75)  Die  Parameterdarstellung  §  20,  (17)  gibt  Plücker,  Entw.  2  (1831),  S.  8. 
Mit  ihr  beginnt  (vgl.  Anm.  60/  eine  zweite  Gruppe  von  Parameterdarstellungen 
von  Punktreihe  §  20,  (17)  und  §  46,  (17),  Strahlbüschel  §  20,  (17')  und  Ebenen- 
büschel §  46,  (17'),  bei  denen  links  gemeine  Koordinaten  und  rechts  die  einfache 
X  oder  die  multiplizierte  Verhältniskoordinate  fi(^xA)  auftreten;  vgl.  Anm.  80. 

76)  Die  Transformation  der  Linienkoordinaten  §  21.  2;  3  betrachtet  Plücker, 
Entw.  2  (1831),  S.  41;  Hesse,  Vorles.,  Ebene,  S.  109;  Clebsch-Lindemann,  Vorles.  1, 
S.  61;  die  Transformation  der  Ebenenkoordinaten  §  45,  10;  §  50,  1  Hesse,  Vor- 
les., Raum,  S.  234. 

77)  Die  homogenen  gemeinen  Koordinaten  des  Punktes  x,  y,  t  in  der  Ebene 
§  22,  1  und  X,  y,  ^y  t  i™  Räume  §  47,  1,  ferner  ^^,  v,  s  der  Geraden  in  der 
Ebene  §  22,  1  und  u,  v,  w,  s  der  Ebene  im  Räume  §  47,  1  haben  alle  das  ge- 
meinsame Merkmal ,  mit  t  =  1,  bezüglich  s  =  1  in  die  gemeinen  Koordinaten 
§  10,  2;  §  31,  2;  §  19,  1;  §  45,  1  überzugehen;  diese  sind,  eben  weil  sie  die  Mög- 
lichkeit t  =  0  oder  s  ==  0  ausschließen,  weniger  allgemein  als  jene. 

Die  homogenen  gemeinen  Koordinaten  sind  für  die  Ebene  von  Plücker, 
Entw.  2  ^1831),  S.  11  und  für  den  Raum  von  Plücker  (1865),  Werke  1,  S.  525, 
an  welchen  Stellen  sich  auch  die  Bedingung  der  vereinigten  Luge  >^  22,  (5)  und 
bezüglich  §  47,  i'5)  findet,  eingeführt,  inzwischen  aber  in  ihrer  Bedeutung  bei 
der  Anwendung  der  Determinanten  und  der  homogenen  Formen  von  Hesse,  J.  f. 
Math.  28  (1844),  S.  104  =  Werke,  S.  132;  Vorles.,  Ebene,  S.  137  ff.;  Raum,  S.  67 ff. 
gewürdigt  und  ausgiebig  verwertet  worden. 

Sie  gehen  mit  a^ ,  ?;, ,  q  ^  1,  0,  0 ;  a» ,  b^ ,  c,  ^  0,  1,  0 ;  a^,b.^,  c.^  :=  0,0,  1  aus 
den  Dreieckskoordinaten  §  28,  (1)  und  entsprechend  aus  den  Tetraederkoordi- 
naten §  57,  (1)  als  Spezialfälle  hervor,  vgl.  Plücker,  System  (183.5),  S.  VII;  Hesse, 
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Vorles.,  Raum,  S.  227  und  besonders  Fiedler,  Ges.  Zürich  15  (1870),  S.  163;  177; 
Darstell.  Geom.  3,  S.  89;  123;  Salmon-Fiedler,  Raum  1,  S.  57. 

78)  Die  Gleichung  der  wnendlich  fernen  Geraden  erscheint  zuerst  in  Drei- 
eckskoordinaten bei  PZitcÄer  (1829),  Werke,  S.  131;  die  Gleichung  §22,(6)  deutet 
PlücJcer,  System  (1835),  S.  VII;  S.  15;  137  an;  S.  15  bezeichnet  er  die  unendlich 
ferne  Gerade  als  dritte  Seite  des  gewöhnlichen  Koordinatensystems,  wie  §  22, 
Fig.  129.  Die  Gleichungen  §  22,  (9);  (10),  sowie  (19)  gibt  Plücker ,  Entw.  2 
(1831),  S.  5. 

Die  Gleichung  §  47,  (6)  der  unendlich  fernen  Ebene  ist  angedeutet  bei 
Chasles,  Deux  principes  (1837),  S.  581;  Plücker,  System  (1846),  S.  5.  Das  Koordi- 
natentetraeder mit  drei  unendlich  fernen  Ecken  §  47,  Fig.  263,  sowie  die  Glei- 
chungen §  47,  (21)  gibt  Plücker,  System  (1846),  S.  7. 

79)  Die  Spezialfälle  §  22,  8  und  §  47,  9  sind  dem  Inhalte  nach  im  wesent- 
lichen von  V.  Staudt,  Geom.,  S.  25  hervorgehoben. 

80)  Die  Parameterdarstellungen  §  22,  (24)  und  (24'),  sowie  §  47.  (26)  und 
(26')  sind  besonders  von  Hesse,  Vorles.,  Ebene,  S.  138;  140;  Kegelschnitte,  S.  8; 
21;  Raum,  S.  69;  71  mit  homogener  Schreibweise  von  ju  aufgestellt  und  gebraucht 
worden.  Sie  gehören  mit  denen  von  §  49,  (22);  (30);  §  52,  (33;;  (33')  insofern 
noch  zu  der  zweiten  Gruppe  von  Parameterdarstellungen  (Anm.  75),  als  sie  links 
homogene  gemeine  Koordinaten  {x,  y,t  in  §  22,  (24'))  und  rechts  multiplizierte 
Fer/!«7f(//skoordinaten  ft,  bezüglich  (vgl.  §  7,  (8))  Zweiecks- (seitsj^ooviXmdien 
enthalten. 

An  sie  schließt  sich  endlich  die  dritte  Gruppe  von  Parameterdarstellungen 
§  29,  (18);  (18');  §  30,  (24);  (24');  §  58,  (20);  (20');  §  64,  (3);  (3');  (4);  (4');  (12);  (12') 
an,  die  links  Dreiecks-  und  Tetraederkoordinaten  und  rechts  Zweiecks-  (seits-  oder 
flachs-)  Koordinaten  aufweisen;  vgl.  Moebius  (1827),  Werke  1,  S.  60;  H.  Graß- 
mann  (1855),  Werke  2,  S.  138;  Clebsch-Lindemann,  Vorles.  1,  S.  70;  2,  S.  98. 

Über  die  doppelte  Anwendung  aller  dieser  Parameterdarstellungen  vgl, 
einerseits  §  67,  3;  §  69,  3  und  andererseits  §  71,  10;  12;  §  72,  7. 

81)  Die  doppelte  Form  der  Bedingungen  der  vereinigten  Lage  in  Deter- 
minantenform einerseits  und  in  der  Form  von  Identitäten  andererseits  gehen  auf 
Lame,  Examen  (1818)  zurück,  wo  S.  31  die  Bedingung  tj  24,  (7)  und  S.  29;  32 
die  „Identität"  (6),  sowie  S.  34;  36  die  Bedingungen  §  51,  (7)  und  (16)  vollständig 
angegeben  sind;  sie  finden  sich  alsdann  bei  Plücker,  Entw.  1  (1831),  S.  27;  2, 
S.  8f;  überall  zunächst  ohne  die  Bezeichnung  der  Determinanten.  Die  voll- 
ständige Angabe  der  Identitätensätze  folgt  bei  Hesse,  Vorles.,  Ebene,  8.  21;  53; 
Raum,  S.  20;  56;  die  Einführung  der  Determinanten  ebenda  Raum,  S.  105;  vgl. 
H.  Graßmann,  J.  f.  Math.  49  '1K55),  S.  3  =  Werke  2,  S.  138;  Baltzer ,  Geom., 
S.  406. 

82)  Auf  die  Spezialfälle  §  24,  J)  weist  v.  Staudt,  Geom.,  S.  13  hin;  vgl. 
Plücker,  Entw.  1  (1829),  S.  36. 

83)  Die  Beweise  §  24,  10;  §  52,  ö;  10,  die  Clebsch  -  Lindemann .  Vorles.  1, 
S.  45;  2,  S.  34  gibt,  beruhen  auf  der  Herstellung  der  Gleichungsformen  {?  66,  10), 
(11)  aus  der  Voraussetzung  der  Perspektiven  Lage,  ebenso  wie  §  5,  (4)  auf  der 
Herstellung  der  Form  §  65,  (llj. 

84)  Über  den  Ursprung  der  Transversalensätze  beim  Dreieck  §  25,  (16')  bei 
Memlaos  und  §  25,  (19)  bei  G.  Ceva  vgl.  Cantor,  Geschichte  1,  S.  350;  3,  S.  18; 
Tropfke,  Geschichte  2,  S.  91;  vgl.  ferner  Carnot,  geom.  (1803),  S.  276;  281;  trans- 
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versales  (1806),  S.  65ff. ;  Poncelet,  Traite  (1822),  S  78;  84;  zur  Yorzeichenbestim- 
mung  JSIoehius  1827\  Werke  1,  S.  238.  Die  analytischen  Beweise  §  25,  2;  3 
rühren  im  wesentlichen  von  PJücker.  Entw.  1  ,'1829),  S.  16;  2  (1831),  S.  30  her; 
vgl.  Plückei\  System  (1835),  S.  44. 

Über  die  Transversalensätze  bei  der  Ecke  und  beim  sphärischen  Dreieck 
§  54,  4  und  6  vgl.  Carnot,  transversales,  S.  86;  Moebius,  Werke  1,  S.  198; 
Baltzer,  Elemente  2,  S.  201;  262;  Hesse,  Vorles..  Raum,  S.  23;  25. 

Die  entsprechenden  Sätze  über  das  Tetraeder  beziehen  sich  entweder  auf 
Transversalebenen  durch  die  sechs  Kanten  §  55,  4  oder  auf  Transversalstrahlen 
durch  die  vier  Ecken  §  62,  2.  Von  jenen  (vgl.  Tropf ke,  Geschichte  2,  S.  386) 
sind  die  auf  die  Halbierungsebenen  bezüglichen  Sätze  §  55,  5  analytisch  von 
Magnus,  Aufgaben  2,  S.  49;  Hesse,  Vorles.,  Raum,  S.  26  behandelt;  diese  von 
0.  Hermes,  J.  f.  Math.  56  (1858.  S.  220;  vgl.  K.  Boehlemann,  Arch.  Math.  Phys. 
(2)  17  (1900),  S.  160. 

85)  Zur  Geschichte  des  Satzes  vom  Höhenschnittpunkt  §  25,  7  vgl.  Baltzer, 
Elemente  2,  S.  41;  Tropfke,  Geschichte  2,  S.  87.  Der  entsprechende  Satz  für 
das  Tetraeder  §  62,  4  ist  von  Steimr,  J.  f.  Math.  2  (1827),  S.  97  =  Werke  1, 
S.  128;  Entw.  (1832),  S.  316  =  Werke  1,  S.  454  angegeben;  der  analytische  Be- 
weis §  62,  4  rührt,  abgesehen  vom  Gebrauch  der  Linienkoordinaten,  von 
0.  Hermes,  J.  f.  Math.  56  (1858),  S.  241  her;  vgl.  Joachimsthal,  Arch.  Math.  Phys. 
(1)  32  (1859),  S.  109;  Schröter.  Oberflächen  (1880),  S.  95;  204. 

86)  Die  Begriffe  Harmonikaipunkt  und  Harmonikale  §  26,  1,  ursprünglich 
als  Pol  und  Polare  in  bezug  auf  das  Dreieck  bezeichnet,  finden  sich  bei  Plücker, 
Entw.  2  (1831),  S.  24;  269;  System  (1835),  S.  10;  34  im  wesentlichen  in  der 
Weise  §  26,  1—3  abgeleitet;  vgl.  v.  Staudt,  Geom.  (1847),  S.  4S;  Hermes,  J.  f. 
Math.  56  (1858\  S.  204;  Cremona,  Anu.  di  mat.  (1)  2  (1859),  S.  21;  Hesse,  Vorles. 
Ebene,  S.  40;  Schröter,  Oberflächen,  S.  287;  Fiedler,  Darst.  Geom.  3,  S.  79;  176. 

Die  Harmonikale  eines  Punktes  ist  nach  §  28,  11  auch  seine  Polare  in 
bezug  auf  das  als  Kurve  3.  Ordnung:  x■^x.^x^  =  0  betrachtete  Dreieck. 

Die  Harmonikaiebene  §  55,  S  und  die  Harmonikalbeziehungen  §  62,  3  werden 
von  Hermes,  J.  f.  Math.  56  (1858),  S.  205  gegeben. 

87)  Das  vollständige  Vierseit  führt  Carnot,  Geom.  (1803),  S.  120;  transver- 
sales (1806),  S.  69  ein,  die  duale  Unterscheidung  zwischen  Viereck  und  Vierseit 
§  27,  1  Steiner,  Entw.  (1832),  S.  72  =  Werke  1,  S.  287.  Zu  den  Sätzen  über  die 
harmonischen  Beziehungen  §  27,  4;  6;  7  vgl.  Tropfke,  Geschichte,  S.  52;  92;  96; 
Carnot,  Geom.,  S.  282;  transversales,  S.  74;  Poncelet,  Traite'  (;i822),  S.  82;  Moebius 
(1827),  Werke  1,  S.  239;  Plücker,  Entw.  1  (182«),  S.  23;  2  (1831),  S.  30.  Der 
analytische  Beweis  §  27,  2;  3;  4;  G  i.st  von  Hesse,  Vorles.  Ebene,  S.  43;  Clebsch- 
Lindemann,  Vorles.  1,  S.  56  ausgebildet. 

Entsprechende  Sätze  über  das  Fünf  flach  (Fünfeck)  und  Sechsflach  im  Baume 
hat  Hermes,  J.  f.  Math.  56  (1858*,  S.  208;  210;  247  abgeleitet. 

88)  Die  Konstruktion  des  vierten  harmonischen  Elementes  §  27,  5  rührt 
nach  Cantor,  Geschichte  3,  S.  122  von  de  la  Hire  (1639)  her;  sie  findet  sich  als- 
dann bei  Brianchon,  lignes  (1817),  S.  9;  Steiner,  Entw.  (1832),  S.  75  ^  Werke  1, 
S.  290;  V.  Staudt,  Geom.,  S.  43. 

89)  Die  ersten  Dreiecks-  und  Tetraederkoordinaten  sind  die  banjzentrischen 
Koordinaten  von  Moebius  (1827;,  Werke  1,  S.  50  fl^.  Sie  schließen  sich  zunächst 
an  die   homogen  geschriebene   reine  Verhältniskoordinate  E^P :  E^P  in  §6,(1) 
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an  und  verhalten  sich  wie  die  Dreiecke  £",  E^P :  E^E^P :  E^  E^  P  in  §  -28, 
Fig.  160  und  die  Tetraeder  E.E^E^P :  E\E\E,P :  E^E.E^P:  E^E^E^P  in 
§  57,  Fig.  304.  Aus  den  allgemeinen  Dreiecks-  und  Tetraederkoordinaten  gehen 
sie,  ähnlich  wie  die  reine  Verhältniskoordinate  aus  den  allgemeinen  Zweiecks- 
koordinaten (Anm.  38),  dadurch  hervor,  daß  der  Einheitspunkt  E^  §  28,  Fig.  1G3 
und  §  57,  Fig.  304  in  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  oder  Tetraeders  verlegt 
wird;  die  zugehörige  Einheitslinie  §  28,  10  und  Einheitsebene  §  57,  1)  wird  dann 
unendlich  fern,  vgl.  Plücker,  System  (ISSö),  S.  11;  Hermes,  J.  f.  Math.  56  (1859), 
S.  205;  vgl.  auch  Klein,  Vorles.,  S.  25;  Jahnke,  Vektorenrechnung,  S.  93. 

Die  allgemeinen  Dreiecks-  und  Tetraederkoordinaten  des  Punktes  und  der 
Geraden  in  der  Ebene  §  28, 1 — 8,  des  Punktes  und  der  Ebene  im  Kauiue  §  57,  1 — 8 
sind  eine  Schöpfung  von  Plücker,  J.  f.  Math.  5  (1829),  S.  1  =  Werke  1,  S.  124; 
Entw.  2  (1831),  S.  2;  System  (1835),  S.  5 ff.;  System  (1846),  S.  3tf.;  vgl.  auch 
Hes.-ie,  Vorles.  Ebene,  S.  143;  Raum,  S.  222;  Kronecker,  J.  f.  Math.  72  (1870), 
S.  159  und  zu  §  28,  8;  §  57,  8  Clehsch- Lindemann,  Vorles.  1,  S.  62;  2,  S.  80. 

Durch  die  Doppelverhaltnisse  §  28,  14;  §  57,  12  erklärt  die  Dreiecks-  und 
Tetraederkoordinaten  im  Anschluß  an  v.  Staudi,  Beiträge  S.  266,  zuerst  Fiedler, 
Ges.  Zürich  15  (1870,  S.  152  tt'.;  vgl.  Darstell.  Geom.  3,  S.  72  £F.;  Salmon-Fiedler, 
Kegelschnitte,  S.  102  flf.;  Raum  1,  4.  Aufl.,  S.  50;  vgl.  ferner  Lüroth,  Math.  Ann.  8 
(1875),  S.  207;  B.  Sturm,  Math.  Ann.  9  (1870),  S.  343;  Killinf).  Grundlagen  1, 
S.  119. 

90)  Die  Formeln  §  28,  (24)  gibt  zuerst  Plücker,  System  1835),  S.  10;  vgl. 
§  56,  (33);  §  57,  (^24). 

91)  Die  Transformation  der  baryzentrischen  Koordinaten  behandelt  Moehins, 
Werke  1,  S  58.  Die  allgemein»;  Transformation  der  Dreiecks-  und  Tetraeder- 
koordinaten §  30  und  §  63  wird  von  Plücker,  System  (1846),  S.  49  und  Hesse, 
Vorles.  Kaum,  S.  225;  259  auf  die  linearen  Substitutionen  §  30,  (1)  und  §63,(1) 
zurückgeführt;  vgl.  Salmon-Fiedler ,  Kegelschnitte,  S.  115;  Fiedler,  Darstell. 
Geom.  3,  S.  421. 

92)  Über  den  Zusammenhang  des  Grund-  und  Aufrißverfahrens  mit  der 
Koordinatenbestimmung  §  31,  7  vgl.  Cantor,  Geschichte  2,  S.  619;  3,  S.  767; 
Chr.  Wiener,  Darstellende  Geometrie  1,  S.  17;  23;  24;  Fiedler,  Darstell.  Geom.  1, 
S.  261. 

93)  Die  Festsetzungen  §  32,  2  (vgl.  §  1,  3;  §  2,  3)  und  §  32,  5  gibt  Baltzer, 
Elemente  2,  S.  170;  Geom.,  S.  372.  Über  den  Winkel  einer  Geraden  gegen  eine 
Ebene  §  32,  3  vgl.  Baltzer,  Elem.  2,  S.  455;  Geom.,  S.  413. 

94)  Der  Ausdruck  §  32,  (9)  findet  sich  zur  Bestimmung  des  Rauminhaltes 
eines  Tetraeders  bei  G.  Monge,  Corr.  polyt.  2  (1809),  S.  5;  vgl.  Tropf ke,  Ge- 
schichte 2,  S.  385.  Daß  ein  eigner  Name  für  ihn  erwünscht  sei,  betont  Jacobi, 
J.  f.  Math.  2  (1827),  S.  228  =  Werke  3,  S.  48  bei  Gelegenheit  der  Formel: 

1  —  cos-«  —  cos*^  —  cos-y  -(-  2cosa  •  cosß  •  cosy 
=  48in^^^!^' 


Den  Namen  „Sinus  eines  Dreikantx  (einer  dreiseitigen  Baumecke)''  führt  alsdann 
v.Staudt,  J.  f.  Math.  24  (1842),  S.  265  für  das  Produkt:  sin 4 tj  ■  sin (^ tj,  J)  in 
§  41,  (26)  ein;  vgl.  Moebius,  Werke  3.  S.  88.  Die  Formeln  §  41,  (27)  gibt  Frau- 
gais,  J.  ec.  polyt.  14  1I8O8),   S.  190.     Über  die  Bezeichnung  Ecke   vgl.   Tropf  ke, 
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a.  a.  0.,  S.  376.  Daß  der  Ausdi-iick  unter  der  Wurzel  in  §  32,  (9)  positiv  und 
zwischen  0  und  1  gelegen  ist,  beweist  direkt  Baltzer,  Geom. ,  S.  374;  380;  383; 
Determ.,  S.  199;  vgl.  auch  Elemente  2,  S.  182;  322;  347;  ferner  Jahnke,  Vektoren- 
theorie, S.  103. 

Zur  Analogie  zwischen  sinx>i  und  s'inxyz  vgl.  §  11,  (4)  und  §  32,  (9); 
§  14,  (3)  und  §  37,  (9^;  §  14,  (19.  und  §  37,  (20 1;  §  15,  (3)  und  §  39,  (9);  §  15,  (9) 
und  §  39.  (,11). 

95)  Die  Bedingung  §  33,  (18): 

a-  —  1     a^  a- 

a^-\-b--\-c'—l=b^  b—1  b^         ,=0 

I  c^  c-  c*  —  1  I 

drückt  zugleich  aus,  daß  die  drei  Kegel  A„,  k^,  ky  (§  33,  10): 

(«*-i)^'  +  a^(r  +  ^')  =  o, 

(6*  —  1) y^  +  b^  {z^-  +  x'-)  =  0, 
(c'--l)z^--^c^x^-  +  i/-)  =  0, 

je  mit  beiden  Mänteln  genommen,  vier  gemeinsame  Erzeugende  haben. 

96)  Die  Formel  §  35,  (1)  gibt  Carnot,  Transversales  (1806),  S.  64;  Francais, 
J.  ec.  polyt.  14  (1808),  S.  189;  Gauß  (1827),  Werke  4,  S.  220. 

97)  Die  Gleichungen  §  37,  i^l2!  kommen  zuerst  bei  Fran^ais,  J.  ec.  polyt.  14 
(1808\  S.  186  und  Chasles,  Corr.  polyt.  3  (1816),  S.  302  vor,  dann  bei  Jacobi, 
J.  f.  Math   8  (1831)  =  Werke  3,  S.  107;    Magyms,  Aufg.  2  (1837),  S.  55;  Baltztr, 

Determ.,  S.  173,  IV;  vgl.  Anm.  56.    Auch  die  Formeln  §  41,  (23)  geben  mit  ^=  ä 

und  Og,  fcg ,  Cg  für  a,  b,  c  die  dritte  Kolonne  der  Formeln  §  37,  (12). 

98)  Die  Darstellung  §  38,  (9)  gibt  Ealer  (Michelsen),  Introductio  2,  S.  366 ; 
vgl.  2Ionge-Hachette ,  J.  ec.  polyt.,  cah.  11  (1802),  S.  149;  Magnus,  Aufgaben  2, 
S.  66;  Baltzer,  Geom.,  S.  385;  Determ.,  S.  172.  Über  die  rationale  Parameter- 
darstellung der  Koeffizienten  der  orthogonalen  Substitution  vgl.  Baltzer,  Det., 
S.  175;  Pascal,  Det.,  S.  160;  Enzyklopädie  1,  S.  328. 

99)  Den  Ausdruck  ,,Stellung  einer  Ebene''  §  41,  2  führt  v.  Staudt,  Geom. 
(1847),  S.  16  ein;  vgl.  Baltzer,  J.  f.  Math.  46  (1853),  S.  145;  Elemente  2,  S.  145. 

100)  Die  Gleichungen  §  43,  (10;  folgen  durch  Entwicklung  der  nach 
Anm.  1,  IV,  3  identischen  Gleichung: 


=  0,     t  =  l,2 


nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile  (Anm.  1,  III,  (17)).  Daß  eine  der  drei  Glei- 
chungen aus  den  zwei  andern  folgt,  entspricht  einer  nach  Cantor,  Geschichte  3, 
S.  755  von  Cluiraut  gemachten  Bemerkung. 

Die  Gleichungen  §  43,  (13)  folgen  auch  aus  (5)  durch  Elimination  von  z 
und  1/;  daß  die  algebraische  Elimination  der  geometrischen  Projektion  entspricht, 
hebt  Monge,  Geometrie  descriptive,  hrsg.  v.  Haußner,  S.  78  hervor. 

101)  Das  Moment  sweür  geraden  Linien  §  44,  (12);  (25);  §  48,  (25)  wird  von 
A.  Cayley,  Trans.  Cambr.  Phil.  Soc.  11,  part.  2  (1869),  S.  294  definiert,  vgl.  auch 
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Brioschi,  J.  f.  Math.  50  (1855),  S.  236;  Salmon- Fiedler .  Raum  1,  S.  46;  Baltzer, 
Geom.,  S.  418;  CJehsch-Lindemann,  Vorles.  2,  S.  47;  zu  §  44,  9  Timerding,  Enzy- 
klopädie IV  1,  S.  136. 

Der  Unterschied  des  Sehrauhensinnea  dreier  gerichteten  Geraden  §  32,  10 
und  desjenigen  ziveier  gerichteten  Geraden  in  §44,3  entspricht  dem  Unter- 
schied der  Determinanten  §  37,  (3)  und  §  44,  (12);  jener  hängt  nur  von  der 
Bichtiing  der  drei  Geraden  (die  sich  auch  in  einem  Punkte  schneiden  können, 
§  32,  8),  dieses  auch  von  der  Lage  der  zv/ei  Geraden  ab  (die  sich  nicJit  schneiden 
dürfen). 

102)  Die  beiden  Aufgaben  §  43,  10  und  §  44,  (22)  behandelt  Magnus,  Auf- 
gaben 2,  S.  29;  39;  die  Formeln  §44,(19)  und  (22)  vgl.  bei  Salmon- Fiedler, 
Raum  1,  S.  42 f.;  46. 

103)  Über  die  geschichtliche  Entwicl\lung  dev  Liniengeometrie  vgl.  A.  Clebsch 
in  PlücJcer's  Werken  1,  S.  XXX;  Ä.  Schoenflies,  ebenda  S.  620. 

Als  Koordinaten  der  geraden  Linie  im  Räume  wurden  ursprünglich  von 
Plücker,  System  (1840),  S.  322;  Proc.  R.  Soc.  London  14  (1865)  =  Werke  1,  S.  463; 
Phil.  Trans.  R.  Soc.  London  155  (1865)  =  Werke  1,  S.  471  die  vier  Größen  h^,  h, 
c„,  c  in  §  43,  7  oder  andere  nicht  homogene  Konstanten  eingeführt,  aber  schoa 
a.  a.  0.  (1865),  Werke  1,  S.  527  und  Neue  Geometrie  (1868),  S.  2  geht  Plücker 
zu  den  sechs  homogenen  durch  die  Gleichung  §  48,  (5)  verbundenen  Koordinaten 
§  48,  (3)  über.  Dieselben  wurden  von  Cayley,  Quart.  J.  3  (1860),  S.  225  5  (1862), 
S.  81  als  ,,neue  Koordinaten"  angewendet,  um  eine  Raumkurve  mittels  des  von 
einem  beliebigen  Punkte  über  ihr  errichteten  Kegels  darzustellen,  aber  nicht 
als  iin/enkoordinaten  bezeichnet.  Als  solche  behandelt  sie  Cayley,  Trans. 
Cambr.  Phil.  Soc.  11,  part  2  (1869),  S.  290.  Die  Bezeichnung  §  48,  (3)  stimmt 
mit  Salmon- Fiedler,  Raum,  S.  70  überein  und  lehnt  sich  bereits  an  die  von 
§  59,  (1)  an. 

Die  l'etraederJcoordinaten  der  Geraden  §  59,  1  erscheinen  bei  F.  Klein, 
Dissert.  (1868)  =  Math.  Ann.  23,  S.  540;  ohne  die  Indizesbezeiehnung  auch  bei 
G.  Battaglini,  Gioinale  di  mat.  6  (1868),  S.  24;  239;  weiter  bei  Klein,  Math. 
Ann.  2  (1870),  S.  200;  v.  Brach,  ebenda  S.  128;  W.  Fiedler,  Ges.  Zürich  15  (1870), 
S.  179;  vgl.  Darstell.  Geom.  3,  S.  143;  Sahtion-Fiedler.  Raum  1,  S.  65;  Pasch, 
J.  f.  Math.  75  (1873),  S.  106. 

104)  Den  Satz  §  48,  2  und  die  Hauptgleichungen  §  48,  (4j  gibt  Plücker 
(1865),  Werke  1,  S.  526;  vgl.  Klein,  Math.  Ann.  23  (1884),  S.  541  und  die  all- 
gemeineren Entwicklungen  bei  Klein,  Vorles.,  S.  235. 

Zu  der  Gleichung  §  48.  (10);  §  59,  (7)  vgl.  den  allgemeinen  Satz  von  Brill, 
Math.  Ann.  4  (1871),  S.  530;  Pasch,  .T.  f.  Math.  75   ,1873),  S.  108. 

105)  Den  Ausdruck  „Strahlbiindel-'  führt  r.  Staudt ,  Geom.  (1847),  S.  4  au 
Stelle  des  von  Steiner,  Syst.  Entw.  ^832),  S.  XIV  =  Werke  1,  S.  237  und 
F.  Seydetvitz,  Arch.  Math.  Phys.  (1)  9  (1846),  S.  166  gebrauchten  Ausdruckes 
„räumliches  Strahlbüschel"  ein.  Strahlbündel  und  Ebenenbündel  sind  ebenso 
wie  Punktfeld  und  Strahlfrld  (ebenes  System)  hinsichtlich  ihrer  Mächtigkeit 
(oo*  Elemente)  nach  v.  Staudt,  a.a.O.  S.  11,  Grundgcbildr  zweiter  Stufe  (vgl. 
Anm.  13).  In  jedem  solchen  Gebilde  dienen  zicei  nicht  homogenr^  bezüglich  drei 
homogene  gemeine  Koordinaten  zur  Bestimmung  der  Elemente:  im  Felde  für 
den  Punkt  x,  y ,  t  %  12,1;  §  49,  2  und  x,  y,  z  §  49,  2,  für  den  Strahl  «,  v,  s 
§  22,  1;  §  49,  3  und  «.  v,  «'  §  49,  4;  im  Bündel  für  die  Ebene  u,  v,  ic  und  «,  v,  s 
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§  49,  5;  10,  für  den  Strahl  x,  y,  z  und  x,  ?/,  ^  §  49,  6;  11;  die  Koordinaten  des 
Strahles  in  Ebene  und  Bündel  sind  Spezialfälle  der  Koordinaten  Pf.^^  q^i  des 
Strahles  im  Räume  §  49,  3;  4;  6;  11. 

Die  gemeinen  Koordinaten  im  Bündel  (Kooi-dinaten  einer  Richtung  §  33,  8 
oder  Stellung  §42,3  nach  Baltzer ,  Geom.,  S.  864;  372;  400)  finden  sich  bei 
Cayhy,  Cambr.  Dubl.  Math.  J.  1  (1846),  S.  29;  Salmon-FietUer,  Kegelschnitte, 
S.  677;  Raum  1,  S.  427.  Die  Sätze  §  49,  15;  16  gibt  im  wesentlichen  Gayley, 
a.  a.  0.  S   29. 

Die  ersten  Dreikauts-(Dreiflachs-)koordinaten  im  Bündel  §  56,  4  sind  die 
baryzentrischen  Koordinaten  der  Kugelpunkte  von  Moehius  (1846),  Werke  2, 
S.  32;  33. 

Über  den  Gegensatz  zwischen  der  Geometrie  der  Kugelfläche  (des  Bündels) 
und  der  der  Ebene  vgl.  Fiedler,  neuere  Geom.,  S.  234;  Killiny,  Grundlagen  1, 
S.  52;  Poincare,  Wissenschaft,  S.  39;  zur  älteren  Geschichte  der  Geometrie  der 
Kugelfläche  Tropße,  Gesch.  2,  S.  259  ff. 

106)  Die  Gleichung  des  Ebenenhündels  §  53,  (2)  rührt  von  Lame,  Examen 
(1818),  S.  29  her;  vgl.  Magnus,  Aufgaben  2  (1837),  S.  20;  Hesse,  Vorles.  Raum, 
S.  70;  Clebsch-Lindemami,  Vorles.  2,  S.  99;  vgl.  §  58,  (25). 

Über  die  Gleichungen  des  Strahlbündels  §  53,  (6)  vgl.  Sahnon- Fiedler, 
Raum  1,  S.  216;  vgl.  §  58,  (26). 

107)  Die  Parameterdarstellung  von  PiinHfeld  und  Ebenenbündel  folgt  der 
Entwicklung  des  Koordinatenbegriffs.  Bei  der  ersten  Gruppe  solcher  Darstell- 
ungen werden  gemeine  Koordinaten  im  Räume  durch  gemeine  im  Punktfeld  und 
Ebenenbündel  dargestellt:  §  40,  (19)  x,  y,  z  durch  |,  rj;  §  50,  (S)  x,  y,z,t: 
*'i  y  ■,  ^';  §  4:5,  (19)  u,  %\  10  :  X,  fi,  v;  §  50,  (10)  u,  V,  w ,  s  :  u,  v\  «•';  §  50,  (12) 
u,  V,  w,  s  :  11,  V,  s'. 

Bei  einer  siveiten  Gruppe  sind  gemeine  Koordinaten  durch  allgemeine  Ver- 
hältniskoordinaten ausgedrückt:  §  53,  (3')  x,  y,  z,  t  durch  Uj ,  u^,  fig ;  §  53,  3 
t(,  V,  IC,  s  :  Uj^ ,  (i, ,  fig . 

Die  dritte  Gruppe  gibt  die  Tetraederkoordinaten  im  Räume  abhängend  von 
den  Dreieckskoordinaten  des  Punktes  im  Felde  und  den  Dreitiachskoordinaten 
der  Ebene  im  Bündel:  §  58,  (29');  (29);  §  64,  (1);  (1');  die  entsprechende  Dar- 
stellung des  Punktfeldes  in  baryzentrischen  Koordinaten  (Anm.  89)  gibt  Moehius 
(1827),  Werke  1,  S.  71. 

Anwendung  finden  diese  Parameterdarstellungen  in  §  52,  9;  §  69,  3;  §  72,  5. 

108)  Die  Parameterdarstellungen  von  Strahlbündel  und  Strahlfeld  lehnen 
sich  an  die  Plückerschen  Linienkoordinaten  an.  Die  erste  Gruppe  gihti  die  sechs 
gemeinen  Linienkoordinaten  im  Räume  dargestellt  durch  gemeine  Koordinaten  des 
Strahles  in  Bündel  und  Feld:  §  50,  (11)  j^/d  durch  x',  y' ,  z' •  %  50,  (13)  pi.^  :  x ,  y  , 
^' \  §  50,  (9)  Vki  '•  ^'>  ^'^  *'i  ^^^  zweite  Gruppe  durch  allgemeine  Verhältnis- (Drei- 
flachs oder  Dreiecks-)koordinaten :  §  53,  (7)  q^^  durch  v^ ,  ■"2,  Vg ;  §  53,  (?')  jp^.j :  Vj , 
r,  ,1^3.  Die  dritte  Giuppe  gibt  die  sechs  Tetraederkoordinaten  der  Linie  durch 
ihre  Dreiflachs-  und  Dreieckskoordinaten  in  Bündel  und  Feld:  §  64,  (2);  (2'),  nach 
Klein,  Math.  Ann.  23  (1868),  S.  545;  2  (1870),  S.  200. 

109)  Die  Bedingungen  §  59,  (25);  (25')  gibt  Klein,  Math.  Ann.  23  (1884), 
S.  545. 

110)  Die  Gleichung  der  geraden  Linie  in  Linienkoordinaten  %  60,  (8)  gibt 
inhaltlich  (vgl.  Anm.  103)  zuerst  Cayley,  Quart.  J.  3  (1860),  S.  225. 
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111)  Der  allgemeine  lineare  Komplex  §  60,  (12)  {,ßtrahleHgewinde^'  nach 
Sturm,  Liniengeometrie  1  (1892),  S.  63)  tritt  zuerst  bei  Plücker  (1865),  Werke  1, 
S.  464;  478;  Neue  Geom. ,  S.  26  auf;  vgl.  auch  Clebsch  in  Plücker  s  Werken, 
S.  XXX.  Die  von  Moehius  als  „Nulhystem"  bezeichnete  reziproke  Verwandt- 
schaft (vgl.  Anm.  119)  hatte  diesen,  J.  f.  Math.  10  (1833),  S.  317  =  Werke  1, 
S.  489;  Werke  3,  S.  118  ebenfalls  auf  dasselbe  Gebilde  geführt. 

112)  Die  Komplexkoordinaten  §  60,  5  sind  von  Klein,  Math.  Ann.  2  (1870), 
S.  368  eingeführt  worden;  vgl.  Pasch,  J.  f.  Matb.  75  (1873),  S.  110. 

Die  Bedingung  §  59,  (15)  bedeutet,  wenn  jj^.,  j}^',  die  Koordinaten  zweier 
Komplexe  sind^  daß  sich  diese  in  „involutorischer  Lage'"''  befinden,  nach  Klein, 
a.  a.  0.  S.  201;  H68  und  Math.  Ann.  4  (1871),  S.  414;  Vorles.,  S.  179;  489.  Pasch, 
a.  a.  0.  S.  110. 

113)  Die  gemeinsamen  Transversalen  von  vier  Geraden  §  60,  6  sind  nach 
einer  Aufgabe  von  Gergonne,  Ann.  de  niath.  17  (1826/27),  S.  83  von  Brianchon- 
Petit,  Corr.  polyt.  1  (1808),  S.  434;  Steiner,  J.  f.  Math.  2  (1827),  S.  268  =  Werke  1, 
S.  147;  Entw.,  S.  243  =  Werke  1 ,  S.  402;  Bohillier-Garhinsky ,  Ann.  de  math. 
(1827/281,  S.  182;  Garhinsky,  J.  f.  Math.  5  (1S3(.),  S  174;  Moehius  (1827),  Werke  1, 
S.  310;  A.  Grunert,  Arch.  Math.  Phys.  (1)  1  (1841),  S.  136;  A.  Cayley ,  Cambr. 
Dubl.  math.  J.  3  (1843).  S.  232  behandelt  worden. 

114)  Der  Begriff  der  hyperboloidischen  Lage  §  60,  7  kommt  bei  Steiner,  Entw. 
(1832),  S.  316  ^  Werke  1,  S.  454  vor;  den  Ausdruck  selbst  gebraucht  Hermes, 
J.  f.  Math.  56  (1858),  S.  218;  Schröter,  Oberflächen,  S.  95.  Die  analytischen  Be- 
dingungen §  60,  7  gibt  Salmon-Fiedler,  Vorles.  Raum  1,  S.  78;  Baltzer,  Geometrie, 
S.  520;  Jahnke,  Vektorenrechnung,  S.  126. 

115)  Der  Satz  §62,5  geht  auf  Cayley,  Quart.  J.  1  (1857),  S.  10  zurück, 
der  Beweis  §62,5  auf  Hermes,  .7.  f.  Math.  56  (1858),  S.  222;  vgl.  die  synthetische 
Behandlung  bei  Schröter,  Oberflächen,  S.  153. 

116)  Die  Transformation  der  Linienkoordinaten  ist  in  der  Form  §  50,  (5) 
von  Plücker,  Neue  Geom.  (1868),  S.  llff. ;  155 f.  behandelt;  die  Transformation 
der  Tetraederkoordinaten  der  Geraden  §  63,  (19);  (20)  führt  zuerst  Klein,  Dissert. 
(1868)  =  Math.  Ann.  23,  S.  546  durch,  indem  er  zugleich  nachweist,  daß  diese 
Transformation  diejenige  lineare  Transformation  der  sechs  Variabein  p/.  ist,  die 
die  Gleichung  P^O,  §59,2  invariant  läßt,  vgl.  ferner  Klein,  Math.  Ann.  2 
(1870),  S.  20.';  366;  Vorles.,  S.  189;  491;  Baitagllnl,  Giornale  di  mat.  6  (1868), 
S.  240;  Fiedler,  Darstell.  Geom.  3,  S.  420. 

117)  Die  Definition  der  projektiven  Beziehung  zweier  Grundgehilde  l.  Stufe 
§65,1  gibt  Moehius  (1827),  Werke  1,  S.  279  (,,Kollineatiousverwandtschaft''); 
Steiner,  Entw.,  S.  4  =  Werke  1,  S.  242  („projektivisch");  vgl.  v.  Staudt,  Beitr., 
S.  263.  Über  die  eingehendere  Begründung  vgl.  Klein,  Math.  Ann.  6  (1873), 
S.  139;  7  (1874),  S.  531;  Vorles.,  S.  301;  Lüroth,  Math.  Ann.  8  (1875),  S.  147; 
Weierstraß,  Werke  3,  S.  161. 

Die  JJeterminante  §65.(26)  betrachtet  r.  Staudt,  Beitr.,  S.  263;  über  die 
analytische  Darstellung  überhaupt  vgl.  Fiedler,  Neuere  Geom.,  S.  26;  Darst. 
Geom.  3,  S.  243;  C.  A.  v.  Brach,  Kubische  Kegelschnitte  (1867),  S.  15.  Die  Um- 
formung §  65,  ö  nach  Cayley,  Philos.  Trans.  148  (1858).  S.  436;  Baltzer,  Det.,  S.  32. 

118)  Die  Veruandtscliaft  der  Kollineation  („nach  der  geraden  Linie'")  für 
Ebene  und  Kaum  ist  zuerst  von  Moehius  (^l^'-'J,*,  Werke  1,  S.  395;  (1827),  Werke  1, 
S.  266   allgemein    begründet   worden.      Die  analytische  Darstellung   in  §  67,  (1) 
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zunächst  in  gemeinen  Koordinaten  gibt  Jloebiits,  Werke  1,  S.  451;  499;  §  69,  (1) 
Magnus,  J.  f.  Math.  8  (1832),  S.  öü;  Cliasles,  Deux  principes  (1837),  S.  767; 
Plücker,  System  (1835\  S.  50;  System  (1846),  S.  9.  Den  Zusammenhang  mit  den 
Dreiecks-  und  Tetraedevkoordinaten,  der  sich  in  der  kanonischen  Form  §  67,(12); 
§  69,  (19)  ausspricht,  erkannte  Plüclrr,  System  (1835),  S.  54;  70;  System  (1846), 
S.  7  im  Anschluß  an  Moehius;  die  multiplizierte  kanonische  Form  §  69,  (20) 
kommt  in  einem  Spezialfall  bei  Chasles,  Corr.  polyt.  3  (1815),  S.  326;  allgemeiner 
Deux  principes  (1837),  S.  745  vor;  vgl.  auch  Fiedler,  Ges  Zürich  15  (1870),  S.  169; 
Klein,  Vorles.,  S.  273  ff. 

119)  Historisch  hat  der  Begriff  der  Beziprozitüt  drei  verschiedene,  wenn  auch 
ineinander  übergreifende  Auffasssungen  erfahren;  vgl.  Ausführlicheres  bei  Clebsch 
in  Plücker's  Werken  1,  S.  XVIII;  Kotier,  Jahresber.  Deutsch.  Math.-7er.  5,  S.  160; 
ferner  Tropfke,  Geschichte  2,  S.  95i. 

Er  erscheint  zuerst  bei  Brianclwn ,  J.  ec.  polyt.,  cah.  13  (1806);  Poncelct, 
Traite  (1822),  S.  121;  J.  f.  Math.  4  (1829),  S.  19;  Plücker,  Entw.  2  (1831),  S.  262 
als  Polarvencandtschaft  in  hezug  auf  eine  Kurve  oder  Fläche  2.  Ordnung  als 
Direktrix. 

Eine  zweite  Auffassung  setzt  mit  Gergonne  imd  Steiner  a.  den  Anm.  29 
a.  0.  0.  ein.  Für  sie  tritt  das  Prinzip  der  Dualität  unabhängig  von  einer  Direktrix 
„zugleich  mit  den  Grundgebilden"'  {Steiner  (1832),  Werke,  S.  234)  als  eine  Eigen- 
schuft der  Figuren  („propriete  inherente  aux  figures  de  l'etendue",  Cliasles,  Dt-ux 
principes  (1837),  S.  576)  in  der  Geometrie  der  Lage  hervor.  Diese  Auffassung 
findet  gleichzeitig  ihren  durchgreifenden  analytisclien  Ausdruck  in  dem  von 
Plücker  (vgl.  Anm.  71)  begründeten  Gebrauch  der  Koordinaten  der  geraden 
Linie  und  der  Ebene  und  der  symmetrischen  Form  der  Bedingung  der  ver- 
einigten Lage  §  22,  (5);  §  29,  (1);  §  47.  (5);  §  58,  (2),  womit  von  vorn  herein 
{Plücker,  Entw.  1  (1828)  und  2  (1831))  die  Gleichungen  der  analytischen  Geometrie 
eine  doppelte  (duale)  Deutung  erfahren. 

Nach  einer  dritten  von  Jloebius  (1827),  Werke  1,  S.  371;  (1833),  Werke  1, 
S.  492  und  Plücker,  Entw.  2  (1831),  S.  259;  283;  System  (1835),  S.  VIT;  73; 
System  (1846),  S.  10;  318  begründeten,  auch  von  Jlagnus,  Aufgaben  2(1887),  S.  120; 
Chasles,  Deux  principes  (1837),  S.  586  aufgenommenen  Auffassung  ist  die  Dualität 
eine  der  Kollineation  (Anm.  118)  nebengeordnete  Verwandtschaft,  durch  die  zwei 
Ebenen  §  67,  7  oder  zwei  Räume  §  69,  6  aufeinander  bezogen  tcerden. 

Die  erste  Auffassung  ist  ein  Spezialfall  der  dritten,  und  zwar  gehen  die 
Gleichungen  §  67,  (16)  und  §  69,  (21)  der  allgeoieinen  Reziprozität  in  die  der  po- 
laren über,  wenn  c^.,  =  c^^.  genommen  wird  (Magnus,  Aufgaben  2,  S.  127);  ein 
zweiter  Spezialfall  der  Gleichungen  §  69,  (21)  der  Reziprozität  im  Räume:  c^.^t  =  0, 
c^.j=  —  Cif.  gibt  die  Verwandtschaft  des  Nullsystems  (Anm.  111). 

Die  allgemeine  Reziprozität  ist  ihrerseits  ein  Spezialfall  der  Berührungs- 
transformationen, vgl.  Plücker,  Entw.  2,  S  251 ;  Lie,  Transformationsgruppen  II,  S.  17. 

120)  Die  Gleichung^  §  70,  (1)  einer  Punktgruppe  benutzt  Euler  (Michelsen),  In- 
trod.  2,  S.  249;  über  die  Gleichung  §  70,  (10)  vj-l.  Fiedler,  Neuere  Geom.,  S  10; 
Clebsch,  Formen,  S.  50;  Clebsch- Lindemann,  Vorles.  1,  S.  173. 

121)  Komplexe  Werte  der  Koordinaten  §  70,  2  werden  schon  von  Euler 
/^Michelsen),  Introd.,  S.  7  in  Betracht  gezogen;  vgl.  ferner  Poncelet,  Tr.iite  (1822), 
S.  27;  Plücker,  Entw.  1  (1828),  S.  V;  System  (1835j,  S.  22;  39;  Moebius  (1852), 
Werke  2,  S.  191;  v.  Staudt,  Beitr.  (1856),  S.  IV;  76;  94;  114;   August     Progr.  d. 
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Friedi-.-Realsch.  Berlin  1872;  Klein,  Programm  Erlangen  ri872)  =  Math.  Ann.  43, 
S.  78;  0.  Stolz,  Math.  Ann.  4  (1871),  S.  416;  J.  Liiroth,  Gott.  Nachr.  1873.  S.  767; 
Ma'h.  Ann.  8  18751,  S.  145;  Fiedler,  Darst.  Geom.  3,  S.  45;  Clebsch-Lindematm, 
Vorles.  1,  S.  173;  2,  S.  104;  Klein,  Vorles..  S.  353. 

122)  Die  ersten  Kuvvemßeichungen  m  gemeinen  Koordinaten  §  71,  (1)  finden 
sich  nach  Cantor,  Geschichte  2,  S.  740;  745  bei  Descartes  und  Fennat;  vgl. 
Tropfke,  Geschichte  2,  S.  416;  419;  die  Gleichung  einer  Kurve  in  Dreieclskoordi- 
naten  §  71,  (7)  erscheint  bei  Plücker,  J.  f.  Math.  5  (1829),  S.  35  =  Werke  1, 
S.  157. 

Die  Oherjlüchengleichungen  in  gemeinen  Koordinaten  §  72,  (1)  sind  nach 
Cantor,  Geschichte  3,  S.  401;  755  von  A.  Patent  (1700)  und  A.  C.  Clairaut  (1731) 
betrachtet  worden,  vgl.  Euler,  Introd.  i^IVI icheisen),  S.  321if'.  Die  Gleichung 
einer  Fläche  in  Tetraederkoordinaten  §  72,  (4)  kommt  zuerst  bei  Plücker,  System 
(1846),  S.  15  vor. 

123)  Das  Wort  Klasse  ist  von  Gcrgonne,  Ann.  de  math.  18  (1827/28),  S.  151 
eingeführt  worden.  Die  Gleichungen  der  Kurven  und  Flächen  «**■■  Klasse  §  71,  (1') 
und  §  72,  (1')  sind  zuerst  von  Plücker  (1829),  Werke  1,  S.  180;  Entw.  2  (1831), 
S.  2;  264;  System  (I846j,  S.  16  gegeben. 

124)  Der  Satz  von  der  Erhaltung  des  Grades  einer  Kurvengleichung  bei 
Koordinatentransformation  §  71,9  wird  nach  Cantor,  Geschichte  3,  S.  772  von 
de  Gnu  (1740)  bemerkt;  für  eine  Flächengleichung  §  72,  4  von  Euler  (Micbelsen), 
Introd.  2,  S.  367;  daß  der  Satz  auch  beim  Übergang  zu  Dreieckskoordinaten  fort- 
besteht, gibt  Plücker,  System  (1835),  S.  5  an. 

Nach  §  67,  (1),  (16;  und  §  69,  (1),  (21)  bleibt  der  (xrad  einer  Gleichung  auch 
bei  jeder  Kollineation  und  Korrelation  derselbe. 

125)  Der  Satz  von  der  Zahl  der  Schnittpunkte  zweier  Kurven  rührt  nach 
Cantor,  Geschichte  3,  S.  426  von  Maclaurin  (1720)  her;  vgl.  Etiler  Michelsen), 
Introductio  2,  S.  250 ff. ;  Pascal,  Repertorium  der  höheren  Mathematik  2, 
S.  126. 

126)  Die  Bedeuinng  §  71,  13  des  Grades  einer  Kurve  ist  nach  Cantor  3, 
S.  404  von  J.  Xeicton  (1706)  gegeben;  das  Verfahren  der  Bestimmung  der  Schnitt- 
punkte §  71,  10;  12  folgt  der  Entwicklung  der  Parameterdarstellungen  der  Ge- 
raden (Anm.  60;  75;  80\  vgl.  Euler  (Michelsen.  Introd.  2,  S.  249;  Cauchy,  Exer- 
cices  3  (1828),  S.  2. 

Das  Verfahren  §  72,  5  zur  licstimmung  der  Schnittkurve  einer  Ebene  mit 
einer  Fläche  rührt  nach  Cantor,  Gesch.  3,  S.  759 f.  von  Clairaut  (1731)  her;  zu- 
gleich mit  der  Bedeutung  §  72,  6  der  Ordnung  einer  Fläche  gibt  es  Euler, 
Introd.  2,  S.  367. 

Die  dualen  Methoden  §  71,  10;  12;  §  72,  5;  7  sind  von  Plücker,  Entw.  2 
(1831),  S.  48;  System  (1835 1,  S.  290;  System  (1846 1,  S.  16  geschaffen;  vgl.  Hesse, 
Vorles.  Ebene  2,  S.  19;  21;  Raum,  S.  146. 

127)  Über  die  Anfänge  der  Lehre  von  den  Paumkurven  §  72,  3  bei  Des- 
cartes (1637),  H.  Pitot  (1126)  und  A.  C.  Clairaut  1731)  vgl.  Cantor,  Gesch.  2, 
S.  743;  3,  S.  428;  755;  vgl.  ferner  Euler,  Introd.  2,  S.  382. 

Die  Gleichungen  in  Tetraederkoordinaten  gibt  Plücker,  System  (1846),  S.  16. 

Die  Darstellung  der  Abuicklungsflächen  (surfaces  developpables)  durch  die 
beiden  Gleichungen  §  72,  3  gibt  Plücker,  System  (1846),  S.  17;  Chasles,  Deax 
principes  (1837),   S.  634.     Die   Darstellung  des   Kegels  durch   zwei   Gleichungen 
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in  Ebenenkoordinaten  §  72,  (17')  bemerkt  FhicJcer  (1832\  Werke  1,  S.  229:   vgl. 
Hesse,  Vorles.  Raum,  S.  164. 

128)  Die  Bedeutung  der  homogenen  Gleichung  §  71,  (16)  bemerkt  Eider, 
Introd.  2,  S.  236;  Plücker.  Entw.  1,  S.  43,  die  der  homogenen  Gleichung  §  72,  (16) 
Clairatit  fl731)  nach  Cantor,  Gesch.  3,  S.  756;  vgl.  Euler,  Introd.  2,  S.  337;  für 
Tetraederkoordinaten  §  72,  (18)  Plücker,  System  (1846),  S.  15. 

129)  Die  Darstellung  einer  ebeuen  Kurve  im  Baume  durch  die  Gleichung 
§  72,  (18'~i  und  einer  Punktgruppe  auf  einer  Geraden  im  Räume  durch  die  Gleichung 
§  72,  (21')  nach  Plücker,  System  (1846),  S.  17. 

1:^0)  Den  Grad  eines  Komplexes  und  seine  doppelte  Bedeutung  §  72,  12  er- 
klärt Plücker  (1865),  Werke  1,  S.  531;  Xeue  Geom.  (1868),  S.  18. 


Begister. 


Abstand  eines  Punktes  von  einem  Punkte 
§  1,  4,  von  einer  Geraden  §  17,  3.  §  19, 
7.  §  43,  10,  von  einer  Ebene  §  41 ,  3. 
§  45,  7 ;  kürzester  zweier  Geraden§  44, 7. 

Achsenlcoordinatcn  §  48,  5.  §  59,  1. 

AnfaiKjspnnJd  der  Koordinaten,  BegriflF 
§  1,  6.  §  10, 1.  §  31,  1,  Gleichung  §  7,  3. 
§  22,  5.  §  47,  5;  Anfangspunlte,  An- 
fall gsstrahhn  §  6,  1. 

Aufriß  eines  Punktes  §  31,  7,  einer  Ge- 
raden §  43,  6,  zweier  Geraden  §  44,  2. 

Azimut  §  33,  9. 

JSilineare  Gleichung  §  8,  6.  7.  §  65,  11. 
Bündel  (Ebenen-  und  Strahlb.)  §  49,  7. 

Cartesische  Koordinaten  §  10,  2.  §  31,  2. 

Deldination  §  33,  9. 

Determinante  von  zwei  Punkten  in  der 
Geraden  §  1 ,  12.  §  8,  8;  von  drei 
Punkten  oder  Geraden  in  der  Ebene 
§24,4.5.  §29,7.10;  von  vier  Punkten 
oder  Ebenen  im  Räume  §  51 ,  5.  7. 
§  58,  11.  §  61, 1;  der  Kichtungskosinus 
eines  Koordinatensystems  §  13,  3.  §  37, 
3;  der  projektiven  Verwandtschüft 
§  65,  8.  §  67,  1.  §  69,  1. 

DopprlvrrhäUnis  von  vier  Punkten  §  3,  5, 
Strahlen  §  4,  6,  Ebenen  §  42,  10;  Er- 
haltung bei  perspektiver  Lage  §5,3.  9. 
§  24,  10.  §  52,  4.  6.  7.  9,  bei  projek- 
tiver Verwandtschaft  §  65,  1.  §  07,  3. 
§  69,  3;  Darstellung  in  Koordinaten 
§  3,  6.  §  4,  7.  §  6,  3.  10.  §  7,  4.  11.  13, 
in  Parametern  der  Gleichungen  §  is, 
9.  §  20,  5.  §  42,  11.   §  46,  5. 

Doppehrrltältniskoordinaten  in  Punkt- 
reihe und  Strahlbüschel  §6,6,  im 
Ebenenbüschel  §  56,  2,  in  der  Ebene 
§  28,  14,  im  Bündel  §  56,  9,  im  Räume 
§  57,  12. 

J)rc}iuuyssinii,  pos  oderneg.  §2,  3.  §  11, 1. 


Dreieckskoordinaten  §  28,  1.  3. 

Drei  flachs-,  Dreikantskoordinaten  §  56,  4. 

Dualität  §  19,  3.   §  45,  4.    §  49,  7,  siehe 

,, Reziprozität". 
DurcMatifungssiiin,  jjos.  oder  neg.  §  1,3. 

Ebene,  ihre  Gleichung  im  Bündel  in 
Strahlenkoordinaten  §  49,  8.  §  56,  6, 
im  Räume  in  Punktk.  §40,3.  §47,2. 
§  58,  2,  in  Linienkoordinaten  §  60,  1 ; 
ihre  Koordinaten  siehe  unter  „gemeine, 
homogene,  usw.  Koordinaten". 

Ebciinibündel,  Begrill  §  45,  9  (§  72,  1), 
Gleichung  §  53,  1.  §  58,  12,  Parameter- 
d;irstellung  §  45,  9.  §  50,  6.  8.  §  53,2. 
§  58,  13.  §  64,  2. 

Ebenenbiischel,  Begritf  §  42,  9.  3  (,§71,  5. 
72,3);  Gleichung  §  42,  9.  §47,  11. 
§  49,  16.  §  58,  8;  Parameterdarstellung 
im  Bündel  §  49,  16.  §  50,  13.  §  64,  8, 
im  liaume  §  46,  6.  §47,  12.  §  50,  11. 
§  58,  9.  §  64,  4. 

Ebenengruppe  )t^"  Ordnung  §  7o,  4.  5. 
§  71,  15.  11.  12.  §  72,  10.  7. 

Ecke,  räumliche  §  54,  1,  Eckpunkte  bei 
Zweiecks-,  Dreiecks-,  Tetraederkoordi- 
naten  §  7,  6.  §  28,  7.   §  57,  7. 

Einheiispunkt,  -strahl,  -ebi  ne  ^  H,  ii.  %  7, 

7.  §  18,  8.  §  42,  10.   §  28,  10.  §  56,  2. 

8.  §  57,  9. 
Eulersche  Winkel  §  3h,  6. 

lu'ld  (Punkt-  und  Strahlt.)  §  49,  7. 
Elfichr    »''•■■  Ordnung    oder    Klasse  §  72, 

1.  2. 
Eläclii  ninhalt .    absoluter  oder  relativer 

§  15, 1,  Darstellung  durch  Koordinaten 

§  15,  2.  3.  5.   §  36,  5. 

(ieograjthischc  Breite  und  I.ängr  §  33,  9. 
Gerade  siehe  „Strahl". 
Gerichtete  Gerade  §  1,  3,  -Strahlbüschel 
§2,3,  -Ebene  §32,2.  §41,  1.  4.  8. 


Resrister. 
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Gemeine  Koordinaten  des  Punktes  in  der 
Geraden  §  1,  6,  in  der  Ebene  §  10,  2, 
im  Räume  §  31,  2;  der  Geraden  im 
Büschel  §  2,  7.  11,  in  der  Ebene  §  19, 
1 ;  der  Ebene  im  Räume  §  45 ,  1 ;  der 
Strecke  §  12,  2.  §  34,  2;  der  Dreiecks- 
fläche §  36,  3. 

Gleichsinnige  {gleichorietitierte)  Koordi- 
natensysteme §  1,  10.  §  11,  3.  §  14,  3. 
§  32,  8.  §  37,  3.  4. 

GriDidpunkte  §  9, 1.  §  20,  3.  §  46,  3.  §  53, 1, 
-strahlen  §  9,  1.  §  18,  7.  §  53,  3,  -ebenen 
§  42,  9.  §  53,  1;  Veränderung  der 
Grundpunkte  §  9,  6. 

Grundriß  eines  Punktes  §  31,  7,  einer 
Geraden  §  43, 6,  zweier  Geraden  §  44, 2. 

Halbierungslinien  §  4,  5.  §  13,  6.  §  18, 
6.  §  35,  4.  §  25,  6.  §  54,  5,  -ebenen 
§  42,  8.  §  54,  5.  §  55,  5. 

Halhstrahlen  {-achsen)  §1,6.  §  10,  1. 
§  31,  1. 

Harmonikale  (HarmonikaÜime)  und  Har- 
monikaliiunkt  %  26,  1,  -ebene  und 
-strahl  §  54,  9,  -ebene  und  -punkt 
§  55,  8,  -linien  und  -strahlen  §  62,  3. 

Harmonische  Punkte  §  3,  9.  §  5,  6.  §  20, 
5.  §46,  5,  -Strahlen  §  4,  8.  §  5,  6.  §  18, 
9,  -Ebenen  §  42,  11;  Konstruktion  des 
vierten  Elementes  §  27,  5. 

Höhen  im  Dreieck  §  25,  7,  im  Tetraeder 
§  62,  4;  Höhenwinkel  §  33,  9. 

Homogene  gemeine  Koordinaten  des 
Punktes  in  der  Geraden  §  7,  1  (i.  d. 
unendl.  fern.  Geraden  §  23,  1),  in  der 
Ebene  §  22, 1  (i.  d.  unendl.  fern.  Ebene 
§  49,  2),  im  Räume  §  47,  1;  der  Ge- 
raden (des  Strahles)  im  Büschel  §  7,  2 
(Parallelstrahlb.  §  23,  2),  in  der  Ebene 
§  22,  1  (unendl.  fern.  E.  §  49,  4),  im 
Bündel  §  49,  6.  11,  im  Räume  §  48,  5; 
der  Ebene  im  Büschel  §  49,  13,  im 
Bündel  §  49,  5.  10,  im  Räume  §  47,  1; 
der  Bichtung  in  der  Ebene  §  11,  7,  im 
Räume  §  33,  8;  der  Stellung  §  42,  3. 

Hyperboloidische  Lage  §  60,  7.  §  62,  2. 
4.  5. 

Jdentitätensätze  §  24,  1.  3.  6.   §  29,  4.  6. 

§  30,  11.  §  51,  1.  3.  6.  8.  §  58,  4.  6.  10. 

§  64,  9. 
Imaginäre  Koordinaten  §  70,  2. 
Invarianten  (Kovarianten)    der    Koordi- 


natentransformation §8,8.  §  30,  9. 
§  63,  9.  10,  der  projektiven  Verwandt- 
schaft §  65,  12. 
Invarianz  der  Ordnung  und  Klasse  der 
Gruppen  §  70,  6,  der  Kurven  und 
Kegel  §  71,  9,  der  Flächen  §  72,  4;  des 
Grades  der  Komplexe  §  72,  11. 

Kanonische  Gleichungen  der  projektiven 
Verwandtschaften  §  65,  4.  11.  §  67,  4. 
§  69,  4. 

Kegel  h**"^  Ordnung  §71,  5.  6.  §7 2, 9. 
14;  -«*"  Klasse  §  71,  5.  6.  §  72,  13. 
9.  5. 

Knotenlinie,  Knotenpunkt  §  38,  1. 

Koeffizienten  und  Koordinaten  §  22,  3. 
§  29,  2.  §  47,  3.  §  48,  5.  §  58,  2.  §  60,  3.  5. 

KoUineation,  kollineare  Felder  und  Bün- 
del §  67,  1—6.  §  68,  1.  2.  4.  5,  kollineare 
Räume  §  69,  1 — 5. 

Komplex  (Linienkomples),  linearer  §  60, 

5,  -  n*""  Grades  §  72, 11 ;  Komplexkegel, 
-kurve  §  72,  12;  -koordinaten  §  60,  5. 

Konstantenzahl  der  Gleichungen  der  Ge- 
raden §16,5.  §43,7,  des  Punktes 
§  19,  6,  der  Ebene  §  40,  4;  der  Drei- 
eckskoordinaten §  28,  5,  der  Tetra- 
ederk.  §  57,  5. 

Koordinatendreieck,  §  22,  9.  §28,  1,  -drei- 
fJach  §  56,  4,  -tetraeder  §  47, 10.  §  57, 1. 

Korrelation  siehe  ,, Reziprozität". 

Kurve  n'"  Ordnung  §  71,  1—4.  §  72,  13. 
9,  -n'"  Klasse  §71,1.4.  §72,9.14. 

Leitstrahl    §  12,  5.    §  33,  4,    Leitkegel, 

-Zylinder,  •  kurve  §  72,  9. 
Lineare  Substitution  §  8,  5.  §  30,  1.  §  63, 

1.  §  65,  11.  §  67,  1.  §  69,  1. 

1  Linienkoordinaten   siehe   ,, gemeine,   ho- 
mogene, Achsen-,  Strahlenk.  u.sw.". 
Lin  ienkomplex,  -kongruenz,  -jläcJw  §72,11. 

I  Mittelpunkt  einer  Strecke  §3,3.    §  20, 

2.  §46,  2,    der    Dreiecksseiten    §25, 

6.  10. 

Moment  zweier  Geraden  §  44,  4.  8.  9. 
I      §  -18,  13. 

Multiplikator  der  Verhältniskoordinaten 
'      §  6,  4,  Dreiecksk.  §  28,  6,  Tetraederk. 

I      §  '^'i.  6. 

[  Multiplizierte   Verhält n iskoordinaten , 
'      -  Teilungsverhältnisse  %&,4:.  §9,1.  §18,7. 
42,  9. 
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Resfister. 


Normale  einer  Geraden  (rechts-  oder 
linksUiufige)  §  13,  4.  §  17,  1,  einer 
Ebene  (pos.  oder  neg.^  §  32,  4.  §  41,  1 ; 
gemeinsame  zweier  Geraden  §  44,  5.  6. 

Normalform  der  Gleichung  der  Geraden 
§  17,  5.  §  49,  9,  des  Punktes  §  19,  8. 
§  45,  8,  der  Ebene  §  41,  6.  §  49,  9. 

Farallele  Gerade  §  13,  2.  §  18,  2.   §  22, 

6.  §35,2.  §47,7,  -Ebenen  §42,2. 
§  47,  6.  13;    ParaUeU-oordinaten    §  10, 

2.  §  12,  2.  §  31,  2.  §  34,  2. 
Parameter,  Begriff  §  9,  1.   §  16,  1.   §  18, 

7.  §  40,8.  §  43.  1. 
Pe)'67JeAfa-eiagre  von  Punktreihen,  Strahl-, 

Ebenenbüscheln.  Begriff  §  5, 1.  8.  §  52, 
1.  6.  7.  8,  analyt.  Ausdruck  §5,4. 
§  7,  10.  §  8,  3.  7.  §  24,  10.  §  52,  2.  5. 
9.  10;  von  Feld  und  Bündel,  Begriff 
§53,5,  anal.  Ausdruck  §53,6.  §56,10. 

Polarkoordinaten  eines  Punktes  §  12,  5. 
§  33,  4,  einer  Strecke  §  12,  1.  8.  §  34, 
1.  6,  einer  Dreiecksfläche  §  36,  1. 

Projektive  Venvandtschaft,  Begriff  §  65, 
1.  §67,3.  §69,3,  eigentliche  und  sin- 
gulare §  65,  8.  §  67,  1.  §  69,  1,  Be- 
stimmungsstücke §  65,  3.  §  67,  5. 
§  69,  5. 

Punkt,  seine  Gleichung  in  der  Geraden 
§  1,  11.  §7,3.  12;  in  der  Ebene  in 
Linienkoordinaten  §  19,  2.  §  22,  2. 
§  29,  2 ;   im  Räume  in  Ebenenk.  §  45, 

3.  §  47,  2.  §  58,  2,  in  Linienk.  §  60,  1. 
Punktfeld,  Begriff  §  49,  7  (§  72,  1)  Glei- 
chung §  53,  1.  §  58, 12,  Parameterdar- 
stellung §  40,  8.  §  50,  4.  §  58,  13. 
§  64,  2. 

Punktgruppe  «'"  Ordnung  §  70,  1—5. 
§  71,  14.  §  72,  10. 

Punktreihe,  Begriff'  §1,1,  Gleichung 
§  9^  1_4.  §  -20,  3.  §  22,  10.  §  29,  8. 
§  46,  3.  §  47,  11.  §  58,  8,  Parameter- 
darstellung §  16,  1.  §  20,  6.  §  22,  11. 
§  23,  4.  §  29,  9.  §30,10.  §  43,  1.  §47, 
12.  §  50,  10.  §  64,  4. 

Itauminhult  des  Tetraeder!^,  absoluter  und 
relativer  §  39 ,  1 ,  Darstellung  durch 
Koordinaten  §  39,  4.  8. 

Raumkurve  §  72,  3.  6. 

Rek-taszension  §  33,  9. 

Reziprozität,  reziproke  Felder  und  Bün- 


del   §  67,  6.  7.    §  68,  3.  5,    reziproke 
Räume  §  69,  6. 
Richtungskosinus  §  11,  5.  6.  7.§  33,  2.  3.  7. 

8.  §  48,  10,  Richtungswinkel  §  11,  2.  4. 
§  33,  1. 

Sdiief winklige  Koordinaten  §  10,  6.  §28, 

9.  §  31,  8. 

Schnittkurve  einer  Ebene  mit  einer  Fläche 
§  72,  5. 

Schnittlinie  zweier  Ebenen  §  43,  3.  §  51, 
2,  9.  §  58,  5.  7,  dreier  Ebenen  §  51,  4. 
9.  §  58,  7,  Schnittlinien  einer  Ebene 
mit  einem  Kegel  §  71,  11.  12. 

Schnittpunkt  von  zwei  Geraden  §  18.  3. 
§  19,  6.  §  22,  7.  §  24,  2.  7,  von  drei 
Geraden  §  24,  4.  8,  von  drei  Ebenen 
§  45,  6.-§  47,  8.  §  51,  4.  10,  von  vier 
Ebenen  §  51,  5.  10,  einer  Geraden  und 
einer  Ebene  §  48,  11.  §  59,  7;  einer 
Geraden  mit  einer  Kurve  §  71,  10,  mit 
einer  Fläche  §  72,  7. 

Schraubensinn,  Begriff  §  32,  7,  eines 
Achsensystems  §  32,  8,  eines  Tetra- 
eders §  39,  1,  zweier  Geraden  §44,3. 

Senkrechte  Gerade  §  13,  2.  §  18,  2.  §  35, 
2,  -Ebenen  §  42,  2. 

Sinus  einer  Ecke,  Begriff  §  32,  11,  An- 
wendungen §  37,  3.  7.  §  39,  6.  8.  §  41, 
9.  §  47,  9. 

Sphärisches  Dreieck  §  54,  6. 

Strllungskosinus  einer  Ebene  §41,2. 
§  42,"  3. 

Strahl  (Gerade),  seine  Gleichungen  im 
Büschel  §  2,  12.  §  7,  3,  in  der  Ebene 
in  Purktkoordinaten  §  16,  4.  §  22,  2. 
§  29,  2;  im  Bündel  in  Ebenenk.  §49, 
8;  im  Räume  in  Punktk.  §  43,  2—4. 
§  48, 1,  in  Ebenenk.  §  48,  1,  in  Linienk. 
§  60,  3. 

Strahlbündel,  Begriff  §  49,  7  Gleichung 
§  53,  3.  §  58, 12,  Parameterdarst.  §  50, 
7.  9.  §  53,  4.  §  64,  3. 

Strahlbiüichel ,  Begriff  §  2,  3.  §  18,  2 
i§  71,  1.  5),  Gleichung  §  9, 1.  2.  §  18,  7. 
§  22,  10.  12.  §  29,  8.  §49,  15.  §52,  11; 
Parameterdarst.  in  der  Ebene  §  2ii,  6. 
§  22,  1 1.  §  23,  5.  6.  §  29,  9.  §  30,  10,  im 
Bündel  §  49,  15.  §  50,  13.  §  64,  8, 
im  Räume  §  50,  12.  §  52,  12.  §  64,  5. 

Strahlgruppe  n*"  Ordnung  §  7(t,  4.  5. 
§  71,  14.  15.  11.  12. 
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StraMenloordinaten  %  48,  5.  §  59,  1. 
Strahlfeld,  Begriff  §  49,  7,  Gleichungen 

§  53,  3.  §  58, 12,  Parameterdarst.  §  50, 

5.  §  53,  4.  §  64,  3. 
Strecke,  Begriff  §1,1,  Länge,   abs.   od. 

relat.  §  1,  2.  4,  Addition  §1,5.  §  12, 

7.  §  34,  5.  i 

Teilpunkt  §  12,  9.  §  20,  1.  §  34,  7.  §  46, 
1,  -strafd  §  13,  5.  §  18,  4.  §35.  3,  -ebene 
§  i-^i,  6. 

Teilungsverhältnis,  in  Punktreihe  §  3,  1, 
Strahlbüschel  (Sinusverhältnis)  §  4.  2, 
Ebenenbüschel  §  42,  5. 

Tetraederkoordinaten  des  Punktes  und 
der  Ebene  §  57,  1.  3,  der  Geraden 
§  59,  1. 

Transformation  der  gemeinen  Koordi- 
naten in  Punktreihe  §  1, 10,  im  Strahl- 
büschel §  2.  10,  in  der  Ebene  §  14,  1—6. 
§  21,  1 — 3,  im  Räume  §  37,  1—7.  §  45, 
10;  der  homogenen  gemeinen  K.  in 
der  Ebene  §  23,  3,  im  Bündel  §  50,  3, 
im  Räume  §  50,  1.  2;  der  Doppelver- 
hältnisk.  §  6,  12;  der  Zweiecksk.  §  8, 
1—6.  §  64,  7.  der  Zweiflachsk.  §  64,  7, 
der  Dreiecksk.  §  30,  1^8,  der  Drei- 
flachsk.  §  64,  6,  der  Tetraederk.  §  63, 
1—8. 

Transversalen  von  vier  Geraden  §  60,  6. 

Transversalensätze  §  25,  5 — 9.  12.  §  54, 
4.  8.  §  55.  4.  7.  §  62,  2. 

Umhüllende,  umschriebene  Develloppahle 
§  72,  3. 

Unendlich  ferner  Punkt,  Begriff  §  3,  4, 
Gleichung  §  7,  3.  §  20.  2.  §  22,  5.  §  47,  5 ; 
-ferne  Gerade  §  22,  5;  -Ebene  §  47, 
5;  -Punktreihe  §  22,  12.  §  47,  13. 

TJnterdeterminanten  der  Koordinaten  von 
zwei  Punkten  oder  Geraden  §  24,  2. 
§  29,  5,  Ton  drei  Punkten  oder  Ge- 
raden §  24,  4.  5.  §  29,  10,  von  zwei 
Punkten   oder  Ebenen  §  51,  2.   §  58, 


5,  drei  P.  o.  E.  §  51,  4.  §  58,  7,  vier 
P.  0.  E.  §  51,  5.  7.  §  61,  2—4. 
Unvollständige  Gleichungen  von  Punkten 
§  19,  5.  §  22,  5.  9.  §  29,  3.  §  47,  5.  10. 
§  58,  3,  Geraden  §  16,  6.  §  19,  5.  §  22, 
9.  §  29,  3,  Ebenen  §  40,  5.  §  47,  10. 
§  58,  3,  Kurven  §  71,  14.  15,  Flächen 
§  72,  9.  10,  Komplexen  §  72,  13.  14. 

Verbindungsebene  von  drei  Punkten 
§  40,  1.  §  40.  9  mit  §  47,  9.  §  45,  6. 
§  47,  8,  einer  Geraden  und  eines 
Punktes  §  43,  9.  §  48,  11.  §  59,  7. 

Verbindungslinie  von  zwei  Punkten  §  16, 
3.  §  16,  2  mit  22,  8.  §  19,  6.  §  22,  7. 
§  24,  2.  §  43,  4.  §  58,  5.  7,  von  drei 
Punkten  §  24,  4. 

Vereinigte  Lage  von  Punkt  und  Gerader 
in  der  Ebene  §  19,  4.  §  22.  4.  §  29,  1, 
im  Räume  §  48,  8.  §  59,  6;  von  Punkt 
und  Ebene  §  45,  5.  §  47,  4.  §  58.  1; 
von  Gerader  und  Ebene  im  Bündel 
§  49,  7.  §  56,  6,  im  Räume  §  48,  8. 
§  59,  6;  von  zwei  Geraden  im  Räume 
§  44,  1.  2.  §  48,  12.  §  59,  8;  von  drei 
Geraden  mit  einem  Punkt  oder  einer 
Ebene  §  59,  12. 

Verhältniskoordinaten  §  6,  1. 

Vollständiges  Viereck  und  Vierseit  §  27, 
1—7. 

Winkel  zweier  Geraden  im  Büschel  §  2, 
1—5,  in  der  Ebene  §  13,  1.  §  18,  1, 
im  Räume  §  32,  1.  §  35,  1 ;  einer  Ge- 
raden und  einer  Ebene  §  32,  3.  §  41, 
7;  zweier  Ebenen  §  32,  5. 

Winkelfläche,  innere  oder  äußere  §  4,  1. 
§  18,  4.  §  35,  3. 

Winkelraum,  innerer  oder  äußerer  §42,  4. 

Zenitdistanz  §  33,  9. 

Zweiecks-   und  Zueiseitskoordinaten  §  7, 

5—7,  Zwei/lachsk.  §  56,  1.  2. 
Zylinder  §  71,  5.  §  72,  5.  9. 


Druckfehler. 


S.  32,  Z.  1  V.  0.  lies  ftj ,  (i^,  (i^  statt  fij ,  fij ,  fi^. 

S.  56,  Fig.  84  ist  die  Gerade  mit  r/  zu   bezeichnen  und  im  Sinne  PP'  mit  einer 

Pfeilspitze  zu  versehen. 
S.  61,  Fig.  92  fehlt  die  Benennung  O,/  am  Schnittpunkt  yxx. 
S.  71,  Z.  10  V.  0.  lies  Geraden  statt  Ebene. 
S.  72,  Z.  15  V.  u.  lies  (18)  statt  (17). 
S.  75,  Fig.  110  fehlt  die  Benennung  N  am  Ende  von  p. 
S.  79,  Z.  10  V,  u.  lies  (18')  statt  (19). 
S.  87,  Z.  5  V.  u.  lies  §  18,  8  statt  §  19,  8. 
S.  88,  Fig.  125  lies  G„  statt  des  einen  G^ . 
S.  93,  Z.  10  V.  0.  lies  (18j  statt  (17). 
S.  97,  Fig.  133  lies  t'  =  0  statt  p'  =  0. 
S.  122,  Z.  8  V.  0.  lies  31,  24  statt  31,  14. 
S.  129,  Z.  13  V.  u.  lies  — p^  :  sin -9'  statt  — p^  sin  •O'. 
S.  132,  Fig.  165b  ist  die  Gerade  T^  T^  1\  mit  p  zu  bezeichnen. 
S.  138,  Fig.  16«a  soll  die  Gerade  durch  E^  statt  durch  E^  gehen,  in  Fig.  168b 

der  Punkt  auf  e.^  statt  auf  e^   liegen.  ' 

S.  146,  Fig.  172  fehlt  bei  J  der  Index  3 

S.  154,  Fig.  182  sind  die  Benennungen  P,^,,  P.^.,  P^.     hinzuzufügen. 
S.  160,  Fig.  193  ist  an  OP,.,,  eine  Pfeilspitze  bei  P^     zu  setzen. 
S.  163,  Fig.  194  fehlt  die  I^enennuug  O  des  Mittelpunktes. 
S.  186,  Z.  6  V.  0.  lies  Längen  statt  Löaunfien. 
S.  200,  Fig.  240  ist  die  Pfeilspitze  von  n  zu  streichen. 
S.  228,  in  Formel  (17')  für  lo  lies  1 —  x^  statt  1  —  Ä. 
S.  252,  Fig.  273  lies  a;'(a,  fci  cj,  y'ia^h^c^)  statt  .r'trt^, i>,c,\  _y'(r»,  b,c,V 
S.  255,  Fig.  276  lies  m',  v',  s  ^p^^,.  .  . ,  p^^  statt  /(',  r'  s  =  u,  v,  ir,  s. 
S.  336,  Z.  16  V.  o.  lies  (15)  statt  (14). 
S    352,  Fig.  321a  lies  t\i\v^(pf.)  statt  r,r, Vg^«^.). 


Richter,  0.,  die  bizirkulare  Kurve  vierter  Ordnung. 

Sc]aroeter,H.,  Theorie  der  Oberflächen  2.  Ordn.  u.  Raumkurven  3.  Ordn. 

Theorie  der  ebenen  Kiu-ven  3.  Ordnung. 

Grundzüge  einer  rein  geometr.  Theorie  der  Raumkurven  i.  0.  1.  Sp. 

Steiner,  J.,  Vorlesungen  über  synthetische    Geometrie,   bearbeitet  von 

Geiser  und  Schroeter. 
Sturm,  R.,  die  Gebilde  1.  und  2.  Grades  der  Liniengeometrie  in  synthe- 
tischer Behandkmg. 

synthetische  Untersuchungen  über  Flächen  3,  Ordnung. 

die  kubische  Raumkurve. 

Thomae,  J.,  Untersuchungen  über  zwei   zweideiitige  Verwandtschaften. 
Treutlein  und  Henrici,  siehe:  Henrici  und  Treutlein. 
Weyer,  E.,  Einführung  in  die  neuere  konstruierende  Geometrie. 
Weyr,  E.,  Theoi'ie   der  mehrdeutigen  geometrischen   Elementai-gebilde. 

Geometrie  der  räumlichen  Erzeugnisse  1 — 2deütiger  Gebilde. 

Witzschel,  B.,  Grundlinien  der  neueren  Geometi-ie. 

,  5.    Topologie  (Gestaltenlehre)  und  Kristallographie. 

Brückner,  M.,  Vielecke  und  Vielflache;  Theorie  und  Geschichte. 

Dingeldey,  F.,  topologische  Studien  usw. 

Eberhard,  V.,  die  Grundgebilde  der  ebenen  Geometrie. 

zur  Moi-phologie  der  Polyeder. 

Naumann,  F.,  über  die  Rationalität  der  Tangentenverhältnisse. 
Schoenflies,  A,  Kristallsysteme  und  Kristallstruktur. 
Sohncke,  L.,  Entwickelung  einer  Theorie  der  Kristallstruktur. 
Wiener,  C. ,  Vielecke  und  Vielflache. 

6.    Abzählende  Geometrie. 

Schubert,  H.,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie. 
Zeuthen,  H.,  die  abzählenden  Methoden  der  Geometrie. 

7.    Geometrie  der  Bewegung. 

(Kinematik.) 
Abdank-Abakanowicz,  B.,  die  Integraphen,  deutsch  von  Bitterli. 
Dingeldey,  F.,  Erzeugung  von  Kurven  4.  Ordnung  dui-ch  Bewegungs- 
mechanismen. 
Schell,  "VV.,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.     I.  Band. 
Schoenflies,  A.,  Geometrie  der  Bewegung. 
Somoff,  J.,  theoretische  Mechanik,  deutsch  von  Ziwet.     I.  Band. 


11.  Analytische  Geometrie  (Koordinatengeometrie) 
und  Dififq;rentialgeometrie  (Flächentheorie). 

1.    Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

(Kegelschnitte  und  höhere  ebene  Kurven.) 
Benter,  E.,  Untersuchungen  über  Tangentialkegel  und  die  Kurven  2.  Gr. 
Clebsch,  A.,  Vorlesungen  über  Geometrie.  I.  Band,  bearb.  von  Lindemann. 
Dingeldey,  F.,  Erzeug,  von  Kurven  4.  0.  durch  Bewegungsmechanismen. 

topologische  Studien  usw. 

Durege,  H.,  die  ebenen  Kurven  3.  Ordnung. 

Ebner,  A.,  Leitfaden  der  technisch  wichtigen  Kurven. 

Fiedler,  W.,  die  Elemente  der  neueren  Geometrie  und  die  Algebra  der 

binären  Formen. 
Fort,  0.,  u.  0.  Schlömilch,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  I.  Teil. 


Ganter,  H.,  u.  F.  Rudio,  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene. 
Graefe,  F.,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Quaternionen. 

Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der  analyschen  Geometrie  der  Ebene. 

- —  •  Auflösungen  und  Beweise  dazu. 

Gundelfinger,  S.,  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte,  v.  Dinegeldy. 
Heffter,  L.,  und  C.  Koehler,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie. 
Hesse, 0.,  7  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte. 
Vorlesgn.  aus  der  anal.  Geom.  der  Geraden,  des  Punktes  u.  d.  Kreises. 

4  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie. 

Hochheim,  A.,  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene. 
Klein,  F.,  Vorträge  über  ausgewählte  Fragen   der  Elementargeometrie. 
Kohn,  G.,  rationale  Kurven. 

Loria,G.,  die  hauptsächl.  Theorien  der  Geometrie  in  ihrer  Entwickelimg. 

spezielle  algebraische  und   transzendente    ebene  Kurven ;    Theorie 

und  Geschichte. 
Muth,  P.,  geometrische  Anwendungen  der  Invariantentheorie. 
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